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Ââåäåíèå RK(7,9) Îöåíêà ïîãðåøíîñòè Çàêëþ÷åíèå

Ââåäåíèå

9-ñòàäèéíûå ìåòîäû Ðóíãå-Êóòòà (ÐÊ) ïîðÿäêà 7 çàäàþòñÿ
äåéñòâèòåëüíîé ìàòðèöåé (òàáëèöåé Áóò÷åðà)

c2 a21
c3 a31 a32
c4 a41 a42 a43
c5 a51 a52 a53 a54
c6 a61 a62 a63 a64 a65
c7 a71 a72 a73 a74 a75 a76
c8 a81 a82 a83 a84 a85 a86 a87
c9 a91 a92 a93 a94 a95 a96 a97 a98

b1 b2 b3 b4 b5 b6 b7 b8 b9
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Ââåäåíèå RK(7,9) Îöåíêà ïîãðåøíîñòè Çàêëþ÷åíèå

Êîýôôèöèåíòû ýòîé òàáëèöû äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü
íåêîòîðûì ïîëèíîìèàëüíûì óðàâíåíèÿì (óñëîâèÿì ïîðÿäêà
èëè óðàâíåíèÿì Áóò÷åðà)

(b,Φt(A)) = 1/γ(t)

äëÿ êàæäîãî äåðåâà t âåñà ≤ p = 7. Êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé
áûñòðî ðàñòåò ñ ðîñòîì p:

ïîðÿäîê 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

êîë-âî óðàâí. 1 2 4 8 17 37 85 200 486 1205

min. êîë-âî ñòàäèé 4 6 7 9 11 13 ≤ 17

4 / 19
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Óðàâíåíèÿ Áóò÷åðà äëÿ RK(4,4)

b1 + b2 + b3 + b4 = 1,
b2c2 + b3c3 + b4c4 = 1/2,
b3a32c2 + b4(a42c2 + a43c3) = 1/6,
b2c2

2 + b3c3
2 + b4c4

2 = 1/3,
b4a43a32c2 = 1/24,
b3c3a32c2 + b4c4(a42c2 + a43c3) = 1/8,
b2c

3
2 + b3c

3
3 + b4c

3
4 = 1/4,

b3a32c
2
2 + b4(a42c

2
2 + a43c

2
3 ) = 1/12,

(Ðóíãå, Êóòòà, êîíåö XIX-ãî âåêà)
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Ââåäåíèå RK(7,9) Îöåíêà ïîãðåøíîñòè Çàêëþ÷åíèå

Ìåòîäû ïîðÿäêà 5

Â 1964 ã. Ä.Áóò÷åð íàøåë 5-ìåðíîå ñåìåéñòâî 6-ñòàäèéíûõ
ìåòîäîâ ïîðÿäêà 5.
J. C. Butcher, On Runge-Kutta processes of high order, J. Austral.
Math. Soc. 4 (1964), 179�194.
Â 1969 ã. Êàññèòè ïîêàçàë, ÷òî ñåìåéñòâî Áóò÷åðà ÿâëÿåòñÿ
ëèøü ïîäìíîãîîáðàçèåì áîëüøåãî, 6-ìåðíîãî ñåìåéñòâà.
C. R. Cassity, The complete solution of the �fth order Runge-Kutta

equations, SIAM J. Numer. Anal. 6 (1969), 432�436.
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Ââåäåíèå RK(7,9) Îöåíêà ïîãðåøíîñòè Çàêëþ÷åíèå

Ìåòîäû ïîðÿäêà 6

Ä. Áóò÷åðîì â 1966 ã. áûëî íàéäåíî 4-ìåðíîå ñåìåéñòâî
7-ñòàäèéíûõ ìåòîäîâ ïîðÿäêà 6.
Ìíîþ áûëî ÷èñëåííî íàéäåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî îòäåëüíûõ
ìåòîäîâ RK(6,7) è îïðåäåëåíà ëîêàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü
ìíîãîîáðàçèÿ â ýòèõ òî÷êàõ. Îêàçàëîñü, ÷òî ìíîãèå èç
íàéäåííûõ ìåòîäîâ íå ñîäåðæàòñÿ â ñåìåéñòâå Áóò÷åðà.
ßâíûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ â âèäå Maple-ôóíêöèé áûëè
íàéäåíû Ä.Âåðíåðîì è ìíîþ.
http://math.ivanovo.ac.ru/dalgebra/Khashin/rk/sh_rk.html
Êðîìå îñíîâíîãî 4-õ ìåðíîãî ñåìåéñòâà (Áóò÷åðà), çäåñü æå
ïðåäëàãàþòñÿ ôîðìóëû äëÿ äâóõ òðåõìåðíûõ ñåìåéñòâ, íå
âõîäÿùèõ â îñíîâíîå.
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Ìåòîäû ïîðÿäêà 7

Â ëèòåðàòóðå îïèñàíî (Ä.Áóò÷åð) 2-ìåðíîå ñåìåéñòâî
9-ñòàäèéíûõ ìåòîäîâ ïîðÿäêà 7.
Íåñêîëüêî ëåò íàçàä ìíîþ áûëè ÷èñëåííî íàéäåíû áîëüøîå
êîëè÷åñòâî îòäåëüíûõ ìåòîäîâ RK(7,9) è îïðåäåëåíà
ëîêàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ â ýòèõ òî÷êàõ. Îíà
îêàçàëàñü ðàâíîé 6.
Íàéòè ýòè ìíîãîîáðàçèÿ àíàëèòè÷åñêè äî ñèõ ïîð íå óäàâàëîñü
èç-çà áîëüøîé ñëîæíîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé.
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Ìåòîäû ïîðÿäêà 7

Â ðàáîòàõ

• S.I. Khashin. A Symbolic-Numeric Approach to the Solution of
the Butcher Equations. Canadian Applied Mathematics

Quarterly, 17(1):555�569, 2009.

• S.I. Khashin. Butcher algebras for Butcher systems. Numerical
Algorithms, 61(2):1�11, 2012.

• Õàøèí Ñ.È., Òðè óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿ äëÿ
ìåòîäîâ Ðóíãå-Êóòòà, Âåñòíèê ÈâÃÓ, Èâàíîâî, 2012, âûï.
2. ñ.142-150.

áûë ïðåäëîæåí íîâûé, àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ
óðàâíåíèé Áóò÷åðà, ââåäåíî íîâûé òèï óïðîùàþùèõ
ïðåäïîëîæåíèé.
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Ìåòîäû ïîðÿäêà 7

Íà îñíîâå ïðåäëîæåííîé àëãåáðàè÷åñêîé êîíñòðóêöèè, ñ ó÷åòîì
íîâûõ óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèé, áûëà ïîñòðîåíà ñèñòåìà
èç 40 óðàâíåíèé îò 46 ïåðåìåííûõ.
Ìîùíîñòè ñèñòåì êîìïüþòåðíîé àëãåáðû íåäîñòàòî÷íî äëÿ åå
ðåøåíèÿ. Îäíàêî, îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî ïðè çàäàííûõ
ðàöèîíàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ íàéòè
çíà÷åíèÿ äðóãèõ.
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Ðàöèîíàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ

Ðèñ.: c6(c3, c4, c5, a52)
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Ââåäåíèå RK(7,9) Îöåíêà ïîãðåøíîñòè Çàêëþ÷åíèå

Ðàöèîíàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ

Ó íàñ åñòü ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ c6(c3, c4, c5, a52),
êîýôôèöèåíòû êîòîðîé íåèçâåñòíû. Íî ÿ ìîãó íàéòè åå
çíà÷åíèå ïðè êàæäîì íàáîðå ðàöèîíàëüíûõ ïàðàìåòðîâ.
Ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ ÿ òîæå ìîãó îïðåäåëèòü, íî
ëèøü ïî êàæäîé ïåðåìåííîé â îòäåëüíîñòè. Â öåëîì
ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñ ðàöèîíàëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè.
Òèïè÷íûé ïðèìåð: 1252 ïåðåìåííûõ è k > 1252 óðàâíåíèé.
×åðåç 150 − 200 øàãîâ ÷èñëèòåëè è çíàìåíàòåëè ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû èìåþò äëèíó ïî íåñêîëüêî òûñÿ÷ äåñÿòè÷íûõ öèôð.

12 / 19



Ââåäåíèå RK(7,9) Îöåíêà ïîãðåøíîñòè Çàêëþ÷åíèå

Èíòåðïîëÿöèÿ mod p

Íàõîäèì ïðîñòîå p, òàêîå, ÷òî çíàìåíàòåëè âñåõ ýëåìåíòîâ
íà÷àëüíîé ìàòðèöû íå ðàâíû 0 mod p, p = 100 435 991.
Ïðèâîäèì ìàòðèöó mod p è ðåøàåì ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó.
Èç 1252 êîýôôèöèåíòîâ ïðè ìîíîìàõ íåíóëåâûìè îêàçûâàþòñÿ
ëèøü 240.
Äëÿ êîíòðîëÿ ïîâòîðÿåì ïðîöåäóðó ïðè äðóãîì çíà÷åíèè p.
Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîé ðàöèîíàëüíîé ìàòðèöå, ïîëó÷àåì óæå
ñèñòåìó îò 240 ïåðåìåííûõ, êîòîðàÿ óæå ïî ñèëàì Maple.
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Ââåäåíèå RK(7,9) Îöåíêà ïîãðåøíîñòè Çàêëþ÷åíèå

Ðàöèîíàëüíûå òî÷êè íà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ

Ïðè c3 = 1/3, c4 = 2/3, c5 = 3/4, a52 = −1 ïåðåìåííûõ c7, c8
îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

61299227554632c28c
2
7 − 60582401976159c7c8(c7 + c8)+

+10570631548050(c27 + c28 ) + 59104688960403c7c8+
−9014037791850(c7 + c8) + 412240185000 = 0.

Ðàöèîíàëüíûå òî÷êè íà êðèâîé:

(c7 =
6

23
, c8 = 1), (c7 =

36459887800

54528778389
, c8 = 1).

×åðåç ãðóïïó òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé:

(c7 =
1628455274517904

4624450794300537
, c8 =

7340

10451
).
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Ââåäåíèå RK(7,9) Îöåíêà ïîãðåøíîñòè Çàêëþ÷åíèå

Âëîæåííûå ìåòîäû

Ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà:

k1 = f (x0, y0) ,
k2 = f (x0 + c2h, y0 + ha21k1) ,
k3 = f (x0 + c3h, y0 + h(a31k1 + a32k2)) ,
k4 = f (x0 + c4h, y0 + h(a41k1 + a42k2 + a43k3)) ,
y1 = y0 + h(b1k1 + b2k2 + b3k3 + b4k4)) ,
k5 = f (x0 + c5h, y1) ,

Íåëüçÿ ëè èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé øàã (k5) äëÿ îöåíêè
ïîãðåøíîñòè òåêóùåãî?
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Âëîæåííûå ìåòîäû:

c2 a21
c3 a31 a32
c4 a41 a42 a43
c5 a51 a52 a53 a54

. . .

b1 b2 b3 . . . bs
b̃1 b̃2 b̃3 . . . b̃s b̃s+1

Ìåòîäû Äîðìàíà-Ïðèíñà, Ôåëüáåðãà. Íî ó íèõ íà îäíó ñòàäèþ
áîëüøå, ÷åì íàäî.
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Ââåäåíèå RK(7,9) Îöåíêà ïîãðåøíîñòè Çàêëþ÷åíèå

Äðóãèå ñïîñîáû îöåíêè ïîãðåøíîñòè

Ôîðìóëà ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

y ′(0) =
1

12h
(8(y1 − y−1) + (y2 − y−2)) + O(h5).

äàåò ñïîñîá îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ÐÊ.
Äåëàÿ íåñêîëüêî øàãîâ ìåòîäà ÐÊ, ìû ïîñëåäîâàòåëüíî
âû÷èñëÿåì:

y0 k01 k02 k03 k04
y1 k11 k12 k13 k14
y2 k21 k22 k23 k24

. . .
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Ââåäåíèå RK(7,9) Îöåíêà ïîãðåøíîñòè Çàêëþ÷åíèå

Äðóãèå ñïîñîáû îöåíêè ïîãðåøíîñòè

Âçÿâ 13 âåêòîðîâ
k01 k02 k03 k04
k11 k12 k13 k14
k21 k22 k23 k24
k31

ñ ïîäõîäÿùèìè êîýôôèöèåíòàìè ìû ìîæåì ïîëó÷èòü îöåíêó
ïîãðåøíîñòè ñ òî÷íîñòüþ äî O(h6).
Áîëåå òîãî, ýòó îöåíêó ìîæíî ïîëó÷èòü è â òîì ñëó÷àå, åñëè
âñå òðè øàãà âûïîëíåíû ñ ðàçëè÷íîé äëèíîé:

(h, λ2h, λ3h).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì êîíòðîëÿ
âåëè÷èíû øàãà äàæå äëÿ êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ ÐÊ.
Àíàëîãè÷íûé ïðèåì ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ äðóãèõ ìåòîäîâ
ÐÊ.
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Ââåäåíèå RK(7,9) Îöåíêà ïîãðåøíîñòè Çàêëþ÷åíèå

Çàêëþ÷åíèå

1. Ïðåäëîæåí íîâûé, àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ
óðàâíåíèé Áóò÷åðà.

2. Ñ åãî ïîìîùüþ ÷èñëåííî íàéäåíî ìíîãî íîâûõ ìåòîäîâ
ÐÊ, â òîì ÷èñëå ðàíåå ñîâåðøåííî íåèçâåñòíûå ìåòîäû
ïîðÿäêà 9.

3. Àíàëèòè÷åñêè íàéäåíî 4-õ ìåðíîå ñåìåéñòâî ìåòîäîâ
ïîðÿäêà 6.

4. Àíàëèòè÷åñêè íàéäåíî 6-õ ìåðíîå ñåìåéñòâî ìåòîäîâ
ïîðÿäêà 7.

5. Ïðåäëîæåí ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì êîíòðîëÿ âåëè÷èíû
øàãà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìåòîäîâ ÐÊ, íå òðåáóþùèé ïîèñêà
âëîæåííûõ ìåòîäîâ.

Thank you!!!!
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