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Ïëàí

1. Îáçîð òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè
ìåòîäîâ ÐÊ.

2. Âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ àëãåáðû Áóò÷åðà.

3. Ðåàëèçàöèÿ ìåòîäîâ ÐÊ íà Maple.

4. Ìåòîäû ïîðÿäêà 7.

5. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè äëÿ êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ è
àâòîìàòè÷åñêèé âûáîð øàãà.

6. Îïòèìàëüíûå ìåòîäû ïîðÿäêà 5.
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Ââåäåíèå Àëãåáðû RK(7,9) Îöåíêà ïîãðåøíîñòè Îïòèìàëüíûå ìåòîäû Çàêëþ÷åíèå

Ââåäåíèå

Ïóñòü äàíî ÎÄÓ y ′ = f (t, y), t ∈ R, y ∈ Rn è íà÷àëüíîå
óñëîâèå y(t0) = y0. Âûáèðàåì íåêîòîðûé ìàëûé øàã h è
íàõîäèì âåêòîð y1 = y(t1) = y(t0 + h) ïî ôîðìóëàì (ïðàâèëî
¾3/8¿):

y1 = y0 + (k1 + 3k2 + 3k3 + k4)/8

ãäå
k1 = hf (t0, y0) ,
k2 = hf (t0 + 1

3h, y0 + 1
3k1) ,

k3 = hf (t0 + 2
3h, y0 − 1

3k1 + k2) ,
k4 = hf (t0 + h, y0 + k1 − k2 + k3) ,

Êëàññè÷åñêèå ìåòîäû èìåþò ÷åòâåðòûé ïîðÿäîê è 4 ñòàäèè
(RK(4,4)).
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Ââåäåíèå Àëãåáðû RK(7,9) Îöåíêà ïîãðåøíîñòè Îïòèìàëüíûå ìåòîäû Çàêëþ÷åíèå

Âñå êîýôôèöèåíòû ìåòîäà ìîæíî îáúåäèíèòü â îäíó òàáëèöó
(òàáëèöà Áóò÷åðà):

c2 a21
c3 a31 a32
c4 a41 a42 a43

b1 b2 b3 b4

ïðè ýòîì áóäóò âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ:

c2 = a21 ,
c3 = a31 + a32 ,
c4 = a41 + a42 + a43 ,
1 = b1 + b2 + b3 + b4 .
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Ââåäåíèå Àëãåáðû RK(7,9) Îöåíêà ïîãðåøíîñòè Îïòèìàëüíûå ìåòîäû Çàêëþ÷åíèå

Â îáùåì âèäå îêàçûâàåòñÿ óäîáíî ñîáðàòü âñå êîýôôèöèåíòû â
íèæíåòðåóãîëüíóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó ñ íóëåâîé äèàãîíàëüþ:

A =



0 0 0 0 0 0
a21 0 0 0 0 0
a31 a32 0 0 0 0

. . .
as1 as2 . . . as,s−1 0 0
b1 b2 . . . bs−1 bn 0


ïðè ýòîì áóäåì ïîëàãàòü:

a21 = c2 ,
a31 = c3 − a32 ,
a41 = c4 − a42 − a43 ,

. . . , ,
b1 = 1− b2 − b3 − · · · − bs .
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Ââåäåíèå Àëãåáðû RK(7,9) Îöåíêà ïîãðåøíîñòè Îïòèìàëüíûå ìåòîäû Çàêëþ÷åíèå

Óðàâíåíèÿ Áóò÷åðà äëÿ RK(4,4)

b1 + b2 + b3 + b4 = 1,
b2c2 + b3c3 + b4c4 = 1/2,
b3a32c2 + b4(a42c2 + a43c3) = 1/6,
b2c2

2 + b3c3
2 + b4c4

2 = 1/3,
b4a43a32c2 = 1/24,
b3c3a32c2 + b4c4(a42c2 + a43c3) = 1/8,
b2c

3
2 + b3c

3
3 + b4c

3
4 = 1/4,

b3a32c
2
2 + b4(a42c

2
2 + a43c

2
3 ) = 1/12,

(Ðóíãå, Êóòòà, êîíåö XIX-ãî âåêà)
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Ââåäåíèå Àëãåáðû RK(7,9) Îöåíêà ïîãðåøíîñòè Îïòèìàëüíûå ìåòîäû Çàêëþ÷åíèå

Äîëãîå âðåìÿ íå òîëüêî ðåøåíèå, íî è íàõîæäåíèå óñëîâèé
ïîðÿäêà â îáùåì âèäå (óðàâíåíèé íà êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû)
îñòàâàëîñü áîëüøîé ïðîáëåìîé. Íîâûå ïîäõîäû ïîíåìíîãó
íàêàïëèâàëèñü è ïðîðûâ ïðîèçîøåë â äâóõ ñòàòüÿõ:
J.C. Butcher. Coe�cients for the study of runge-kutta integration
processes. J. Austral. Math. Soc., 3:185�201, 1963.
J.C. Butcher. On Runge-Kutta processes of high orderJ. Austral.
Math. Soc., 4:179�194, 1964.
Â íèõ âûïèñàíû óñëîâèÿ ïîðÿäêà â îáùåì âèäå: ïî îäíîìó
óðàâíåíèþ íà êàæäîé îòìå÷åííîå äåðåâî.
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Ââåäåíèå Àëãåáðû RK(7,9) Îöåíêà ïîãðåøíîñòè Îïòèìàëüíûå ìåòîäû Çàêëþ÷åíèå

Äåðåâüÿ è îïåðàòîð Φ

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Rn ñ âåêòîðàìè-ñòîëáöàìè è ïóñòü
e = (1, . . . , 1)t � âåêòîð èç îäíèõ åäèíèö.
Ïóñòü ∗ � ïîêîîðäèíàòíîå óìíîæåíèå â Rn:

(x1, . . . , xn)t ∗ (y1, . . . , yn)t = (x1y1, . . . , xnyn)t .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîìå÷åííîãî äåðåâà t ÷åðåç ρ(t) îáîçíà÷èì
êîëè÷åñòâî ðåáåð, ÷åðåç δ(t) � ïðîèçâåäåíèå (ρ+ 1) ïî âñåì
ñîáñòâåííûì ïîääåðåâüÿì.
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Ââåäåíèå Àëãåáðû RK(7,9) Îöåíêà ïîãðåøíîñòè Îïòèìàëüíûå ìåòîäû Çàêëþ÷åíèå

Îïðåäåëèì âåêòîðà Φτ (A) ∈ Rn ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ðèñ.: Îïåðàòîð Φ
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Ââåäåíèå Àëãåáðû RK(7,9) Îöåíêà ïîãðåøíîñòè Îïòèìàëüíûå ìåòîäû Çàêëþ÷åíèå

Êîýôôèöèåíòû òàáëèöû òàáëèöû Áóò÷åðà (èëè ðàñøèðåííîé
ìàòðèöû) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ïîëèíîìèàëüíûì óðàâíåíèÿì
(óñëîâèÿì ïîðÿäêà èëè óðàâíåíèÿì Áóò÷åðà)

(b,Φt(A)) = 1/γ(t)

äëÿ êàæäîãî äåðåâà t âåñà ≤ p. Êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé áûñòðî
ðàñòåò ñ ðîñòîì p:

ïîðÿäîê 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

êîë-âî óðàâí. 1 2 4 8 17 37 85 200 486 1205

min. êîë-âî ñòàäèé 4 6 7 9 11 13 ≤ 17
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Ââåäåíèå Àëãåáðû RK(7,9) Îöåíêà ïîãðåøíîñòè Îïòèìàëüíûå ìåòîäû Çàêëþ÷åíèå

Ìåòîäû ïîðÿäêà 5

Â 1964 ã. Ä.Áóò÷åð íàøåë 5-ìåðíîå ñåìåéñòâî 6-ñòàäèéíûõ
ìåòîäîâ ïîðÿäêà 5.
J. C. Butcher, On Runge-Kutta processes of high order, J. Austral.
Math. Soc. 4 (1964), 179�194.
Â 1969 ã. Êàññèòè ïîêàçàë, ÷òî ñåìåéñòâî Áóò÷åðà ÿâëÿåòñÿ
ëèøü ïîäìíîãîîáðàçèåì áîëüøåãî, 6-ìåðíîãî ñåìåéñòâà.
C. R. Cassity, The complete solution of the �fth order Runge-Kutta

equations, SIAM J. Numer. Anal. 6 (1969), 432�436.
×òî çíà÷èò �íàøåë�? Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äàí íåêîòîðûé
àëãîðèòì, ïî êîòîðîìó íåñâîáîäíûå ïåðåìåííûå âûðàæàþòñÿ
÷åðåç ñâîáîäíûå. Íà êàæäîì øàãå êàêèå-òî ïåðåìåííûå
íàõîäÿòñÿ èç ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, èíîãäà èç
êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ.
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Ââåäåíèå Àëãåáðû RK(7,9) Îöåíêà ïîãðåøíîñòè Îïòèìàëüíûå ìåòîäû Çàêëþ÷åíèå

Ìåòîäû ïîðÿäêà 6

Ä. Áóò÷åðîì â 1966 ã. áûëî íàéäåíî 4-ìåðíîå ñåìåéñòâî
7-ñòàäèéíûõ ìåòîäîâ ïîðÿäêà 6.
Ìíîþ áûëî ÷èñëåííî íàéäåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî îòäåëüíûõ
ìåòîäîâ RK(6,7) è îïðåäåëåíà ëîêàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü
ìíîãîîáðàçèÿ â ýòèõ òî÷êàõ. Îêàçàëîñü, ÷òî ìíîãèå èç
íàéäåííûõ ìåòîäîâ íå ñîäåðæàòñÿ â ñåìåéñòâå Áóò÷åðà.
ßâíûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ â âèäå Maple-ôóíêöèé áûëè
íàéäåíû Ä.Âåðíåðîì è ìíîþ.
http://math.ivanovo.ac.ru/dalgebra/Khashin/rk/sh_rk.html
Ïîèñê (ßíäåêñ, Google): �Õàøèí Èâàíîâî�.
Êðîìå îñíîâíîãî 4-õ ìåðíîãî ñåìåéñòâà (Áóò÷åðà), çäåñü æå
ïðåäëàãàþòñÿ ôîðìóëû äëÿ äâóõ òðåõìåðíûõ ñåìåéñòâ, íå
âõîäÿùèõ â îñíîâíîå.
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Ââåäåíèå Àëãåáðû RK(7,9) Îöåíêà ïîãðåøíîñòè Îïòèìàëüíûå ìåòîäû Çàêëþ÷åíèå

Ìåòîäû ïîðÿäêà ≥ 7

Äæ. Áóò÷åðîì îïèñàíî 2-ìåðíîå ñåìåéñòâî 9-ñòàäèéíûõ
ìåòîäîâ ïîðÿäêà 7.
Â ðàáîòàõ Êåðòèñà, Âåðíåðà, Êóïåðà è íåêîòîðûõ äðóãèõ
àâòîðîâ íàéäåíû îòäåëüíûå ñåìåéñòâà ìåòîäîâ ïîðÿäêîâ 7, 8 è
äàæå 10.
J.H. Verner. Refuge for Runge-Kutta Pairs,
http://people.math.sfu.ca/∼jverner/
P. Stone. Peter Stone's Maple Worksheets.
http://www.peterstone.name/Maplepgs
Sharp P.W., Verner J.H., Generation of high-order interpolants for

explicit Runge-Kutta pairs, TOMS, 24, 1, 13-29. 1998.
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Ââåäåíèå Àëãåáðû RK(7,9) Îöåíêà ïîãðåøíîñòè Îïòèìàëüíûå ìåòîäû Çàêëþ÷åíèå

Âëîæåííûå ìåòîäû (RK pairs)
Ñòàäèè ïðàâèëà 3/8:

k1 = hf (t0, y0) ,
k2 = hf (t0 + 1

3h, y0 + 1
3k1) ,

k3 = hf (t0 + 2
3h, y0 − 1

3k1 + k2) ,
k4 = hf (t0 + h, y0 + k1 − k2 + k3) ,
y1 = y0 + (k1 + 3k2 + 3k3 + k4)/8

Ñëåäóþùèé øàã íà÷èíàåòñÿ ñ:

k ′1 = hf (t0 + h, y1) ,

Âû÷èñëåíèå k ′1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê åùå îäíó ñòàäèþ íà
ïðåäûäóùåì øàãå, òî åñòü êàê âû÷èñëåíèå k5.
Íåëüçÿ ëè ïîëó÷èòü íîâîå, áîëåå òî÷íîå çíà÷åíèå y1 â âèäå

y ′1 = y0 + β1k1 + β2k3 + β3k3 + β4k4 + β5k5
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Ââåäåíèå Àëãåáðû RK(7,9) Îöåíêà ïîãðåøíîñòè Îïòèìàëüíûå ìåòîäû Çàêëþ÷åíèå

Îêàçûâàåòñÿ ìîæíî, íî î÷åíü ðåäêî. ×àùå ìîæíî ïîëó÷èòü íå
áîëåå, à ìåíåå òî÷íîå çíà÷åíèå è èñïîëüçîâàòü ðàçíîñòü â
êà÷åñòâå îöåíêè ïîãðåøíîñòè. Íî è òàêèõ ïàð, áóêâàëüíî,
ñ÷èòàííûå åäèíèöû. Ðåàëüíî èñïîëüçóþòñÿ äâå òàêèå ïàðû
Äîðìàíà-Ïðèíñà è åùå îäíà ïàðà Ôåëüáåðãà.
Äîðìàí-Ïðèíñ 1: 6-ñòàäèéíûå 5 ïîðÿäêà, ïðîâåðêà ïîðÿäêà 4.
Äîðìàí-Ïðèíñ 2: 13-ñòàäèéíûå 8 ïîðÿäêà, ïðîâåðêà ïîðÿäêà 7.
Ôåëüáåðã: 13-ñòàäèéíûå 7 ïîðÿäêà, ïðîâåðêà ïîðÿäêà 8.
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Ââåäåíèå Àëãåáðû RK(7,9) Îöåíêà ïîãðåøíîñòè Îïòèìàëüíûå ìåòîäû Çàêëþ÷åíèå

Ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû

Ïåðåõîäÿ ê î÷åðåäíîìó øàãó ìåòîäà ÐÊ ìû ïîëíîñòüþ
çàáûâàåì èíôîðìàöèþ, ïîëó÷åííóþ íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ. À
íåëüçÿ ëè åå èñïîëüçîâàòü?
Ïîëó÷àåòñÿ ïðîìåæóòî÷íûé âàðèàíò ìåæäó ìåòîäàìè ÐÊ è
ìíîãîøàãîâûìè ìåòîäàìè (òèïà Àäàìñà, Ìèëíà è äð.).
TSRK � äâóõøàãîâûå ìåòîäû.
Ñåãîäíÿ TSRK îäíî èç íàèáîëåå àêòèâíî èçó÷àåìûõ
íàïðàâëåíèé ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÎÄÓ.
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Ââåäåíèå Àëãåáðû RK(7,9) Îöåíêà ïîãðåøíîñòè Îïòèìàëüíûå ìåòîäû Çàêëþ÷åíèå

Àëãåáðû Áóò÷åðà

Â ðàáîòàõ

• S.I. Khashin. A Symbolic-Numeric Approach to the Solution of
the Butcher Equations. Canadian Applied Mathematics

Quarterly, 17(1):555�569, 2009.

• S.I. Khashin. Butcher algebras for Butcher systems. Numerical
Algorithms, 61(2):1�11, 2012.

• Õàøèí Ñ.È., Òðè óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿ äëÿ
ìåòîäîâ Ðóíãå-Êóòòà, Âåñòíèê ÈâÃÓ, Èâàíîâî, 2012, âûï.
2. ñ.142-150.

áûë ïðåäëîæåí íîâûé, àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ
óðàâíåíèé Áóò÷åðà, ââåäåí íîâûé òèï óïðîùàþùèõ
ïðåäïîëîæåíèé.
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Ââåäåíèå Àëãåáðû RK(7,9) Îöåíêà ïîãðåøíîñòè Îïòèìàëüíûå ìåòîäû Çàêëþ÷åíèå

Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííûå âåêòîðàìè Φt(A)
äëÿ âñåõ äåðåâüåâ âåñà k :

Lk =< Φt(A) | ρ(t) = k > ⊂ Rs+1 .

Íàïðèìåð,

L0 =< e > ,
L1 =< Ae > ,
L2 =< A2e, Ae ∗ Ae > ,
L3 =< A3e, A(Ae ∗ Ae), A2e ∗ Ae, Ae ∗ Ae ∗ Ae > ,

Ðàññìîòðèì ôèëüòðàöèþ â Rs+1: öåïî÷êó ïîäïðîñòðàíñòâ
0 ⊂ M0 ⊂ M1 ⊂ M2 . . . :

M0 = L0 ,
M1 = L0 + L1 ,
M2 = L0 + L1 + L2 ,
M3 = L0 + L1 + L2 + L3 , . . .

Òåîðåìà. Ýòà ôèëüòðàöèÿ ñîãëàñîâàíà ñ óìíîæåíèåì, òî åñòü

Mi ∗Mj ⊂ Mi+j , A(Mi ) ⊂ Mi+1 .
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Ââåäåíèå Àëãåáðû RK(7,9) Îöåíêà ïîãðåøíîñòè Îïòèìàëüíûå ìåòîäû Çàêëþ÷åíèå

Âåðõíÿÿ àëãåáðà Áóò÷åðà

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì àëãåáðó, ïðèñîåäèíåííóþ ê
ôèëüòðàöèè 0 ⊂ M0 ⊂ M1 ⊂ M2 . . . :

B(A) =
n⊕

k=0

Mk/Mk−1︸ ︷︷ ︸
Bk (A)

âåðõíåé àëãåáðîé Áóò÷åðà ìàòðèöû A.
Òåîðåìà. B(A) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíîé, êîììóòàòèâíîé,
àññîöèàòèâíîé ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðîé íàä ïîëåì
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Îïåðàòîð A äåéñòâóåò íà íåé.
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Ââåäåíèå Àëãåáðû RK(7,9) Îöåíêà ïîãðåøíîñòè Îïòèìàëüíûå ìåòîäû Çàêëþ÷åíèå

Ïîäïðîñòðàíñòâà L′k
Èçìåíèì íåìíîãî íàøó êîíñòðóêöèþ.
Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äåðåâà t îáîçíà÷èì ÷åðåç
Φ′(t)(A) âåêòîð

Φ′t(A) = δ(t)Φt(A)− Ae ∗ · · · ∗ Ae︸ ︷︷ ︸
d

,

ãäå d = ρ(t) � âåñ äåðåâà.
Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A ðàññìîòðèì
ïîäïðîñòðàíñòâà L′k , k = 0, 1, . . . ïîðîæäåííûå âåêòîðàìè
Φ′t(A) äëÿ âñåõ äåðåâüåâ t âåñà k .

L′0 = L′1 = 0, L′2 =< 2A2e − Ae∗Ae >

L′3 =< 6A3e − Ae∗Ae∗Ae, 3A(Ae∗Ae)− Ae∗Ae∗Ae,

2A2e∗Ae − Ae∗Ae∗Ae >
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Ïîäïðîñòðàíñòâà M ′k

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A ðàññìîòðèì ôèëüòðàöèþ
0 ⊂ M ′2 ⊂ M ′3 . . . :

M ′2 = L′2 ,
M ′3 = L′2 + L′3 ,
M ′4 = L′2 + L′3 + L′4 ,
. . .

Ýòà ôèëüòðàöèÿ ñîâìåñòèìà ñ óìíîæåíèåì, òî åñòü

M ′i ∗M ′j ⊂ M ′i+j , A(M ′i ) ⊂ M ′i+1 .
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Àëãåáðà B ′

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì íàçûâàòü àëãåáðó, ïðèñîåäèíåííóþ ê
ôèëüòðàöèè 0 ⊂ M ′2 ⊂ M ′3 ⊂ . . . :

B ′(A) =
n⊕

k=0

B ′k(A) =
n⊕

k=0

M ′k/M
′
k−1

íèæíåé àëãåáðîé Áóò÷åðà ìàòðèöû A.

Çàìå÷àíèå. Êîíñòðóêöèè B(A), B ′(A) ïðèìåíèìû ê ëþáîé
êâàäðàòíîé ìàòðèöå A.
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Óïðîùàþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ
Ýêñïåðèìåíòàëüíûé ôàêò: Äëÿ âñåõ èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ÐÊ
ïîðÿäêà 5 è âûøå ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ B ′i òàêîâà:

i : 0 1 2 3 4 . . .
dim(B ′i ) : 0 0 1 1 2 . . .

Òàê êàê B ′i = M ′i /M
′
i−1, òî

i : 0 1 2 3 4 . . .
dim(M ′i ) : 0 0 1 2 4 . . .
# ïîðîæäàþùèõ : 0 0 1 4 11 . . .

Çàìå÷àíèå: Ïîðîæäàþùèõ âåêòîðîâ áîëüøå, ÷åì ðàçìåðíîñòü
ïîðîæäåííîãî èìè ïðîñòðàíñòâà, òî îíè ëèíåéíî çàâèñèìû.

Íîâûå óïðîùàþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ: áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ýòî âûïîëíåíî è äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ìåòîäîâ.
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Ìåòîäû ïîðÿäêà 7

9-ñòàäèéíûå ìåòîäû Ðóíãå-Êóòòà ïîðÿäêà 7 çàäàþòñÿ
äåéñòâèòåëüíîé ìàòðèöåé (òàáëèöåé Áóò÷åðà)

c2 a21
c3 a31 a32
c4 a41 a42 a43
c5 a51 a52 a53 a54
c6 a61 a62 a63 a64 a65
c7 a71 a72 a73 a74 a75 a76
c8 a81 a82 a83 a84 a85 a86 a87
c9 a91 a92 a93 a94 a95 a96 a97 a98

b1 b2 b3 b4 b5 b6 b7 b8 b9
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Íåñêîëüêî ëåò íàçàä ìíîþ áûëè ÷èñëåííî íàéäåíû áîëüøîå
êîëè÷åñòâî îòäåëüíûõ ìåòîäîâ RK(7,9) è îïðåäåëåíà
ëîêàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ â ýòèõ òî÷êàõ. Îíà
îêàçàëàñü ðàâíîé 6.
Íàéòè ýòè ìíîãîîáðàçèÿ àíàëèòè÷åñêè äî ñèõ ïîð íå óäàâàëîñü
èç-çà áîëüøîé ñëîæíîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé.
Íà îñíîâå ïðåäëîæåííîé àëãåáðàè÷åñêîé êîíñòðóêöèè, ñ ó÷åòîì
íîâûõ óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèé, áûëà ïîñòðîåíà ñèñòåìà
èç 40 óðàâíåíèé îò 46 ïåðåìåííûõ.
Ìîùíîñòè ñèñòåì êîìïüþòåðíîé àëãåáðû íåäîñòàòî÷íî äëÿ åå
ðåøåíèÿ. Îäíàêî, îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî ïðè çàäàííûõ
ðàöèîíàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ íàéòè
çíà÷åíèÿ äðóãèõ.
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Ðàöèîíàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ

Â ÷àñòíîñòè, âûÿñíèëîñü, ÷òî c6 ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé
ôóíêöèåé îò c3, c4, c5, a52, íî êîýôôèöèåíòû åå íàéòè
íàïðÿìóþ íå óäàåòñÿ. Íî ÿ ìîãó íàéòè åå çíà÷åíèå ïðè êàæäîì
íàáîðå ðàöèîíàëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ è
çíàìåíàòåëÿ ÿ òîæå ìîãó îïðåäåëèòü, íî ëèøü ïî êàæäîé
ïåðåìåííîé â îòäåëüíîñòè. Â öåëîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, 1252
ïåðåìåííûõ îò k > 1252 óðàâíåíèé.
×åðåç 150− 200 øàãîâ ÷èñëèòåëè è çíàìåíàòåëè ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû èìåþò äëèíó ïî íåñêîëüêî òûñÿ÷ äåñÿòè÷íûõ öèôð.
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Èíòåðïîëÿöèÿ mod p

Íàõîäèì ïðîñòîå p, òàêîå, ÷òî çíàìåíàòåëè âñåõ ýëåìåíòîâ
íà÷àëüíîé ìàòðèöû íå ðàâíû 0 mod p, p = 100 435 991.
Ïðèâîäèì ìàòðèöó mod p è ðåøàåì ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó.
Èç 1252 êîýôôèöèåíòîâ ïðè ìîíîìàõ íåíóëåâûìè îêàçûâàþòñÿ
ëèøü 240.
Äëÿ êîíòðîëÿ ïîâòîðÿåì ïðîöåäóðó ïðè äðóãîì çíà÷åíèè p.
Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîé ðàöèîíàëüíîé ìàòðèöå, ïîëó÷àåì óæå
ñèñòåìó îò 240 ïåðåìåííûõ, êîòîðàÿ óæå ïî ñèëàì Maple.
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Ðèñ.: c6(c3, c4, c5, a52)
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RK (7, 9) ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè

Â ïîëó÷àþùèõñÿ âûðàæåíèÿõ ïåðåìåííàÿ c8 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
c7 ñ ïîìîùüþ êâàäðàòè÷íûõ ðàäèêàëîâ. Äëÿ ìíîãèõ öåëåé
î÷åíü æåëàòåëüíî èìåòü ìåòîäû ÐÊ ñ ïîëíîñòüþ
ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ìîæíî ïîäîáðàòü c7 òàê,
÷òîáû c8 òîæå îêàçàëîñü ðàöèîíàëüíûì, íî ýòî îêàçûâàåòñÿ
ñîâñåì íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé.
Ïðè c3 = 1/3, c4 = 2/3, c5 = 3/4, a52 = −1 ïåðåìåííûõ c7, c8
îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

61299227554632c28c
2
7 − 60582401976159c7c8(c7 + c8)+

+10570631548050(c27 + c28 ) + 59104688960403c7c8+
−9014037791850(c7 + c8) + 412240185000 = 0.

Ýòî áèêâàäðàòè÷íîå óðàâíåíèå, êðèâàÿ ïîëó÷àåòñÿ
ýëëèïòè÷åñêîé. Íà ìíîæåñòâå åå òî÷åê èìååòñÿ ãðóïïîâîé
çàêîí.
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Ðàöèîíàëüíûå òî÷êè íà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ

Ïàðó ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê ïîëó÷èòü ìîæíî, âçÿâ c7 = 1 èëè
c8 = 1. Íî äëÿ ìåòîäîâ ÐÊ è c7, è c8 = 1 äîëæíû áûòü ìåíüøå
1. Ñ ïîìîùüþ ãðóïïîâîãî çàêîíà èç èìåþùèõñÿ òî÷åê ïîëó÷èì
íîâûå:

(c7 =
6

23
, c8 = 1), (c7 =

36459887800

54528778389
, c8 = 1).

×åðåç ãðóïïó òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé:

(c7 =
1628455274517904

4624450794300537
, c8 =

7340

10451
).
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Âëîæåííûå ìåòîäû

Ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà:

k1 = f (x0, y0) ,
k2 = f (x0 + c2h, y0 + ha21k1) ,
k3 = f (x0 + c3h, y0 + h(a31k1 + a32k2)) ,
k4 = f (x0 + c4h, y0 + h(a41k1 + a42k2 + a43k3)) ,
y1 = y0 + h(b1k1 + b2k2 + b3k3 + b4k4)) ,
k5 = f (x0 + c5h, y1) ,

Íåëüçÿ ëè èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé øàã (k5) äëÿ îöåíêè
ïîãðåøíîñòè òåêóùåãî?
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Âëîæåííûå ìåòîäû:

c2 a21
c3 a31 a32
c4 a41 a42 a43
c5 a51 a52 a53 a54

. . .

b1 b2 b3 . . . bs
b̃1 b̃2 b̃3 . . . b̃s b̃s+1

Ìåòîäû Äîðìàíà-Ïðèíñà, Ôåëüáåðãà. Íî ó íèõ íà îäíó ñòàäèþ
áîëüøå, ÷åì íàäî.
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Äðóãèå ñïîñîáû îöåíêè ïîãðåøíîñòè

Ôîðìóëà ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

y ′(0) =
1

12h
(8(y1 − y−1) + (y2 − y−2)) + O(h5).

äàåò ñïîñîá îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ÐÊ.
Äåëàÿ íåñêîëüêî øàãîâ ìåòîäà ÐÊ, ìû ïîñëåäîâàòåëüíî
âû÷èñëÿåì:

y0 k01 k02 k03 k04
y1 k11 k12 k13 k14
y2 k21 k22 k23 k24

. . .
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Äðóãèå ñïîñîáû îöåíêè ïîãðåøíîñòè

Âçÿâ 12 âåêòîðîâ
k01 k02 k03 k04
k11 k12 k13 k14
k21 k22 k23 k24

ñ ïîäõîäÿùèìè êîýôôèöèåíòàìè ìû ìîæåì ïîëó÷èòü îöåíêó
ïîãðåøíîñòè ñ òî÷íîñòüþ äî O(h6).

err ≈ h

80
(12k01 − 28k02 − 20k03 − 4k04 + 101k11 − 49k12−

−65k13 − 27k14 + 97k21 − 13k22 − 5k23 + k24) .
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Áîëåå òîãî, ýòó îöåíêó ìîæíî ïîëó÷èòü è â òîì ñëó÷àå, åñëè
âñå òðè øàãà âûïîëíåíû ñ ðàçëè÷íîé äëèíîé:

(h, λ2h, λ3h).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì êîíòðîëÿ
âåëè÷èíû øàãà äàæå äëÿ êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ ÐÊ.
Àíàëîãè÷íûé ïðèåì ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ äðóãèõ ìåòîäîâ
ÐÊ.
Ñòàòüÿ �Îöåíêà ïîãðåøíîñòè êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ
Ðóíãå-Êóòòà� îòïðàâëåíà â �Æóðíàë âû÷èñëèòåëüíîé
ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè� â àâãóñòå 2013 ã..
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Êîýôôèöèåíòû 4-ñòàäèéíîãî ìåòîäà ÐÊ 4-ãî ïîðÿäêà
óäîâëåòâîðÿþò 8 óñëîâèÿì ïîðÿäêà. Íåâîçìîæíî íàéòè
ìàòðèöó òîãî æå ðàçìåðà, çàäàþùóþ ìåòîä 5 ïîðÿäêà, òî åñòü
óäîâëåòâîðÿþùóþ åùå è ñëåäóþùèì 9 óñëîâèÿì. Íî ñóììó
êâàäðàòîâ ýòèõ âûðàæåíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ñðàâíåíèÿ
êà÷åñòâà ìåòîäîâ.
Äëÿ ìåòîäîâ Ðóíãå-Êóòòà 4-ãî ïîðÿäêà íåò áîëüøîãî ñìûñëà
èñïîëüçîâàòü ìåòîäû, îòëè÷íûå îò ñòàíäàðòíîãî. Ñ ìåòîäàìè
ïîðÿäêà 5 ñèòóàöèÿ äðóãàÿ. Àíàëîãè÷íàÿ ïîãðåøíîñòü äëÿ
óêàçàííûõ â ëèòåðàòóðå è èñïîëüçóåìûõ íà ïðàêòèêå ìåòîäîâ
ðàçëè÷àåòñÿ â ñîòíè ðàç.
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Â ôàéëå
http://math.ivanovo.ac.ru/dalgebra/Khashin/rk/sh_rk.html
ïðåäëàãàåòñÿ Maple-ïðîãðàììà (â òåêñòîâîì âèäå) äëÿ
íàõîæäåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ÐÊ. Ìåòîäû ÐÊ ïîðÿäêà 5
ðåàëèçîâàíû ñ ïîìîùüþ äâóõ ôóíêöèé:
RK56(c2, c3, c4, c5, a43) � äëÿ ñëó÷àÿ b2 = 0
RK56a(c2, c3, c4, c5, b2, a43)0 � äëÿ ñëó÷àÿ b2 <> 0
Ïîñòðîåííûå ìåòîäû óäîâëåòâîðÿþò 17-òè óðàâíåíèÿì
ïîðÿäêà. Ñóììó êâàäðàòîâ ñëåäóþùèõ 20-òè óðàâíåíèé (S2)
ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå îöåíêè êà÷åñòâà ìåòîäà.
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Áëèçêèìè ê îïòèìàëüíûì áóäóò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ

c2 = 2/23, c3 = 12/37, c4 = 27/29, c5 = 199/200, a43 = 24/5 .

Ïðè ýòîì S2 ≈ 2.18 · 10−9.
Âîò ïîëó÷àþùàÿñÿ òàáëèöà Áóò÷åðà:

0.8695 0.8696
0.3243 −0.2805 0.6048
0.9310 9.0495 −12.92 4.800
0.9950 13.9481 −19.93 7.028 −0.0556
1.0000 14.3154 −20.45 7.192 −0.0525 −0.00557

0.0973 0 0.492 2.4720 −20.0866 18.02
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Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ìîäóëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A ñâûøå
20. Ýòî äîâîëüíî ìíîãî, áóäåò ïðèâîäèòü ê ðîñòó ïîãðåøíîñòåé
îêðóãëåíèÿ. Ïîýòîìó áûë íàéäåí åù¼ îäèí ìåòîä ñ íåñêîëüêî
áîëüøèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè S , íî ìåíüøåé ïî ìîäóëþ
(≤ 10.5) âåëè÷èíîé êîýôôèöèåíòîâ:

c2 = 1/6, c3 = 12/37, c4 = 15/16, c5 = 74/75, a43 = 119/24 .

Ïðè ýòîì S2 ≈ 9.54 · 10−9.
Äëÿ ìåòîäà Äîðìàíà-Ïðèíñà çíà÷åíèå ôóíêöèè S2 ðàâíî
0.25 · 10−6, òî åñòü ïðèìåðíî â 90 ðàç áîëüøå. Äëÿ ìåòîäà, èç
êíèãè Áóò÷åðà çíà÷åíèå ôóíêöèè S2 ðàâíî 4.9 · 10−6, òî åñòü â
1750 ðàç áîëüøå. Äëÿ ìåòîäà Ôåëüáåðãà, çíà÷åíèå ôóíêöèè S2

ðàâíî 24 · 10−6, òî åñòü â 8500 ðàç áîëüøå.

39 / 41



Ââåäåíèå Àëãåáðû RK(7,9) Îöåíêà ïîãðåøíîñòè Îïòèìàëüíûå ìåòîäû Çàêëþ÷åíèå

Óñòîé÷èâîñòü
Îáà ìåòîäà äîñòàòî÷íî óñòîé÷èâû. Èõ îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè
(stability region) äàæå áîëüøå, ÷åì ó øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííîãî
ìåòîäà Äîðìàíà-Ïðèíñà.

Ðèñ.: Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè
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Çàêëþ÷åíèå

1. Ïðåäëîæåí íîâûé, àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ
óðàâíåíèé Áóò÷åðà.

2. Ñ åãî ïîìîùüþ ÷èñëåííî íàéäåíî ìíîãî íîâûõ ìåòîäîâ
ÐÊ, â òîì ÷èñëå ðàíåå ñîâåðøåííî íåèçâåñòíûå ìåòîäû
ïîðÿäêà 9.

3. Àíàëèòè÷åñêè íàéäåíî 4-õ ìåðíîå ñåìåéñòâî ìåòîäîâ
ïîðÿäêà 6.

4. Àíàëèòè÷åñêè íàéäåíî 6-õ ìåðíîå ñåìåéñòâî ìåòîäîâ
ïîðÿäêà 7.

5. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì êîíòðîëÿ âåëè÷èíû øàãà äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ ìåòîäîâ ÐÊ, íå òðåáóþùèé ïîèñêà
âëîæåííûõ ìåòîäîâ.

6. Íàéäåíû ñóùåñòâåííî áîëåå ýôôåêòèâíûå ìåòîäû 5
ïîðÿäêà.
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