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Àííîòàöèÿ

Êàê èçâåñòíî, äëÿ 4-ñòàäèéíûõ ìåòîäîâ Ðóíãå-Êóòòà (ÐÊ) ïîðÿäêà 4 íåâîçìîæíî ïî-

ñòðîèòü âëîæåííûå ìåòîäû 5-ãî ïîðÿäêà äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè. Â ðàáîòå äëÿ òàêèõ

ìåòîäîâ ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá îöåíêè ïîãðåøíîñòè áåç äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé ïðàâîé

÷àñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ýòî îöåíêà îñíîâàíà íà äàííûõ ìåòîäà çà òðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ

øàãà è èìååò ïÿòûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò: ôîðìóëû (16), (17) äëÿ íàõîæäåíèÿ ëîêàëüíîé ïîãðåøíîñòè ïî 2
è 3 øàãàì ìåòîäà ÐÊ.

Îñíîâíîé âûâîä: äëÿ àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ äëèíîé øàãà íå îáÿçàòåëüíî èñêàòü

âëîæåííûå ìåòîäû. Ýòî ìîæíî äåëàòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìåòîäà ÐÊ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîäû Ðóíãå-Êóòòà, îöåíêà ëîêàëüíîé ïîãðåøíîñòè.

1 Ââåäåíèå

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
y′ = f(x, y) âàæíåéøèìè ìåòîäàìè ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû Ðóíãå-Êóòòà (ÐÊ). Êëàññè÷åñêèìè íà-
çûâàþòñÿ 4-ñòàäèéíûå ìåòîäû 4-ãî ïîðÿäêà. Ñåãîäíÿ èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1, 7]) ìíîãî
ìåòîäîâ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ äàþùèõ áîëüøóþ òî÷íîñòü èëè òóæå ñàìóþ òî÷íîñòü çà ñó-
ùåñòâåííî ìåíüøåå âðåìÿ. Òåì íå ìåíåå, êëàññè÷åñêèå ìåòîäû äî ñèõ ïîð îñòàþòñÿ íàèáîëåå
óïîòðåáèòåëüíûìè.

Âàæíåéøàÿ ÷åðòà ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ ÐÊ � àâòîìàòè÷åñêàÿ îöåíêà ëîêàëüíîé ïîãðåø-
íîñòè, ïîëó÷àåìàÿ ñ ïîìîùüþ âëîæåííûõ ìåòîäîâ ÐÊ (RK pairs). Âëîæåííûé ìåòîä ÐÊ äàåò
âîçìîæíîñòü äîñòàòî÷íî òî÷íî íàéòè ëîêàëüíóþ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé, ïðè÷åì íå òðåáóÿ
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äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé ôóíêöèè f(x, y). Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ðàáîò ïî ìåòîäàì ÐÊ çà
ïîñëåäíåå âðåìÿ êàñàåòñÿ èìåííî âëîæåííûõ ìåòîäîâ ([4, 6], îáçîðû â [1, 3, 7] è äð.).

Â îòñóòñòâèè òàêîé îöåíêè òî÷íîñòü ïðèõîäèòñÿ áðàòü ñ áîëüøèì çàïàñîì, òî åñòü óñòà-
íàâëèâàòü âåëè÷èíó øàãà ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì ðåàëüíî òðåáóåòñÿ. Ýòî ïðèâîäèò ê ðîñòó
îáúåìà âû÷èñëåíèé. Ïðè íàëè÷èè àâòîìàòè÷åñêîé îöåíêè ïîãðåøíîñòè âåëè÷èíó øàãà ìîæíî
íå òîëüêî âûáðàòü áåç èçëèøíåãî çàïàñà, íî è êîððåêòèðîâàòü íà êàæäîì ó÷àñòêå ðàñ÷åòîâ.

Ê ñîæàëåíèþ, äëÿ íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûõ, êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæ-
íî ïîñòðîèòü âëîæåííûå ìåòîäû. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá îáîéòè ýòî îãðàíè-
÷åíèå.

Ìåòîäû, ïðåäëîæåííûå â ðàáîòå â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ÿâëÿþòñÿ ðàçâèòèåì ìåòîäîâ, ðàñ-
ñìîòðåííûõ â [2]. Íåêîòîðûå àíàëîãè÷íûå ïîäõîäû íàìå÷åíû â [5].

Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, íàèáîëåå âàæíûìè â ðàáîòå ÿâëÿþòñÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè,
äàâàåìûå ôîðìóëàìè (6), (16), (17) ïî îäíîìó, äâóì è òðåì øàãàì ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðâàÿ èç
íèõ (ðàíåå èçâåñòíàÿ) äàåò îöåíêó ïîãðåøíîñòè ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà, âòîðàÿ � ñ òî÷íî-
ñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó, òðåòüÿ æå îöåíêà óæå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî òî÷íîé. Ïåðâûå
äâå îöåíêè èç-çà ñâîåé íåäîñòàòî÷íîé òî÷íîñòè (ïîäðîáíåå, ñì. íèæå) ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ
ëèøü âî âñïîìîãàòåëüíûõ öåëÿõ. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïî òðåì øàãàì óæå ìîæåò ðåàëüíî èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ àâòîìàòè÷åñêîãî âûáîðà âåëè÷èíû øàãà. Íàäî òîëüêî íå çàáûâàòü, ÷òî äëÿ
ïðèìåíåíèÿ ýòîé îöåíêè òðåáóþòñÿ òðè îäèíàêîâûõ ïî âåëè÷èíå øàãà.

2 Êëàññè÷åñêèå ìåòîäû

Ïóñòü äàíî ÎÄÓ y′ = f(t, y), t ∈ R, y ∈ Rn è íà÷àëüíîå óñëîâèå y(t0) = y0. Âûáèðàåì íåêîòîðûé
ìàëûé øàã h è íàõîäèì âåêòîð y1 = y(t1) = y(t0 + h) ïî 4-ñòàäèéíûì ôîðìóëàì:

k1 = hf(t0, y0) ,
k2 = hf(t0 + c2h, y0 + a21k1) ,
k3 = hf(t0 + c3h, y0 + a31k1 + a32k2) ,
k4 = hf(t0 + c4h, y0 + a41k1 + a42k2 + a43k3) ,
y1 = y0 + b1k1 + b2k2 + b3k3 + b4k4,

(1)

Âñå êîýôôèöèåíòû ìåòîäà îáû÷íî çàïèñûâàþòñÿ â âèäå òàáëèöû Áóò÷åðà:

c2 a21
c3 a31 a32
c4 a41 a42 a43

b1 b2 b3 b4

ïðè ýòîì äîëæíû áûòü âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ:

c2 = a21 ,
c3 = a31 + a32 ,
c4 = a41 + a42 + a43 ,
1 = b1 + b2 + b3 + b4 .
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Êîýôôèöèåíòû ìåòîäà íå ïðîèçâîëüíû, îíè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü íåêîòîðîé ñèñòåìå ïî-
ëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé (óñëîâèÿ ïîðÿäêà). Äëÿ êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ ýòî ñèñòåìà èç 8 óðàâ-
íåíèé îò 10 ïåðåìåííûõ. Ýòà ñèñòåìà ëåãêî ðåøàåòñÿ. Îñíîâíîå ìíîãîîáðàçèå åå ðåøåíèé ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíî ïàðàìåòðè÷åñêè. Ïóñòü c2, c3 � ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû, ïðè÷åì

c2 6= 1/2, c2 6= 1 c3 6= 0, c3 6= c2, c3 6= 1, 3− 4c2 − 4c3 + 6c2c3 6= 0.

Òîãäà îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íèõ ïî ôîðìóëàì ([1, 7]):

a21 = c2,
a31 = c3 − a32,
a32 = c3(c3−c2)

2c2(1−2c2) ,

a41 = c4 − a42 − a43,
a42 =

(c2−1)(2−c2−5c3+4c23)

2c2(c3−c2)(3−4c2−4c3+6c2c3)

a43 = (1−2c2)(c3−1)(c2−1)
c3(c3−c2)(3−4c2−4c3+6c2c3)

b1 = 1− b2 − b3 − b4
b2 = 1−2c3

12c2(c2−1)(c3−c2)
b3 = 2c2−1

12c3(c3−1)(c3−c2)
b4 = 3−4c2−4c3+6c2c3

12(c2−1)(c3−1)

(2)

Íàïðèìåð, ïðè c2 = 1/3, c3 = 2/3 (ïðàâèëî �3/8�) òàáëèöà Áóò÷åðà ïîëó÷èòñÿ òàêàÿ:

1/3 1/3
2/3 −1/3 1
1 1 −1 1

1/8 3/8 3/8 1/8

.

Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ñ òàáëèöåé Áóò÷åðà

1/2 1/2
1/2 0 1/2
1 0 0 1

1/6 1/3 1/3 1/6

, (3)

ïðàâäà, îí íå âõîäèò â ñåìåéñòâî (2). Åñòü è äðóãèå àíàëîãè÷íûå ðåøåíèÿ, âñå îíè îáðàçóþò
ëèøü îäíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå.

3 Îäíîøàãîâàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè

Îòñóòñòâèå âëîæåííûõ ôîðìóë ïîðÿäêà 5 äëÿ êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ íå îçíà÷àåò, ÷òî ïîãðåø-
íîñòü âîîáùå íåâîçìîæíî îöåíèòü, ïðîñòî îöåíêè ïîëó÷àþòñÿ âåñüìà ãðóáûå. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü âëîæåííûé ìåòîä ïîðÿäêà 3 ([1, 7]). Äëÿ íàõîæäåíèÿ òàêîé îöåíêè ê
ôîðìóëàì (1) äîáàâèì åùå îäíó:

k5 = f(x0 + c5h, y1) . (4)
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Îòìåòèì, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ k5 íå òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå âû÷èñëåíèå ôóíêöèè f
(ïðè c5 = 1), òàê êàê ñëåäóþùèé øàã ìåòîäà ÐÊ íà÷èíàåòñÿ êàê ðàç ñ âû÷èñëåíèÿ âåêòîðà
f(x0 + c5h, y1), òî åñòü k5 â ëþáîì ñëó÷àå ïðèäåòñÿ âû÷èñëÿòü.

Äëÿ ãðóáîé îöåíêè âåêòîðà ïîãðåøíîñòè ìîæíî ïðèìåíèòü âûðàæåíèå

err ≈ Ch2(β1k1 + β2k2 + β3k3 + β4k4 + β5k5) (5)

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C, çàâèñÿùåé îò ðåøàåìîé ñèñòåìû è

β1 =
(2c3 − 1)(2c2 − 1)

2c2c3

β2 =
(2c3 − 1)(2c2 − 1)

2c2(c2 − 1)(c3 − c2)
β3 =

(2c3 − 1)(2c2 − 1)

2c3(c3 − 1)(c2 − c3)
β4 =

(−3 + 4c2 + 4c3 − 6c2c3)

2(c2 − 1)(c3 − 1)
β5 = 1

Â ñëó÷àå c2 = 1/3, c3 = 2/3 (ïðàâèëî 3/8) îáùèé àëãîðèòì ðàñ÷åòà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

k1 = f(x0, y0) ,
k2 = f(x0 + h/3, y0 + hk1/3) ,
k3 = f(x0 + 2h/3, y0 + h(−k1/3 + k2)) ,
k4 = f(x0 + h, y0 + h(k1 − k2 + k3)) ,
y1 = y0 + h(k1 + 3k2 + 3k3 + k4)/8 ,
k5 = f(x0 + h, y1) ,

è äëÿ ãðóáîé îöåíêè âåêòîðà ïîãðåøíîñòè ìîæíî ïðèìåíèòü âûðàæåíèå

err ≈ Ch2(−k1 + 3k2 − 3k3 − 3k4 + 4k5)/4. (6)

Äëÿ ìåòîäà (3) àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà ïîëó÷àåòñÿ ñîâñåì ïðîñòîé:

err ≈ Ch2(k5 − k4). (7)

Çàìå÷àíèå. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî âåëè÷èíà êîíñòàíòû C îáû÷íî ëå-
æèò â ïðåäåëàõ îò 10 äî 250.

Ýòèì ñïîñîáîì ìû ìîæåì îöåíèòü ëîêàëüíóþ ïîãðåøíîñòü ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà. Áîëåå
òî÷íûå îöåíêè òàêèì ïóòåì ïîëó÷èòü íåâîçìîæíî. Íî äàæå òàêàÿ îöåíêà ïîçâîëèò èçáåæàòü
ãðóáûõ îøèáîê ïðè âûáîðå øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ.

4 Îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïî äâóì øàãàì

Åñëè íå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü âëîæåííóþ ôîðìóëó, ýòî åùå íå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ äàííîãî ìåòîäà íå
ñóùåñòâóåò ïðîñòûõ è äîñòàòî÷íî òî÷íûõ ñïîñîáîâ îöåíêè ïîãðåøíîñòè. Íàïðèìåð, ôîðìóëà
÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

y′(0) =
1

12h
(8(y1 − y−1)− (y2 − y−2)) +O(h4).

4



ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íåïëîõîé ñïîñîá îöåíêè ïîãðåøíîñòè. Ïðàâäà, äëÿ áîëåå-ìåíåå òî÷íîé
îöåíêè, ïðèäåòñÿ âçÿòü äîâîëüíî ìíîãî ïîñëåäîâàòåëüíûõ çíà÷åíèé yi.

Ïîïðîáóåì ñîêðàòèòü òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî øàãîâ, èñïîëüçóÿ íå òîëüêî yi, íî è ïðîìåæó-
òî÷íûå âåëè÷èíû kj ñ êàæäîãî øàãà ìåòîäà ÐÊ.

Äåëàÿ íåñêîëüêî øàãîâ ìåòîäà ÐÊ, ìû ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿåì:

y0 k01 k02 k03 k04
y1 k11 k12 k13 k14
y2 k21 k22 k23 k24

. . .

Ïóñòü òàáëèöû Áóò÷åðà 4-ñòàäèéíîãî ìåòîäà èìååò âèä:

c2 a21
c3 a31 a32
1 a41 a42 a43

b1 b2 b3 b4

(8)

è åå êîýôôèöèåíòû íàéäåíû ïî ôîðìóëàì (2) äëÿ íåêîòîðûõ c2, c3.
Äâà øàãà ýòîãî ìåòîäà âìåñòå ñ äîïîëíèòåëüíûì �âëîæåííûì� øàãîì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê îäèí 9-ñòàäèéíûé ìåòîä ñ òàáëèöåé Áóò÷åðà

c2 a21
c3 a31 a32
c4 a41 a42 a43
1 b1 b2 b3 b4

1 + c2 b1 b2 b3 b4 a21
1 + c3 b1 b2 b3 b4 a31 a32
1 + c4 b1 b2 b3 b4 a41 a42 a43

2 b1 b2 b3 b4 b1 b2 b3 b4
b′1 b′2 b′3 b′4 b′5 b′6 b′7 b′8 b′9

(9)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàñòîÿùåãî �âëîæåííîãî� ìåòîäà íàäî ïîäîáðàòü êîýôôèöèåíòû b′i òàê, ÷òî-
áû ýòà òàáëèöà äàâàëà ìåòîä 5-ãî ïîðÿäêà, òî åñòü åå êîýôôèöèåíòû äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü
17-òè óðàâíåíèÿì Áóò÷åðà. Íî ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî íè ïðè êàêîì âûáîðå
èñõîäíîãî ìåòîäà (aij, bi, ci). Îäíàêî, îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ïîäîáðàòü êîýôôèöèåíòû b′i òàê,
÷òîáû ïîëó÷èëñÿ ìåòîä 4-ãî ïîðÿäêà, íî îòëè÷íûé îò èñõîäíîãî, äàþùåãîñÿ êîýôôèöèåíòàìè
bi.

Êàê ïðåäëîæåíî â ðàáîòå [2], áóäåì èñêàòü b′i â âèäå b
′
i = bi+βi. Óñëîâèÿ ïîðÿäêà îêàçûâàþòñÿ

îäíîðîäíû îòíîñèòåëüíî βi. Ïîëó÷àþùàÿñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
ðåøåíèÿ.

5



Ïåðâîå ðåøåíèå:

β1 =
(c2 − 1)(c3 − 1)(6c2c3 − 2c2 − 2c3 + 1)

c2c3
,

β2 =
(4c2 − 1)(c3 − 1)(2c3 − 1)

c2(c2 − c3)
,

β3 =
(2c2 − 1)(c2 − 1)(4c3 − 1)

c3(c2 − c3)
,

β4 = −3β8 ,

β5 =
3(c2 − 1)(c3 − 1)(2c2c3 + 2c2 + 2c3 − 1)

c2c3
,

β6 =
(4c2 − 3)(c3 − 1)(2c3 − 1)

c2(c2 − c3)
,

β7 =
(c2 − 1)(2c2 − 1)(4c3 − 3)

c3(c2 − c3)
,

β8 = 6c2c3 − 4c2 − 4c3 + 3 ,
β9 = 0 ,

(10)

Âòîðîå ðåøåíèå:
β1 = 1 ,

β2 =
2c3 − 1

(c2 − 1)(c2 − c3)
,

β3 =
2c2 − 1

(c3 − 1)(c2 − c3)
,

β4 =
6c2c3 − 4c2 − 4c3 + 3

(c2 − 1)(c3 − 1)
,

β5 =
4c2c3 + 2c2 + 2c3 − 1

c2c3
,

β6 =
2c3 − 1

c2(c2 − c3)
,

β7 =
2c2 − 1

c3(c2 − c3)
,

β8 = 0 ,
β9 = 1 ,

(11)

Äëÿ ñëó÷àÿ c2 = 1/3, c3 = 2/3 (�ïðàâèëî 3/8�) äâà ðåøåíèÿ ìîæíî âçÿòü ñëåäóþùèìè

β1 β2 β3 β4 β5 β6 β7 β8 β9
1 −1 −5 −3 13 −5 −1 1 0
1 −2 −1 0 4 −1 −2 −1 2

(12)

Äëÿ ñõåìû (3) êîýôôèöèåíòû áóäóò òàêèå:

β1 β2 β3 β4 β5 β6 β7 β8 β9
1 −2 −2 −3 9 −2 −2 1 0
1 −2 −2 −2 8 −2 −2 0 1

(13)
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Âûïèøåì ïî ýòèì äàííûì îáùèé àëãîðèòì âû÷èñëåíèé. Ðàññìîòðèì äâà øàãà ìåòîäà ÐÊ
ñ òàáëèöåé Áóò÷åðà (8):

Y1 = y0, k1 = f(x0, Y1) ,
Y2 = y0 + ha21k1 k2 = f(x0 + c2h, Y2) ,
Y3 = y0 + h(a31k1 + a32k2) , k3 = f(x0 + c3h, Y3) ,
Y4 = y0 + h(a41k1 + a42k2 + a43k3) , k4 = f(x0 + c4h, Y4) ,
Y5 = y0 + h(b1k1 + b2k2 + b3k3 + b4k4) , k5 = f(x0 + h, Y4),
x1 = x0 + h, y1 = Y5
Y6 = y1 + ha21k5 k6 = f(x1 + c2h, Y6) ,
Y7 = y1 + h(a31k5 + a32k6) , k7 = f(x1 + c3h, Y7) ,
Y8 = y1 + h(a41k5 + a42k6 + a43k7) , k8 = f(x1 + c4h, Y8) ,
Y9 = y1 + h(b1k5 + b2k6 + b3k7 + b4k8) , k9 = f(x1 + h, Y9),
x2 = x1 + h, y2 = Y9

(14)

Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìû èìååì ôîðìóëó:

err ≈ Ch (β1k1 + · · ·+ β9k9) , (15)

ãäå äëÿ âåêòîðà (β1, . . . , β9) ìû èìååì äâà çíà÷åíèÿ, óêàçàííûå âûøå, (10, 11) äëÿ îáùåãî
ñëó÷àÿ, (12) äëÿ �ïðàâèëà 3/8� è (13) äëÿ ìåòîäà (8).

Äâå ýòè ôîðìóëû äàþò äâà âåêòîðà ïîãðåøíîñòè err1 è err2, ïðè÷åì âåëè÷èíà ïîãðåøíî-
ñòè êàæäîé èç íèõ èìååò òîò æå ïîðÿäîê, ÷òî è èñêîìàÿ ïîãðåøíîñòè ìåòîäà, òî åñòü O(h5).
Ïîýòîìó äëÿ ïîâûøåíèÿ íàäåæíîñòè ëó÷øå áðàòü íå îäíó èç ýòèõ âåëè÷èí, à ñðàçó îáå. ×èñ-
ëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî â êà÷åñòâå îáùåé îöåíêè ëîêàëüíîé ïîãðåøíîñòè ìîæíî
èñïîëüçîâàòü âåëè÷èíó

|err1|+ |err2|
20

. (16)

Òàêàÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå òî÷íîé, ÷åì (6, 7 ).

5 Îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïî òðåì øàãàì

Ïîëó÷åííóþ îöåíêó ìîæíî ñäåëàòü åùå áîëåå òî÷íîé, åñëè âçÿòü íå äâà øàãà, à òðè. Â ýòîì
ñëó÷àå ìû èìååì 13 âåêòîðîâ

k01 k02 k03 k04
k11 k12 k13 k14
k21 k22 k23 k24
k31

.

Âçÿâ èõ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñ ïîäõîäÿùèìè êîýôôèöèåíòàìè ìû ìîæåì ïîëó÷èòü îöåíêó
ïîãðåøíîñòè ñ òî÷íîñòüþ äî O(h6). Ôîðìóëû ðàñ÷åòà àíàëîãè÷íû (14), òî åñòü äëÿ îöåíêè
ïîãðåøíîñòè ïðèìåíÿåì ôîðìóëó âèäà:

err ≈ Ch(β1k1 + · · ·+ β13k13) ,

ãäå êîýôôèöèåíòû βi ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû èç 17-òè óðàâíåíèé Áóò÷åðà (óñëîâèé ïîðÿä-
êà). Ýòè óðàâíåíèÿ ëèíåéíû îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ βi è ñèñòåìà èìååò äâóìåðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî ðåøåíèé. Â êà÷åñòâå ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ìîæíî âûáðàòü β12, β13, îñòàëüíûå ëèíåéíî
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âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íèõ. Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå βi áóäóò ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
β12, β13, ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû áóäóò äîâîëüíî ñëîæíûìè ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè îò c2, c3,
îáùàÿ ñòåïåíü � äî 7. Ïðèâåäåì ïîýòîìó ðåøåíèå äëÿ �ïðàâèëà 3/8�:

err ≈ h

80
(12k1− 28k2− 20k3− 4k4 +101k5− 49k6− 65k7− 27k8 +97k9− 13k10− 5k11 + k12) . (17)

è äëÿ òàáëèöû Áóò÷åðà (3)

err ≈ h

60
(6k1 − 16k2 − 16k3 − 4k4 + 73k5 − 38k6 − 38k7 − 27k8 + 71k9 − 6k10 − 6k11 + k12) . (18)

Òàêîå ðåøåíèå èìååò äâà äîñòîèíñòâà. Âî-ïåðâûõ, êîýôôèöèåíòû βi íåáîëüøèå ïî àáñîëþò-
íîé âåëè÷èíå, à âî-âòîðûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè íå òðåáóåòñÿ âû÷èñëÿòü k13 = f(x0 + h, y3),
òî åñòü íåâåðíî âûáðàííûé øàã ìîæíî áóäåò çàìåòèòü ÷óòü ðàíüøå, ÷åì ïðè äðóãîì âûáîðå
êîýôôèöèåíòîâ.

Ïîãðåøíîñòü äëÿ êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ ÐÊ èìååò ïîðÿäîê O(h5), à ïðåäëîæåííàÿ âûøå
ôîðìóëà íàõîäèò åå ñ òî÷íîñòüþ äî O(h6). Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (17) äàåò ïðàêòè÷åñêè
òî÷íîå çíà÷åíèå ïîãðåøíîñòè.

6 Ïðèìåð âû÷èñëåíèé

Ïðèâåäåì áîëåå äåòàëüíûé ïðèìåð ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé íà ïðèìåðå çàäà÷è �Áðþññåëÿòîð�
[7]. Îíà çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ y1, y2:

y′1 = 2 + y21y2 − 9.533y1, y1(0) = 1,
y′2 = 8.533y1 − y21y2, y2(0) = 4.2665.

Îäíîøàãîâàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè. Äëÿ ïðàâèëà �3/8� âåêòîð îøèáêè çà îäèí øàã ìå-
òîäà ïðè ìàëîì h áóäåò ðàâåí

e0 ≈ (3.75,−3.22) · h5,

Ýòà ôîðìóëà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ h, âïëîòü äî h = 0.01, êîãäà åå ïîãðåøíîñòü
äîõîäèò äî 5%. Ïîýòîìó äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè h > 0.01 íå ñòîèò îæèäàòü òî÷íîñòè è îò
îñòàëüíûõ ôîðìóë.

Ïðè ýòîì
e1 = h2(−k1 + 3k2 − 3k3 − 3k4 + 4k5)/4 ≈ (−8.68, 7.69) · h5.

Ðåàëüíàÿ âåëè÷èíà ëîêàëüíîé îøèáêè ïðèìåðíî ðàâíà 0.9·|e1| ïðè h < 0.1.
Äëÿ ìåòîäà (3) âåêòîð îøèáêè áóäåò ðàâåí

e0 ≈ (3.95,−3.79) · h5,

ïðè ýòîì
e1 = h2(k5 − k4) ≈ (4.33,−1.87) · h5.

Ðåàëüíàÿ âåëè÷èíà ëîêàëüíîé îøèáêè ïðèìåðíî ðàâíà 0.3·|e1| ïðè h < 0.1.
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Äâóõøàãîâàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè. Ïðè òåõ æå èñõîäíûõ äàííûõ, äëÿ ïðàâèëà �3/8�
âåêòîð îøèáêè çà äâà øàãà áóäåò ðàâåí

e0 ≈ (7.51,−6.45) · h5.

Äâà âåêòîðà îøèáêè, äàâàåìûå ôîðìóëîé (15) áóäóò ñëåäóþùèå:

e1 ≈ (−61, 103) · h5,

e2 ≈ (−214, 206) · h5.

Äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëàãàòü

|e0| ≈ 0.025 · (|e1|+ |e2|). (19)

ïðè h < 0.01.
Âûïèøåì ýòè æå âåêòîðà äëÿ ìåòîäà (3) â òåõ æå óñëîâèÿõ:

e0 ≈ ( 7.88, −7.54 ) · h5,
e1 ≈ ( −100, 140 ) · h5,
e2 ≈ ( −166, 189 ) · h5.

Ñîîòíîøåíèå (19) òàêæå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ è äëÿ ýòîãî ìåòîäà îïÿòü æå ïðè h < 0.01.
Îñîáî îòìåòèì, ÷òî äëÿ îäíîøàãîâûõ è äâóõøàãîâûõ ôîðìóë íåò íèêàêîãî ðàçóìíîãî ïðà-

âèëà íàõîæäåíèÿ êîíñòàíò C èç ôîðìóë (6), (7) è (15). Â ðàçëè÷íûõ æå ðåàëüíûõ çàäà÷àõ îíè
ðàçëè÷àþòñÿ â ñîòíè ðàç. À çíà÷èò ýòè ôîðìóëû ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëèøü äëÿ ñàìîé ãðóáîé,
ïðèáëèçèòåëüíîé îöåíêè ïîãðåøíîñòè.

Òðåõøàãîâàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè. Äëÿ îáîèõ âàðèàíòîâ ðàññìàòðèâàåìûõ ìåòîäîâ,
�ïðàâèëî 3/8� è (3), ôîðìóëû (17) è (18) ñîîòâåòñòâåííî äàþò âåðíîå çíà÷åíèå âåêòîðà îøèáêè.
Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ôîðìóë ñîñòàâëÿåò 5% ïðè h = 0.01, 0.3% ïðè h = 0.001 è áûñòðî
óìåíüøàåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì h.

7 Çàêëþ÷åíèå

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ, ïî êðàéíåé ìåðå ñ íà÷àëà 1990-õ ãîäîâ ïðè ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ ÐÊ îñîáîå
âíèìàíèå óäåëÿëîñü âëîæåííûì ìåòîäàì (RK pairs) (ñì. íàïðèìåð [1, 3, 4] è ìíîãèå äðóãèå).
Îäíàêî, òàêèõ ìåòîäîâ ãîðàçäî ìåíüøå, ÷åì îáû÷íûõ ìåòîäîâ ÐÊ, è èõ íàõîæäåíèå îêàçûâà-
åòñÿ ãîðàçäî áîëåå òðóäíûì, ÷åì ïîèñê îáû÷íûõ ìåòîäîâ. Â ðåçóëüòàòå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü
âëîæåííûõ ìåòîäîâ èçâåñòíî êðàéíå ìàëî, äà è òå äàëåêî íå âñåãäà äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíû.

Ñïîñîáû îöåíêè ïîãðåøíîñòè, ïðåäëîæåííûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ àâ-
òîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ äëèíîé øàãà íåò íåîáõîäèìîñòè èñêàòü âëîæåííûå ìåòîäû. Äëÿ
êàæäîãî ìåòîäà ÐÊ ìîæíî ïðåäëîæèòü äîñòàòî÷íî òî÷íûé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ïîãðåøíîñòè,
íå òðåáóþùèé äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé. Â ðàáîòå ýòî
ñäåëàíî äëÿ íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûõ, êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ ÐÊ, íî íåò ñîìíåíèé, ÷òî ýòî
ìîæíî ñäåëàòü è äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåííîé
îöåíêè òðåáóåòñÿ òðè îäèíàêîâûõ ïî âåëè÷èíå øàãà, ÷òî äåëàåò ïðîöåäóðó ñìåíû øàãà íåñêîëü-
êî ãðîìîçäêîé.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñòü îñíîâàíèÿ ñ÷èòàòü, ÷òî àíàëîãè÷íóþ îöåíêó ìîæíî ñäåëàòü è äëÿ
ñëó÷àÿ òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ øàãîâ ìåòîäà ñ ðàçëè÷íûì øàãîì. Ýòó îöåíêó ïëàíèðóåòñÿ
ïîëó÷èòü â áëèæàéøåå âðåìÿ.

Â öåëîì, åñëè óäàñòñÿ ïðîäâèíóòüñÿ â óêàçàííûõ íàïðàâëåíèÿõ, òî äëÿ âû÷èñëåíèé ñ àâòî-
ìàòè÷åñêèì âûáîðîì øàãà îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ïðèìåíÿòü íàèáîëåå ýôôåêòèâíûå ìåòîäû
ÐÊ, íå îãðàíè÷èâàÿñü ëèøü òåìè, äëÿ êîòîðûõ èìåþòñÿ âëîæåííûå.
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