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Ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ïîèñêà ìåæêàäðîâîãî äâèæåíèÿ â âèäå àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îáùåãî âèäà
ïðè ñæàòèè âèäåîèíôîðìàöèè. Îí ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîãî àëãîðèòìà Ëóêàñà-Êàíàäû [1, 6],
ïðèìåíÿåìîãî äëÿ íàõîæäåíèÿ ìåæäêàäðîâîãî äâèæåíèÿ â âèäå ñäâèãà. Ïðåäëîæåí ýôôåêòèâíûé ìåòîä
êîäèðîâàíèÿ ïîñòðîåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
Âñå ðàññìîòðåííûå àëãîðèòìû ðåàëèçîâàíû è ïðîòåñòèðîâàíû, ÿçûê ðåàëèçèàöèè�C ++.

Îäíèì èç îñíîâíûõ èíñòðóìåíòîâ, èñïîëüçóå-
ìûõ ïðè ñæàòèè âèäåîèíôîðìàöèè, ÿâëÿåòñÿ ïðè-
áëèæåííîå ïîñòðîåíèå îáëàñòè íà ñëåäóþùåì êàä-
ðå â âèäå ñäâèãà ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè ñ ïðåäû-
äóùåãî êàäðà. Ýòó ñõåìó èñïîëüçóþò âñå ðàáîòàþ-
ùèå â íàñòîÿùåå âðåìÿ àëãîðèòìû� îò MPEG−2
äîH.264 [2, 3, 4, 5]. Îíè ðàçëè÷àþòñÿ â ýòîì ïóíêòå
ëèøü ðàçìåðîì îáðàáàòûâàåìîé îáëàñòè (îò 16∗16
äî 2∗2), è ìåòîäîì èíòåðïîëÿöèè ÿðêîñòè òî÷êè
ìåæäó ïèêñåëàìè (áèëèíåéíàÿ, áèêóáè÷åñêàÿ è äî
áè-ïÿòîé ñòåïåíè â H.264). Äëÿ íàõîæäåíèÿ òà-
êèõ ñäâèãîâ èñïîëüçóåòñÿ êëàññè÷åñêèé àëãîðèòì
Ëóêàñà-Êàíàäû [1, 6]. Îí îòëè÷àåòñÿ âûñîêîé ñêî-
ðîñòüþ ðàáîòû è áîëüøîé óñòîé÷èâîñòüþ.

Îäíàêî, â ðàçðàáàòûâàåìûõ, ïåðñïåêòèâíûõ àë-
ãîðèòìàõ âèäåîñæàòèÿ (íàïðèìåð [8]) òîëüêî ñäâè-
ãîâ îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íî. Â îñíîâíîì ýòî ñâÿ-
çàíî ñ òåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ îáëàñòü íà êàä-
ðå (ñåãìåíò) ìîæåò îêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé
è åå äâèæåíèå íå ìîæåò áûòü óäîâëåòâîðèòåëüíî
îïèñàíî ñ ïîìîùüþ ñäâèãà. Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ
ïåðåõîäèòü ê áîëåå ñëîæíûì äâèæåíèÿì íà ïëîñ-
êîñòè:

� ñäâèã;
� ñäâèã è ïîâîðîò;
� ñäâèã, ïîâîðîò è ðàñòÿæåíèå;
� îáùåå àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè;
� îáùåå ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè.

Àëãîðèòìó íàõîæäåíèÿ òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé
è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ.

Ìåòîä Ëóêàñà-Êàíàäû

Îïèøåì âíà÷àëå, âêðàòöå, êëàññè÷åñêèé ìåòîä
Ëóêàñà-Êàíàäû (ñì. íàïðèìåð, [1]).

Ïóñòü ÿðêîñòü ïåðâîãî êàäðà èç ïàðû çàäàåòñÿ
â öåëî÷èñëåííûõ òî÷êàõ òàáëèöåé f [x, y]. Åå ïðî-
äîëæåíèå ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî èíòåðïîëÿöèîí-
íîãî ìåòîäà íà âñþ ïëîñêîñòü è áóäåì îáîçíà÷àòü åå
f(x, y). Äëÿ âòîðîãî êàäðà èç ïàðû çíà÷åíèÿ â öå-
ëî÷èñëåííûõ òî÷êàõ � g[x, y], íà âñåé ïëîñêîñòè �
g(x, y).

Ïóñòü ìû õîòèì àïïðîêñèìèðîâàòü çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè g[x, y] â öåëî÷èñëåííûõ òî÷êàõ íåêîòîðîé

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðî-
åêò �11-07-00653.

îáëàñòè U , îáû÷íî ýòî ïðÿìîóãîëüíèê ñðàâíèòåëü-
íî íåáîëüøîãî ðàçìåðà, îò 2∗2 äî 16∗16. Äëÿ ýòîãî
ïîëîæèì g[x, y] ≈ f(x − vx, y − vy), ãäå (vx, vy)�
íåêîòîðûé âåêòîð (âåêòîð ñêîðîñòè, âåêòîð ñäâè-
ãà), íå îáÿçàòåëüíî öåëî÷èñëåííûé. Äëÿ îöåíêè ïî-
ãðåøíîñòè ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ ðàññìîòðèì ñóììó

S(vx, vy) =
∑

(x,y)∈U

(g[x, y]− f(x− vx, y − vy))2. (1)

Îïðåäåëåíèå 1. Âåêòîðîì äâèæåíèÿ äëÿ ïàðû
êàäðîâ (f, g) â îáëàñòè U áóäåì íàçûâàòü âåêòîð
v = (vx, vy), äëÿ êîòîðîãî S(vx, vy)�ìèíèìàëüíà.

Çàìå÷àíèå 1. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè g[x, y] áåðóò-
ñÿ òîëüêî â öåëî÷èñëåííûõ òî÷êàõ, à ôóíêöèè
f(x, y)� â ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ. Äëÿ ýòîãî òðå-
áóåòñÿ íåêîòîðàÿ èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà (ñì.
íàïðèìåð, [7, 9]), â àëãîðèòìå Ëóêàñà-Êàíàäû
ïðåäïîëàãàåòñÿ � áèëèíåéíàÿ.

Çàìå÷àíèå 2. Íàõîæäåíèå âåêòîðîâ ñêîðîñòè
òðåáóåòñÿ íå âî âðåìÿ ïðîñìîòðà ôèëüìà, à âî âðå-
ìÿ êîäèðîâàíèÿ. Ïîýòîìó âðåìåííûå òðåáîâàíèÿ ê
àëãîðèòìó íå ñëèøêîì æåñòêèå � çäåñü íå òðåáó-
åòñÿ îáðàáàòûâàòü ïî 24 êàäðà â ñåêóíäó íà ñòàí-
äàðòíîì ïðîöåññîðå.

Â òî÷êå ìèíèìóìà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñîîò-
íîøåíèÿ:

∂S/∂vx = 2
∑

(g[x, y]− f(Pv))f ′x(Pv) = 0 ,
∂S/∂vy = 2

∑
(g[x, y]− f(Pv))f ′y(Pv) = 0 ,

(2)

ãäå ÷åðåç Pv îáîçíà÷åíà òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (x−
− vx, y − vy).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî (vx, vy)�íåêîòîðîå,
äîñòàòî÷íî õîðîøåå ïðèáëèæåíèå ê òî÷íîìó ðåøå-
íèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2), êîòîðîå áóäåì èñêàòü â
âèäå (vx +∆x, vy +∆y). Äîñòàòî÷íî õîðîøåå îçíà-
÷àåò, ÷òî äëÿ f(x− (vx + ∆x), y− (vy + ∆y)) ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ëèíåéíóþ àïïðîêñèìàöèþ:

f(x− (vx + ∆x), y − (vy + ∆y)) ≈

≈ f(x− vx, y − vy)−∆xf
′
x −∆yf

′
y . (3)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî, ñèñòåìà óðàâíåíèé (2) áóäåò ëèíåé-
íîé ñèñòåìîé ðàçìåðà 2×2 îò ïåðåìåííûõ (∆x,∆y).

Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ¿ (ÌÌÐÎ-15), ã.Ïåòðîçàâîäñê, 11�17 ñåíòÿáðÿ 2011 ã.
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Îäèí øàã ìåòîäà Ëóêàñà-Êàíàäû ñîñòîèò â ðå-
øåíèè ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé è çàìåíå âåêòîðà
ñêîðîñòè (vx, vy) íà (vx + ∆x, vy + ∆y).

Òàê êàê ïðîöåäóðó ïðèõîäèòñÿ âûïîëíÿòü ìíî-
ãî ðàç, òî ñëåäóåò çàðàíåå, íàðÿäó ñ ìàòðèöàìè
f [x, y], g[x, y], ïðèãîòîâèòü ìàòðèöû ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ f ′x[x, y] è f ′y[x, y].

Ïèðàìèäàëüíàÿ âåðñèÿ. Â äàííîì àëãîðèò-
ìå âàæíûì ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå õîðîøåãî íà÷àëü-
íîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ âåêòîðà ñêîðîñòè. Äëÿ ýòî-
ãî îáû÷íî ïðèìåíÿþò ïèðàìèäàëüíóþ âåðñèþ àë-
ãîðèòìà. Åå èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íàðÿäó ñ
èñõîäíîé ïàðîé èçîáðàæåíèé (f, g) ðàññìàòðèâàþò
ýòè æå èçîáðàæåíèÿ ñæàòûå â äâà ðàçà (f2, g2), â
÷åòûðå (f4, g4) è ò.ä. (ïèðàìèäà). Âåêòîðà ñêîðîñòè
íàõîäÿò ñíà÷àëà íà ñàìîì âåðõíåì óðîâíå ïèðàìè-
äû è çàòåì ñïóñêàþòñÿ âíèç ýòàæ çà ýòàæîì. Íà ñà-
ìîì âåðõíåì óðîâíå â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëè-
æåíèÿ áåðóò íóëåâîé âåêòîð. Íà íèæíèõ óðîâíÿõ
çà íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå áåðóò óäâîåííóþ ñêî-
ðîñòü, ïîëó÷åííóþ íà ïðåäûäóùåì øàãå.

Âñå ýòî âìåñòå âçÿòîå îáåñïå÷èâàåò õîðîøåå ñî-
÷åòàíèå ñêîðîñòè, òî÷íîñòè è óñòîé÷èâîñòè àëãî-
ðèòìà íàõîæäåíèÿ ìåæêàäðîâîãî äâèæåíèÿ â âèäå
ñäâèãîâ.

Îáîáùåíèå ìåòîäà Ëóêàñà-Êàíàäû

Â èñïîëüçóåìûõ àëãîðèòìàõ âèäåîñæàòèÿ íå èñ-
ïîëüçóþòñÿ äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè áîëåå ñëîæíûå,
÷åì ñäâèã. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî îáðàáàòûâàå-
ìûå îáëàñòè ìàëû è èõ äâèæåíèÿ äîñòàòî÷íî õî-
ðîøî îïèñûâàþòñÿ ñäâèãàìè. Íî åñëè ïåðåõîäèòü
ê àëãîðèòìàì âèäåîñæàòèÿ ñëåäóþùåãî ïîêîëåíèÿ
([8]), òî ïðèäåòñÿ îáðàáàòûâàòü è äîâîëüíî áîëü-
øèå ñåãìåíòû. Íàïðèìåð, ìåæêàäðîâîå äâèæåíèå
ôîíà, çàíèìàþùåãî áîëüøóþ ÷àñòü êàäðà, ÷àñòî
ìîæíî îïèñàòü îäíîé-åäèíñòâåííîé ôîðìóëîé. Â
ýòîì ñëó÷àå ïðèäåòñÿ èìåòü äåëî ñ áîëåå ñëîæíûìè
äâèæåíèÿìè:

� ñäâèã (2 ïàðàìåòðà);

x′ = a1 + x ,
y′ = a2 + y ,

(4)

� ñäâèã è ïîâîðîò (3 ïàðàìåòðà);

x′ = a1 + cos a3 · x + sin a3 · y ,
y′ = a2 − sin a3 · x + cos a3 · y ,

(5)

� ñäâèã, ïîâîðîò è ðàñòÿæåíèå (4 ïàðàìåòðà);

x′ = a1 + a4(cos a3 · x + sin a3 · y) ,
y′ = a2 + a4(− sin a3 · x + cos a3 · y) ,

(6)

� îáùåå àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè (6
ïàðàìåòðîâ);

x′ = a1 + a2 · x + a3 · y ,
y′ = a4 + a5 · x + a6 · y ,

(7)

� îáùåå ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè
(8 ïàðàìåòðîâ).

x′ =
a1 + a2 · x + a3 · y
1 + a7 · x + a8 · y

,

y′ =
a4 + a5 · x + a6 · y
1 + a7 · x + a8 · y

,

(8)

Â îáùåì âèäå áóäåì ýòî çàïèñûâàòü òàê:

x′ = Ax(x, y) ,
y′ = Ay(x, y) ,

(9)

ãäå ôóíêöèè Ax, Ay çàâèñÿò, ïîìèìî x, y, åùå îò
íåêîòîðîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ (a1, . . . , ak).

Êàæäîå äâèæåíèå A = (Ax, Ay) ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü è êàê áîëåå ñëîæíîå: ñäâèã � êàê ñäâèã è ïî-
âîðîò íà íóëåâîé óãîë, ñäâèã è ïîâîðîò � êàê ñäâèã,
ïîâîðîò è ðàñòÿæåíèå ñ êîýôôèöèåíòîì 1 è òàê äà-
ëåå.

Ìîæíî ðàññìîòðåòü è îáðàòíóþ ðåäóêöèþ� áî-
ëåå ñëîæíîãî äâèæåíèÿ ê áîëåå ïðîñòîìó, ïðè çà-
äàííîé îáëàñòè íà ïëîñêîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü A1 �äâèæåíèå ïëîñêî-
ñòè îäíîãî èç òèïîâ îò (5) äî (8). Ïðåîáðàçîâàíèå
A2 áîëåå ïðîñòîãî òèïà áóäåì íàçûâàòü ðåäóêöèåé
A1 íà ìíîæåñòâå U , åñëè îíî ìåíåå âñåãî îòêëîíÿ-
åòñÿ îò èñõîäíîãî äâèæåíèÿ A1 íà òî÷êàõ îáëàñòè
U ñðåäè âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé äàííîãî òèïà (â ñðåä-
íåêâàäðàòè÷íîì ñìûñëå).

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðåäóêöèè ðåøàåòñÿ àíàëè-
òè÷åñêè è ìû áóäåì ñïóñêàòüñÿ îò ñëîæíûõ äâè-
æåíèé ê áîëåå ïðîñòûì, åñëè ýòî íå âåäåò ê ïîòåðå
òî÷íîñòè.

Ïî àíàëîãèè ñ îáû÷íûì àëãîðèòìîì Ëóêàñà-
Êàíàäû, áóäåì èñêàòü ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè
g[x, y] â âèäå g[x, y] ≈ f(Ax(x, y), Ay(x, y)). Ðàññìîò-
ðèì ñóììó ïî òî÷êàì îáëàñòè U :

S(ai) =
∑

(g[x, y]− f(Ax(x, y), Ay(x, y)))2. (10)

Îïðåäåëåíèå 3. Îïòèìàëüíûì äâèæåíèåì A
äëÿ ïàðû êàäðîâ (f, g) â îáëàñòè U áóäåì íàçûâàòü
äâèæåíèå ïëîñêîñòè îäíîãî èç ïåðå÷èñëåííûõ âû-
øå òèïîâ, äëÿ êîòîðîãî âåëè÷èíà S(A) = S(ai)�
ìèíèìàëüíà ñðåäè âñåõ äâèæåíèé äàííîãî òèïà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàíèå A çàäàâàëî îï-
òèìàëüíîå äâèæåíèå îáëàñòè U äîëæíû âûïîë-
íÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ (àíàëîã óðàâíåíèé (2)):

∂S

∂ai
= 0 , i = 1, . . . , k , (11)

Ïîñëå ëèíåàðèçàöèè, àíàëîãè÷íîé (3), ñèñòåìà
(11) îêàæåòñÿ ëèíåéíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé ðàçìå-
ðà (k × k) îòíîñèòåëüíî ïðèðàùåíèé (∆1, . . . ,∆k)
ïàðàìåòðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ (a1, . . . , ak).
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Îïðåäåëåíèå 4. Áàçîâûì øàãîì îáîáùåííîãî
ìåòîäà Ëóêàñà-Êàíàäû áóäåì íàçûâàòü ðåøåíèå
ñèñòåìû óðàâíåíèé (11) è çàìåíó ïàðàìåòðîâ ïðå-
îáðàçîâàíèÿ (a1, . . . , ak) íà (a1 + ∆1, . . . , ak + ∆k).

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè äâèæåíèå ïëîñêîñòè èùåòñÿ
â âèäå (4), òî îáîáùåííûé ìåòîä Ëóêàñà-Êàíàäû â
òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì.

Çàìå÷àíèå 4. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü äâèæåíèÿ â
âèäå îáùåãî ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (8) íå
ðåàëèçîâàíî. Âîçìîæíî, â ýòîì è íåò íåîáõîäèìî-
ñòè: ïåðåõîä îò îáùåãî àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ê íåìó, ñêîðåå âñåãî íå äàñò çàìåòíîãî âûèãðûøà.
Íî ýòî ïîêà ëèøü ïðåäïîëîæåíèå, õîòÿ è âåñüìà
âåðîÿòíîå.

Çàìå÷àíèå 5. Ðàññìîòðåííûå àëãîðèòìû äîâîëü-
íî ñëîæíû ñ ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ,
ÿâëÿþòñÿ èòåðàöèîííûìè, ìíîãîøàãîâûìè ïðîöåñ-
ñàìè. Ïîýòîìó äëÿ îòëàäêè áûëè âçÿòû èñêóñ-
ñòâåííóþ ïàðû êàäðîâ, â êîòîðûé ïåðâûé ïîëó÷à-
åòñÿ èç âòîðîãî ïóòåì çàðàíåå çàäàííîãî àôôèí-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, � èñêîìîå äâèæåíèå â ýòîì
ñëó÷àå çàðàíåå òî÷íî èçâåñòíî.

Ðåäóêöèÿ èñõîäíîé îáëàñòè U

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ìû äîëæ-
íû çàäàòüñÿ íåêîòîðîé îáëàñòüþ U íà âòîðîì êàä-
ðå èç ïàðû. Íà ñàìîì äåëå äëÿ ðàáîòû àëãîðèòìà
Ëóêàñà-Êàíàäû âîâñå íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû U áûëî
îáëàñòüþ â ãåîìåòðè÷åñêîì ïîíèìàíèè� ýòî ïðî-
ñòî ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî òî÷åê ñî âòîðîãî êàä-
ðà.

Èñõîäíàÿ îáëàñòü U ìîæåò ñîñòîÿòü èç î÷åíü
áîëüøîãî êîëè÷åñòâà òî÷åê, âïëîòü äî ïî÷òè âñåãî
êàäðà, à ýòî � äî äâóõ ìèëëèîíîâ òî÷åê â ñëó÷àå
FULL-HD-êàäðîâ (1920×1080). Ïîýòîìó äëÿ ýôôåê-
òèâíîãî ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà êîëè÷åñòâî òî÷åê â
îáëàñòè íàäî ñîêðàòèòü.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïîäìíîæåñòâî òî÷åê U ′ èç U
áóäåì íàçûâàòü åãî ðåäóêöèåé, åñëè îíî ñîäåðæèò
âñå òå òî÷êè èç U , êîîðäèíàòû êîòîðûõ äåëÿòñÿ íà
k äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïîäìíîæåñòâî òî÷åê U ′′ èç U
áóäåì íàçûâàòü åãî ðàâíîìåðíîé ðåäóêöèåé, åñëè
îíî ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â íà÷àëå â
U ′′ êëàäåì îäíó, ñëó÷àéíî âûáðàííóþ òî÷êó èç U .
Çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî äîáàâëÿåì òî÷êó èç U , íà-
õîäÿùóþñÿ íà ðàññòîÿíèè íå ìåíåå k îò âñåõ óæå
âûáðàííûõ òî÷åê äëÿ íåêîòîðîãî k.

Îáà ìíîæåñòâà, U ′ è U ′′ ñîäåðæàò ïîðÿäêà
|U |/k2 òî÷åê, ïîýòîìó âûáðàâ ïîäõîäÿùåå k ìû ìî-
æåì ïîëó÷àòü ìíîæåñòâà, ìîùíîñòü êîòîðûõ ïðè-
ìåðíî ðàâíà ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé.

Íà ïåðâûé âçãëÿä ðàâíîìåðíàÿ ðåäóêöèÿ êà-
æåòñÿ áîëåå íàäåæíûì ñïîñîáîì, õîòÿ è ñóùåñòâåí-
íî áîëåå ñëîæíûì âû÷èñëèòåëüíî. Îäíàêî íà ïðàê-
òèêå îêàçàëîñü, ÷òî ïðîñòàÿ ðåäóêöèÿ, ãîðàçäî áî-
ëåå áûñòðàÿ, äàåò âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíûå ðå-
çóëüòàòû, ìàëî îòëè÷àþùèåñÿ îò ðàâíîìåðíîé (â
ñëó÷àå íàøèõ îáëàñòåé è ñ òî÷êè çðåíèÿ íàøèõ öå-
ëåé). Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü òîëüêî ïðîñòóþ ðåäóêöèþ.

Â ðàçðàáàòûâàåìîì àëãîðèòìå èñïîëüçóþòñÿ
äâå (ïðîñòûõ) ðåäóêöèè U1 è U2 èñõîäíîé îáëàñòè
U . U1 � ýòî ðåäóêöèÿ äî ïðèìåðíî 2000 òî÷åê. Åñëè
ìîùíîñòü èñõîäíîé îáëàñòè U ìåíüøå 5000 òî÷åê,
òî ïðîñòî ïîëàãàåì U1 = U . U2 � ýòî ðåäóêöèÿ äî
ïðèìåðíî 200 òî÷åê. Åñëè ìîùíîñòü èñõîäíîé îáëà-
ñòè U ìåíüøå 500 òî÷åê, òî ïîëàãàåì U1 = U2 = U .

Îáëàñòü U2 èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ íà-
÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ èñêîìîãî äâèæåíèÿ ïëîñêî-
ñòè (Ax, Ay), îáëàñòü U1 �äëÿ ïîñëåäóþùåãî óòî÷-
íåíèÿ. Åñëè îêàçûâàåòñÿ, ÷òî U1 = U2, òî ìû ïî-
ëó÷àåò òîëüêî îäèí ýòàï, áåç ïîñëåäóþùåãî óòî÷-
íåíèÿ.

Îáùàÿ ñõåìà àëãîðèòìà

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ðàáîòó àëãîðèòìà äëÿ
ôèêñèðîâàííîé îáëàñòè Ũ íà âòîðîì êàäðå èç ïà-
ðû (f, g) (ýòî ìîæåò áûòü êàê U1, òàê è U2). Ïóñòü
A0 �íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ê îïòèìàëüíîìó äâè-
æåíèþ ïëîñêîñòè íà ýòîé îáëàñòè. A0 ìîæåò áûòü
ëþáîãî òèïà � îò ñäâèãà äî îáùåãî àôôèííîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ.

Äëÿ êàæäîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ A ó íàñ åñòü åãî
÷èñëåííàÿ îöåíêà (ïîãðåøíîñòü): âåëè÷èíà S =
= S(A) èç ôîðìóëû (10), ÷åì îíà ìåíüøå, òåì ëó÷-
øå. Â èäåàëå îíà äîëæíà ðàâíÿòüñÿ íóëþ.

Ðàññìàòðèâàåìûé ýòàï àëãîðèòìà ñîñòîèò èõ
ñëåäóþùèõ øàãîâ.

1. Óïðîùåíèå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ.
Èñõîäíîå ïðåîáðàçîâàíèå A0 ðåäóöèðóåì ê áîëåå
ïðîñòîìó òèïó (â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2), äî òåõ
ïîð, ïîêà åãî ïîãðåøíîñòü óìåíüøèòñÿ íå áîëåå,
÷åì íà C1 ïðîöåíòîâ. Ïîëó÷åííîå ïðåîáðàçîâàíèå
îáîçíà÷èì A1 (îíî ìîæåò è ñîâïàäàòü ñ A0).

2. Áàçîâûå øàãè. Íà÷èíàÿ ñ ïðåîáðàçîâàíèÿ
A1 âûïîëíÿåì áàçîâûå øàãè (îïð. 4) îáîáùåííî-
ãî ìåòîäà Ëóêàñà-Êàíàäû ïîêà íå èñ÷åðïàåì êîëè-
÷åñòâî øàãîâ (íå áîëåå C2) è óìåíüøåíèå ïîãðåø-
íîñòè íà îäíîì áàçîâîì øàãå ñîñòàâëÿåò íå ìåíåå
C3%. Íàéäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå îáîçíà÷èì A2, îíî
òîãî æå òèïà, ÷òî è A1.

3. Óñëîæíåíèå òèïà ïðåîáðàçîâàíèÿ. Åñ-
ëè òèï ïðåîáðàçîâàíèÿ A2 íå ñàìûé ñëîæíûé (íå
ïîëíîå àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðîåêòèâíûå ìû
ïîêà íå ðàññìàòðèâàåì âîîáùå), òî ïîâûøàåì òèï
(îò ñäâèãà � ê ñäâèãó è ïîâîðîòó, è ò.ä.) è ñ íîâûì
ïðåîáðàçîâàíèåì ïîâòîðÿåì áàçîâûå øàãå îïòèìè-
çàöèè. Åñëè ïîãðåøíîñòü óìåíüøèëàñü ìåíåå, ÷åì
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íà C1 ïðîöåíòîâ, òî îò òàêîãî óñëîæíåíèÿ îòêàçû-
âàåìñÿ è çàêàí÷èâàåì àëãîðèòì.

Çàìå÷àíèå 6. Â ïðîãðàììå, êîíñòàíòû âçÿòû
ñëåäóþùèå: C1 = 5%, C2 = 10, C3 = 0.1%.

Íà îñíîâå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ÷èñëåííûõ ýêñ-
ïåðèìåíòîâ áûë ñäåëàí âûâîä, ÷òî ïèðàìèäàëüíàÿ
ñõåìà ÿâëÿåòñÿ â äàííîì ñëó÷àå íåýôôåêòèâíîé.
Âìåñòî íåå áûë ïðåäëîæåíà ðåäóêöèÿ îò çàäàííîé
îáëàñòè U ê ïàðå îáëàñòåé (U1, U2), òàêèõ, ÷òî ìîù-
íîñòü U1 ïîðÿäêà 2000 òî÷åê, à ó U2 �ïîðÿäêà 200
(ñì. âûøå).

Ñíà÷àëà, íà÷èíàÿ ñ òîæäåñòâåííîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ (ñäâèã íà âåêòîð (0, 0)), íàõîäèì îïòèìàëü-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ îáëàñòè U2. Çàòåì, èñïîëü-
çóÿ ïîëó÷åííîå ïðåîáðàçîâàíèå â êà÷åñòâå íà÷àëü-
íîãî ïðèáëèæåíèÿ, íàõîäèì îïòèìàëüíîå ïðåîáðà-
çîâàíèå äëÿ îáëàñòè U1.

Êîäèðîâàíèå ïðåîáðàçîâàíèé

Çàïîìèíàòü ïîñòðîåííûå àôôèííûå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ïóòåì õðàíåíèÿ âñåõ èõ êîýôôèöèåíòîâ, êî-
íå÷íî æå íåýôôåêòèâíî. Áîëåå ýôôåêòèâíûé ñïî-
ñîá ìîæíî ïðåäëîæèòü âñïîìíèâ, ÷òî ïðåîáðàçî-
âàíèå A ïðèìåíÿåòñÿ íå íà âñåé ïëîñêîñòè, à ëèøü
â îáëàñòè U . Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè òî÷êó P0 �
öåíòð òÿæåñòè îáëàñòè U (îêðóãëåííûé äî öåëûõ)
è îáîçíà÷èì ÷åðåç r ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ðàññòîÿ-
íèå îò òî÷åê U äî P0, îêðóãëåííîå äî öåëûõ. Ïî-
ñòðîèì òî÷êó P1 íà ðàññòîÿíèè r îò P0 âïðàâî è
P2 íà ðàññòîÿíèè r îò P0 âíèç. Ëþáîå àôôèííîå
ïðåîáðàçîâàíèå A ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ îáðàçà-
ìè ýòèõ òðåõ òî÷åê A(P0), A(P1), A(P1). Ââåäåì
òðè ïàðû ÷èñåë:

1. Ïàðà (w0, w1)� âåêòîð A(P0)−P0, ò.å. âåêòîð
ñäâèãà öåíòðà òÿæåñòè îáëàñòè U .

2. Ïàðà (w2, w3)�ðàçíîñòü âåêòîðîâ ñäâèãà òî-
÷åê P1 è P0.

3. Òðåòüÿ ïàðà. Ïóñòü A′ � ïðåîáðàçîâàíèå òèïà
(6): <<ñäâèã + ïîâîðîò + ðàñòÿæåíèå>>, ïåðåâî-
äÿùåå P0 â A(P0) è P1 â A(P1). Òàêîå âñåãäà ñóùå-
ñòâóåò è åäèíñòâåííî. Â êà÷åñòâå òðåòüåé ïàðû ÷è-
ñåë (w4, w5) âîçüìåì êîîðäèíàòû âåêòîðà A(P2) −
−A′(P2).

Òåîðåìà 1. ×èñëà w0, . . . , w5 îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëÿþò ïðåîáðàçîâàíèå A.

Çàìå÷àíèå 7. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ñäâè-
ãîì, òî w2 = w3 = w4 = w5 = 0. Åñëè ïðåîáðàçîâà-
íèå áëèçêî ê ñäâèãó, òî w2, w3, w4, w5 ≈ 0.

Çàìå÷àíèå 8. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå èìååò òèï
<<ñäâèã + ïîâîðîò + ðàñòÿæåíèå>>, òî w4 = w5 =
= 0. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå áëèçêî ê òàêîì òèïó, òî
w4, w5 ≈ 0.

Ïîñòðîåííîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ îáëàñòè U áó-
äåì çàïîìèíàòü íå ÷åðåç åãî êîýôôèöèåíòû, à ÷å-

ðåç øåñòü ÷èñåë (w0, . . . , w5), êîòîðûå ìîæíî îêðóã-
ëèòü äî çàäàííîé òî÷íîñòè (1/16).

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

Ïîñòðîåíî îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîãî àëãîðèò-
ìà Ëóêàñà-Êàíàäû äëÿ íàõîæäåíèÿ ìåæêàäðîâî-
ãî äâèæåíèÿ íå òîëüêî â âèäå ñäâèãîâ, íî è â âèäå
áîëåå ñëîæíûõ äâèæåíèé ïëîñêîñòè, âïëîòü äî àô-
ôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îáùåãî âèäà.

Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû ðåàëèçîâàíû íà ÿçû-
êå C++. Ðàçðàáîòêà âåëàñü òàê, ÷òîáû ìîæíî áûëî
èñïîëüçîâàòü íå ìåíåå òðåõ ðàçëè÷íûõ êîìïèëÿòî-
ðîâ, ÷òîáû íå áûòü ïðèâÿçàííûì â áóäóùåì ê êîí-
êðåòíîé ñèñòåìå ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Íà îñíîâå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ÷èñëåííûõ ýêñ-
ïåðèìåíòîâ ïîñòðîåíà ñõåìà ðàáîòû, îáåñïå÷èâà-
þùàÿ áàëàíñ ìåæäó òî÷íîñòüþ, óñòîé÷èâîñòüþ è
îáúåìîì âû÷èñëåíèé.

Ïðåäëîæåí ýôôåêòèâíûé ìåòîä õðàíåíèÿ ïî-
ñòðîåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
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