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П Р О Е К Т И В Н А Я Т Е О Р И Я Г Р А Ф О В 
И К О Н Ф И Г У Р А Ц И И П Р Я М Ы Х 

1. ДЕЙСТВИЕ ГРУППЫ Sh+i НА 
МНОЖЕСТВЕ ГРАФОВ С к ВЕРШИНАМИ. 

1.1. Для графа Г с множеством вершин ( 0 , 1 , . . . , к) положим 

Г —1, если вершины г и j соединены ребром, 
4 1 + 1 в противном случае. 

При этих обозначениях множество Gr(& + 1) графов с вершинами 
( 0 , 1 , . . . , к) является к(к + 1)/2-мерным векторным пространством 
над полем F2 из двух элементов. Группа подстановок Sk+i множе­
ства вершин естественным образом действует на этом векторном 
пространстве. В обозначениях книги [4] это представление изо­
морфно Мк~1,2. 

Инверсией графа Г с центром в вершине / назовем граф Г', 
такой, что 

_ Г - Г ц , если i = l, 
'3 \ Tij в остальных случаях. 

Графы Г и Г" назовем эквивалентными (Г ~ Г"), если Г" получен 
из Г с помощью конечного числа инверсий (в [5, с. 14] граф Г" 
назван "двоюродным братом" графа Г). Множество классов экви­
валентных графов с i + 1 вершинами ( 0 , 1 , . . . , к) обозначим через 
PGr(fc + 1). Имеем естественную проекцию 

Gr(i + l)-*PGr(Jfe + l ) , 

напоминающую отображение Е*+1\{0} —• ШР , что позволяет на­
звать элементы из PGr(fc + 1) проективными графами. 

1.2. Теорема [5]. В каждом классе эквивалентных графов из&(к+ 
1) существует единственный граф Г° такой, что Т°к+1 = 1 для г = 
0 , 1 , . . . Д . 
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Доказательство. Для произвольного графа Г £ Gr(£ + 1) произ­
ведем инверсии с центрами в тех вершинах г 6 ( 0 , 1 , . . . , к), для 
которых Г{к = —1. Полученный граф удовлетворяет условию тео­
ремы. Его единственность очевидна. » 

1.3. Л ля каждого графа Г можно определить тройные индексы Г;;-( 
следующим образом: 

1 ij 1 — i- ij 1 il i j I • 

При инволюции графа Г с любым центром тройные индексы не 
изменяются, т.е. они являются проективными инвариантами гра­
фа. Для графа Г° из теоремы 1.2 имеем Г°-, = Г,̂ -, т.е. тройные 
индексы однозначно определяют проективный граф. 

Из теоремы 1.2 следует, что 

PGr(A + l )£Gr( /b) . 

Так как симметрическая группа Sk+i действует на множестве 
PGr(& + 1), то это действие можно перенести и на Gr(&). Более 
подробно, это действие выглядит так. Если подстановка а б Sk+i 
оставляет последнюю вершину к на месте, то <т просто переста­
вляет вершины графа. В случае транспозиции <т = (/, к), меняющей 
местами вершины / и к, имеем 

С*(Г)/г = Гц, U*(T)ij = TijTuTij 
при i,j ф I. Произвольную же подстановку из Sk+i можно пред­
ставить в виде произведения транспозиции вида (/, к) и подстанов­
ки из 5*. Легко проверить, что полученное представление груп­
пы iSjt+i является модулем Шпехта S* - 1 , 2 (см. [4]) размерности 
к(к — 1)/2 над полем F 2 . 
1.4. В дальнейшем нам потребуется полное описание множеств 
Gr(&) и PGr(fc + 1)) при малых к. 

Множество Gr(l) = PGr(2) соответствует графам с одной вер­
шиной и состоит из одного элемента, который мы будем обозна­
чать Го. 

Множество Gr(2) = PGr(3) соответствует графам с двумя вер­
шинами и состоит из двух элементов, которые мы будем обозна­
чать так: Г+ - две вершины, не соединенные ребром и Г_ - две 
вершины, соединенные ребром. 

Множество Gr(3) = PGr(4) соответствует графам с тремя вер­
шинами и состоит из восьми элементов, которые мы будем обозна­
чать Г±±±, где + или - соответствует наличию или отсутствию 
ребра. 

Множество Gr(4) = PGr(5) соответствует графам с четырьмя 
вершинами и состоит из 26 = 64 элементов. 
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1.5. Следствие, а) Множество неупорядоченных графов с одной 
вершиной с точностью до проективной эквивалентности состоит 
из одного элемента. 

б) Множество неупорядоченных графов с двумя вершиналш с 
точностью до проективной эквивалентности состоит из двух эле­
ментов. 

в) Множество неупорядоченных графов с тремя вершинами с 
точностью до проективной эквивалентности состоит из трех эле­
ментов, представленных, в обозначениях предыдущей теоремы, гра­
фами Т+++,Т+^ и Г 

г) Множество неупорядоченных графов с четырьмя вершинами 
с точностью до проективной эквивалентности состоит из семгь 
элементов, представленных графами 

(1) 
(2) 

(3) 
(4) 
(5) 
(6) 

(7) 
при этом зеркальная симметрия переводит друг в друга пары 

(1,7), (2,6), (3,5). Тип (4) переходит сам & себя. 

2. ЦЕПНЫЕ КОМПЛЕКСЫ И 
ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА ГРАФОВ 

2.1 . Введем на множестве графов операторы взятия граней сле­
дующим образом. Если Г € Gr(& + 1), то при г = О ,1 , . . . , к через 
d,T обозначим граф, полученный из Г выбрасыванием вершины г 
(и всех ребер, к ней ведущих). Через CGr обозначим свободную 
абелеву группу 

ОО 00 

CGr = ( g C G r * = ©Z[Gr(ifc + 1)]. 
t = 0 Jfe=0 

Для графа Г Е Gr(& + 1) через d(T) обозначим сумму 
к 

d(T) = £ ( - 1 ) Ч ( Г ) € CGr*"1 = Z[Gr(it)]. 

При этом, очевидно, ti(<i(r)) = 0. 
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2.2. При малых к цепной комплекс (CGr, d) можно полностью опи­
сать. При этом мы будем использовать обозначения п. 1.3. Имеем: 

CGr° = Z[Gr(l)] = Z|To]I d(ro) = 0; 

CGr1 = Z[Gr(2)] = Z[ r + , Г_], d(T+) = d(r_) = 0; 

CGr2 = Z[Gr(3)] = Z [ r + + + , Г + + _ , Г + _ + , Г+__, 
г_++, г_+_, г_-_+, г__], 

d(T+++) = T+, ^ (Г + + _) = 2 Г + - Г _ , 
<*(Г+_+) = Г_, с/(Г+__) = Г + , 
Й(Г_+_) = Г + , ^ ( Г , + + ) = 2 Г + - Г _ , 

^(Г__) = Г_, ^(Г__+) = 2 Г _ - Г + . 
2.3. Теорема. Цепной комплекс (CGr, d) гомотопически тривиален 
(т.е. существует цепная гомотопия, стягивающая его в нуль). 
Доказательство. Лля графа Г £ Gi(k + 1) через -О(Г) обозначим 
граф, полученный из исходного добавлением еще одной вершины 
(к + 1), которая не соединена ребрами ни с одной из вершин, т.е. 
D(T)ij = Tij, при i,j ^ к и JDr^i+i = 1. Непосредственная проверка 
показывает, что (Dd)T — (сШ)Г = Г. * 

2.4. Следствие. Цепной комплекс (CGr, rf) ацикличен, т.е. 
Z, если г = 0, 

Я;(ССг,й) 
(̂  0, если г > 0. 

2.5. Рассмотрим следующую симплициальную схему. В качестве 
множества всех ^-мерных симплексов возьмем множество Gr(& + 1), 
в качестве операторов вырождения - отображения di: Gx(k +1) —>• 
Gr(&). Геометрическую реализацию этой схемы обозначим через 
AGr. Другими словами, точка в пространстве AGr задается парой 
(Г,е), где Г € Gr(fc + 1), а е - точка из стандартного ^-мерного 
симплекса Тк: 

Тк = {(eo,...lek)eRk+1\ej > 0,е0 + ... + ек = 1}. 

Такое представление не однозначно, однако для каждой точки из 
AGr существует единственное представление в указанном виде, в 
котором Si ф 0 при всех г. 

По построению, симплициальный цепной комплекс простран­
ства AGr совпадает с цепным комплексом CGr, и, следовательно, 
Я,-(AGr) = Я; (CGr) = 0 при i > 0. 

Можно предположить, что пространство AGr гомотопически 
тривиально, однако доказательство я пока предложить не могу. 
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2.6. Вспомним, что каждый граф с к вершинами можно рассма­
тривать как проективный граф с к + 1 вершинами. Построим со­
ответствующий цепной комплекс и топологическое пространство 
для проективных графов. Хотя множества PGr(& + 1) и Gr(fc) со­
впадают, мы будем использовать для них различные обозначения, 
чтобы не возникало путаницы с предыдущим построением. 

2.7. При Г G PGr(& + 1) и г = 0 , 1 , . . . , к + 1 через йг-(Г) обозначим 
граф, полученный из Г выбрасыванием вершины i (и всех ребер, 
к ней ведущих). Каждому проективному графу из PGr(£ + 1) соот­
ветствует единственный обычный граф с вершинами 0 , 1 , . . . ,к — 1. 
Следовательно, для графа с к вершинами мы получаем еще один 
оператор вырождения dk- Непосредственная проверка показывает, 
что (dk(T))ij = TijTikTjk- При этом dk-idk(T) = 4-1<4-г(Г), т.е. ре­
зультат выбрасывания двух последних вершин не зависит от того, 
в каком порядке они выбрасываются (для остальных пар это оче­
видно). Это позволяет использовать операторы d,- для построения 
следующего цепного комплекса. 

2.8. Рассмотрим свободную абелеву группу 
оо со со 

CPGr = Q C P G r * = 0 Z [ P G r ( * ) ] = Z © 0Z[Gr( fc - 1)]. 
k = Q fc = 0 Jfc = l 

Для Г G PGr(fc + 1) положим 

A + l 

d(T) =f ] Г ( - 1 ) Ч ( Г ) £ CPGr(£) = Z[PGr(*)]. 
i=0 

При этом d(d(T)) = 0. 
Цепной комплекс CPGr очень похож на CGr, отличие - только 

в операторе дифференцирования: d получается из d путем доба­
вления еще одного слагаемого - (—l)fc+1dfc+i(r) (что и приводит к 
сдвигу размерности). 

2.9. Так же как и в предыдущем случае, в малых размерностях 
комплекс CPGr легко описать: 

CPGr0 = Z[PGr(0)] = Z; 

CPGr1 = ZpPGr(l)] = Z[r0], d(r0) = 0; 

CPGr2 = Z[PGr(2)] = Z[r+, Г_], d(T+) - сГ(Г_) = Г0. 

CPGr3 = Z[PGr(3)] = Z [ r + + + , Г + + _ , Г+_+, Г + __, 
Г _ + + , Г_ + _, Г__ + , Г__]; 
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d ( r + + + ) = 0, а (Г + + _) = 2 Г + - 2 Г _ , 

5(г+_+) = о, 5(г+__) = о,' 
5"(Г_++) = 0, 5(Г_+_) = 0, 

d(r__) = 0, сГ(Г__+) = 2 Г _ - 2 Г + . 

2.10. Следствие. 

#0(CPGr) = Z, tfi(CPGr) = 0, ,ff2(CPGB)-= Z2 . 

2 .11. Замечание . Аналогичные, но более длинные выкладки по­
казывают, что 

#3(CPGr) = Z2 . 

2.12. Так же, как и для аффинного случая, мы можем опреде­
лить топологическое пространство PGr, как геометрическую ре­
ализацию симплициальной схемы, построенной с помощью про­
ективных графов. В отличие от пространства AGr, пространство 
PGr заведомо гомотопически нетривиально,- его группы гомоло­
гии совпадают с гомологиями цепного комплекса CPGr, младшие 
из которых выписаны выше. Крлме того, исходя из естественной 
проекции Gr(fc) —* PGi(k) мы получаем непрерывное ..отображение 
PGr -> AGr - аналог отображения К*+1\{0'} -» ШРк. 

2.13. Для графа Г G Gr(fc) через CGr(r) обозначим порожденный 
этим графом подкомплекс в CGr, состоящий из самого графа Г и 
всех его подграфов. Геометрическую реализацию соответствую­
щей симплициальной схемы обозначим через AGr(F). По постро­
ению, AGr(r) С AGr. 

Через CPGr(F) обозначим порожденный графом Г (и рассма­
триваемый как проективный граф) подкомплекс в CPGr, состоя­
щий из самого графа Г и шсех его подграфов. Геометрическую 
реализацию соответствующей симплициальной схемы обозначим 
через PGr(r) . По построению, PGr(r) С PGr. 

3. КОНФИГУРАЦИИ ПОЛОВИННОЙ РАЗМЕРЯЮСТИ 

3.1. Определения [1, 2]. Векторной конфигурацией типа (п,к) бу­
дем называть упорядоченный набор 

{A0,...,AkCV} 

из к + 1 линейных подпространств размерности п в пространстве 
V = К2". Конфигурация называется пеособой, если А{ Л Aj — {0} 
для всех i ф j . В частности, конфигурация из к скрещивающихся 
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прямых в ШР имеет тип (2, к — 1). В дальнейшем все конфигурации 
будут предполагаться неособыми. Две векторные конфигурации в 
пространстве V называются жестко изотопными, если они при­
надлежат одной компоненте связности множества неособых кон­
фигураций в V. Класс жесткой изотопности конфигурации А бу­
дем обозначать [А]. Через R(n,k) обозначим множество классов 
жесткой изотопности неособых конфигураций из к + 1 п-мерных 
подпространств в Е 2 п . Симметрическая группа Sk+i действует в 
R(n,k) естественным образом. Множество неупорядоченных кон­
фигураций, т.е. орбит этого действия, обозначим U(n,k). 

Если на пространствах:^ и V задать некоторые ориентации, то 
коэффициент зацепления двух подпространств определяется так: 
lk(Ai,Aj) = + 1 , если ориентация на V совпадает с ориентацией, 
индуцированной с А, ф Aj, и \k(Ai,Aj) — - 1 в противном слу­
чае. При этом тройной коэффициент зацепления \k(Ai,Aj,Ai) = 
lk.(Ai,Aj)\k(Aj,Ai)Yk(A{,Ai) не зависит от выбора ориентации на 
подпространствах А{. Две конфигурации называются гомологиче­
ски эквивалентными, если для любой тройки индексов коэффици­
енты зацепления соответствующих подпространств совпадают. В 
дальнейшем пространство V всегда будет предполагаться ориен­
тированным. 

3.2. Определения. Пусть А = {А0,... , Ак С V). и В = {В0,... , Вк 
С W} - конфигурации типа (п, к) и (т, к), соответственно. Рас­
смотрим конфигурацию 

A®B=s{Ao®BQ,...,Ak®BkCV®W} 

типа (п+т, к). Отметим, что если п или т четно, то конфигурация 
А ф В жестко изотопна?, В ® А и 

lk(Ai ф Bt, Aj ®Bj) = ЩА\,Aj)- lk(В,-, Bj). 

при любых г, j . 
Ориентированной конфигурации Л = {А0,... ,Ак} (с заданными 

ориентациями; на Aj) следующим образом сопоставим граф Т(А) 
с вершинами {0 , . . . , к + 1ф: 

Г,-,-(Л)=-1к(Л-,^). 

Смене ориентации на пространстве А{ соответствует инверсия 
графа Т(А) с центром в вершине г. Таким образом, неориенти­
рованной: конфигурации А типа (п, к) соответствует проективный 
граф из VGv(k + 1); (см. п. 1.1). 
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3.3. Ориентации на пространствах Aj можно выбрать согласован­
но, а именно, выберем ориентацию на последнем пространстве Ак 
произвольным способом, а на пространствах Aj, j — 0 , . . . ,к — 1, 
выберем ее так, чтобы 1к(Д-, Ак) = + 1 . Тогда 

lk(Ai,Aj,Ak) = lk(Ai,Aj), 

т.е. коэффициент зацепления двух подпространств однозначно 
определен. Таким образом, гомологический тип конфигурации од­
нозначно определяется выбором попарных коэффициентов заце­
пления lk(Ai,Aj), 0<i<j<k.B обозначениях п. 1.2 такой выбор 
ориентации соответствует графу Г° в классе эквивалентных гра­
фов. Этот граф обозначим Т°(А). Итак, если А — {AQ,... ,Ак} -
конфигурация типа (п, к), то Т°(А) - граф с вершинами ( 0 , . . . , к — 1) 
такой, что 

Г°(А)^ = lk(Ai, Aj,Ak). 

Из сказанного выше следует, что граф Г°(А) однозначно опре­
деляет гомологический тип конфигурации А. 

3.4. Замечание . Множество [/(со, к) гомологических типов неупо­
рядоченных конфигураций совпадает с множеством неориентиро­
ванных графов с к вершиной с точностью до действия группы 
Sk+i- При этом "зеркальная симметрия" [1] соответствует умно­
жению всех чисел Tij на —1. 
3.5. Определение. Конфигурация А = {AQ, . . . , Ак С V} называет­
ся тривиальной, если dim Aj = dim V/2 есть четное число и суще­
ствует квадратичная форма q £ S2V*, такая, что ее ограничение 
на каждое из Aj равно нулю. 

3.6. Предложение [3]. Пусть п - четное натуральное число, V 
- ориентированное пространство размерности 2п, q 6 S2V* - не­
особая квадратичная форма сигнатуры (п,п). На квадрике q(v) = О 
имеются два семейства n-мерных линейных подпространств. Коэф­
фициент зацепления любых трех попарно непересекающихся подпро­
странств из одного семейства равен +1 (при фиксированной ори­
ентации V), для подпространств из другого он равен —1. Первое 
семейство будем обозначать А+, второе - А-. Пусть е+(п,к) (со­
ответственно е_(п, к)) - конфигурация, состоящая из к попарно не­
пересекающихся подпространств семейства А+ (соответственно 
А-). Тогда 

а) Конфигурации е+(п,к) и е_(п,&) не изотопны. 
' б) Всякая тривиальная конфигурация из к подпространств в V 
жестко изотопна е+(п,к) или е_(п,&). 
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Таким образом, существует ровно два класса жесткой изотопно-
сти тривиальных конфигураций,- мы будем обозначать эти клас­
сы Е+(п, к) и E-(n,k). Конфигурацию, жестко изотопную триви­
альной, в дальнейшем также будем называть тривиальной. В графе 
Г°(е+) нет ни одного ребра, в графе Г°(е_) каждая пара вершин 
соединена ребром. 

3.7. Определение. Надстройкой над конфигурацией А типа (п, к) 
называется конфигурация Т,А = А ф е+(2, к). 

3.8. Теорема [2]. При п^> к отображение надстройки 

Е: R(n,k) -» R(n + 2,k) 

взаимно однозначно . 

3.9. Следствие. Рассмотрим цепочку отображений надстройки: 

Д(2, к) -> Д(4, * ) -> Д(6, Jb) —• . . . 

Иниективный предел этой последовательности совпадает с Gr(k — 
1) = PGr(k) = R(oo,k). Другими словами (см. [3]), стабильная экви­
валентность конфигураций половиной размерности совпадает с го­
мологической эквивалентностью. 

Так как конфигурации не более пяти прямых однозначно опре­
деляются своим гомологическим типом [1], то множества R(n,k) 
совпадают с множествами PGr(& + 1) — Gr(fc) при ^ З и при всех 
п. Описание множеств PGr(& + 1) = Gi(k) приведено в п. 1.4. 

4. МАТРИЧНЫЕ КОНФИГУРАЦИИ 

4.1. Определения [3]. Неособой матричной конфигурацией типа 
(п,к) будем называть упорядоченный набор {то,... ,mic~i S Мп} 
из к матриц, таких, что det(m,- — rrij) ф О Vi, j , г ф j . Две конфи­
гурации 

{ m 0 ) . . . ,mk-i 6 М„} и {т'0,... ,т'к_хе Мп} 

называются изотопными, если они принадлежат одной компоненте 
связности множества неособых матричных конфигураций, эквива­
лентными, если существуют матрицы P,Q,R 6 М„, такие, что 
det(P) > 0, det(Q) > 0 и 

m'i =PrmQ + R, 

и гомологически эквивалентными, если 

sign (det(m,- - т,)) — sign (det(raj - m'j)) V i, j . 
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Очевидны импликации 
(эквивалентность) =>• (изотопность) => 
=Ф> (гомологическая эквивалентность). 

4.2. Каждой векторной конфигурации А = {Ао,... , Ак} типа (п,к) 
можно поставить в соответствие матричную конфигурацию того 
же типа. Лля этого выберем в пространстве V S Ж2" подпростран­
ство В размерности п такое, что В@Ак = V. Тогда каждое из под­
пространств Ai, г = О,. . . , к — 1 может быть представлено в виде 
графика некоторого линейного отображения <pi: В —• Ак- Условие 
неособости конфигурации равносильно невырожденности отобра­
жений <Pi — <Pj ,i,j = Q,... ,n. Зафиксируем ориентации пространств 
V и Ак и выберем на В ориентацию так, чтобы 1к(В,Ак) = 1. Ма­
трицы т,-, отображений <pi в базисах, согласованных с выбранными 
ориентациями, образуют неособую матричную конфигурацию, по 
которой однозначно восстанавливается исходная векторная кон­
фигурация. При замене базиса в пространствах Ак и В (но с той 
же ориентацией), а также при другом выборе пространства В, ма­
тричная конфигурация заменяется на эквивалентную. При любой 
жесткой изотопии векторных конфигураций, с точностью до ли­
нейного преобразования можно считать» что последнее простран­
ство Ак остается неподвижным. Поэтому жестко изотопным век­
торным конфигурациям соответствуют жестко изотопные матрич­
ные. Таким образом, имеет место 

4.3i Теорема [3]. Множество классов изотопности неособых ма­
тричных конфигураций типа (п, к) совпадает с множеством R(n, к). 
При этом прямой сумме конфигураций соответствует прямая сум­
ма матричных конфигураций, и матричные конфигурации гомологич­
ны тогда и только тогда, когда гомологичны соответствующие век­
торные конфигурации. 

Нетрудно проверить, что граф Г, построенный по векторной 
конфигурации {Ао,... ,Ак}, соответствующей матричной конфигу­
рации {то , . . . ,mjfe_i}, устроен так: 

Tij = sign (det(m,- — m7-)). 

4.4. Теорема [3]. Пусть т € Мп, det(m) > 0 и пусть (Ао,... , А*) -
произвольные попарно различные действительные числа. Тогда ма­
трицы {Аош,... , Ajtm} образуют тривиальную матричную конфигу­
рацию , т.е. соответствующая им конфигурация векторных подпро­
странств принадлежит классу Е+(п, к). 
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4.5. На множестве векторных конфигураций типа (п,к) действу­
ет симметрическая группа Sk+i- Из сказанного выше следует, что 
это действие можно перенести и на множество классов эквива­
лентности неособых матричных конфигураций т о т же типа (п.к). 
Отметим, что Sk+i действует не на множестве самих матричных 
конфигураций, а на классах их эквивалентности. Бели подстанов­
ка a G 5fc+i оставляет на месте число к, то действие <т„ очевидно: 

о у { т 0 , . . . , ть-х} = {гпст(о), • • • , т<7(>-1)}-

4.6. Теорема. Пусть а = (i,k) 6 Sk+2 ~ транспозиция. Тогда для 
любой неособой матричной конфигурации т — { т о , . . . , mj,_i}imuna 
(п, к) имеем 

а+т - { ( т 0 - пц)'1,..., (m,-_i - т , - ) _ 1 ,0 , 

(m i + i -ггц)~1,...,(гПк-\ - т * ) - 1 } . 

Доказательство. Предположив, что det(m,-) ф 0, непосредствен­
ным вычислением в координатах получим: 

сг%т = { т ; ( т 0 - ? п ; ) - 1 , . . . , тгц(т,-_1 - т , - ) _ 1 ,0 , 
rni(mi+i - mj ) - 1 , . . . ,т .г(т^_х - т ; ) - 1 } , 

а эта конфигурация эквивалентна требуемой. • 

5. ЦЕПНЫЕ КОМПЛЕКСЫ И СИМПЛИЦИАЛЬНЫЕ СХЕМЫ 

5.1. Определение. Пусть а — (а0,... , at-i) и о = (6 0 , . . . , 6;_г) - не­
особые матричные конфигурации типа (п, к) и (п,1), соответствен­
но. Через аЬ обозначим матричную конфигурацию 

с = (60 + са0,... , 60 + еак-\,Ь2,... , 6;_i) 

типа (n, fc + / — 1) с достаточно малым е. Очевидно, что класс кон­
фигурации с зависит только от классов конфигураций а и 6. 

5.2. Лемма . Пусть а, 6, с - меособ^не матричные конфигурации ти­
пов (n, fc), (n, /), (n, m) соответственно. Знаком ~ будем обозначать 
отношение изотопности. Тогда 

а) (аб)с ~ а(ос). 
б) Если аЬ ~ ас, т о 6 ~ с. 
в) .Если 6а ~ са, то Ь ~ с. 
г) Если е - конфигурация типа (п, 1), т .е. состоит из единствен­

ной матрицы, то еа ~ ае ~ а. 
д) Вели с ~ afc, т о Ее ~ (£а)(Е6). 
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5.3. Следствие. При натуральном п и при п = со множество 
оо 

Я(п) = 0Д(П )*) 

относительно указанной операции образует полугруппу с сокраще­
нием и с единицей. Отображение надстройки S : Д(п) —* Д(п + 2) 
является гомоморфизмом полугрупп. 

5.4. Определение. Через Cnf(n) обозначим полугрупповое коль­
цо полугруппы R(n): 

оо 

Cnf (n) = Z[R(n)] = ф Cnf(n, *), 

где 
Cnf(n,Jfc)=Z[ii(n,ifc)]. 

Согласно доказанному выше, Cnf(n) - ассоциативное градуиро­
ванное кольцо с единицей, и отображение надстройки 

Е: Cnf (n) -> Cnf (n + 2) 

является гомоморфизмом колец. 

5.5. Определение. Пусть а — (ао, • • • , ajt-i) - неособая матричная 
конфигурация типа (п,к). 

(а) Через d»(a) обозначим матричную конфигурацию, получа­
ющуюся из а выбрасыванием матрицы а,-. 

(б) Через d(a) обозначим сумму 
* - 1 

d(a) = ] Г ( - 1 ) Ч - ( а ) G Cnf(n, Jb - 1) = ВДп, Jb - 1)]. 
»'=0 

При втом, очевидно, d(d(a)) = 0. 

5.6. Теорема. Депной комплекс 

О *- Cnf (п, 0) *- Cnf(п, 1) «- Cnf(п, 2) f- . . . (*) 

гомотопически тривиален. 

Доказательство. Пусть х = (0, Еп) - матричная конфигурация 
типа (п, 1), состоящая из нулевой и единичной матриц. Определим 
цепную гомотопию D: Cnf(n, к) —* Cnf(n, к + 1), D(a) — а • х, т.е. 
для неособой матричной конфигурации a = (ао,... , ад,) типа (п, к) 
имеем D(a) = (еао,... ,еак,Еп) для достаточно малого е. Поэтому 
D(d(a)) + d(D(a)) = a. • 
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5.7. Следствие. Лепной комплекс Cnf(rc) ацикличен, т.е. 

Z, если г — О, 
#o(Cnf(n)) = 

О. если г > 0. 

5.8. Для данного четного натурального п определим симпли-
циальиую схему следующим образом. В качестве множества к-
мерных симплексов возьмем множество R(n,k), а в качестве опе­
раторов вырождения - отображения di: R(n, к) —•> R(n, к — 1). Гео­
метрическую реализацию этой схемы обозначим через ACnf(n). 
Другими словами, точка в пространстве ACnf(n) задается парой 
(а,е), где а е R(n,k), s € Тк. Такое представление не однознач­
но, однако для каждой точки из ACnf(n) существует единствен­
ное представление в указанном виде, в котором е,- ф 0 при всех i. 
При этом отображения надстройки продолжаются до непрерыв­
ного отображения 

Е: ACnf(n)^ACnf(n + 2). 

Таким образом, мы имеем цепочку пространств и непрерывных 
отображений 

ACnf(2) -> ACnf(4) -»• ACnf(6) - » . . . , 

инъективный предел которой - пространство ACnf(oo), строящее­
ся из множеств Я(оо,&) аналогично ACnf(n). 

По построению, симплициальный цепной комплекс простран­
ства ACnf(n) совпадает с Cnf(n), и, следовательно, 

ff8(Cnf(n)) « tf;(TCnf (п)) = 0 при г > 0. 

6. ПРОЕКТИВНЫЙ ЦЕПНОЙ КОМПЛЕКС И СИМПЛИЦИАЛЬНАЯ СХЕМА 

6.1. Исходя из конфигураций подпространств половинной раз­
мерности, в заключение можно построить еще один цепной ком­
плекс и соответствующее топологическое пространство, которые 
связаны с комплексом Cnf(n) и пространством ACnf(n) примерно 
так же, как связано аффинное пространство Mn + 1 с проективным 

6.2. Определение. Пусть / = (1о,... ,h+i) € R(n,k) - неособая 
векторная конфигурация типа (п,к). 

(а) Через d,(/) обозначим конфигурацию, получающуюся из / 
выбрасыванием матрицы /,-. 

1/2 21 Заказ 9 
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(б) Через d(l) обозначим сумму 

fc+i 
d(l) = ^ ( - 1 ) 4 ( 0 € Cnf(n, * - 1) = Z[R(n, к - 1)]. 

i = 0 

При этом, очевидно, d(d(a)) ~ 0. Мы получили цепной комплекс 

0 «- Cnf(n, 0) *- Cnf(n, 1) «- Cnf(n, 2) *-... (**) 

Аналогично тому, как в предыдущем параграфе было построено 
пространство ACnf(n), теперь мы можем построить пространство 
PCnf(n). 

Так как множество классов изотопности неособых матричных 
конфигураций типа (п, к) совпадает с множеством классов изо­
топности неособых векторных конфигураций типа {п,к), то новый 
цепной комплекс выглядит почти так же, как и предыдущий (аф­
финный). Отличие заключается в том, что для одного элемента 
/ G R(n, к) количество слагаемых у оператора d равно к+1, а у опе­
ратора d оно равно к + 2. То есть если в пространстве ACnf(n) ка­
ждой конфигурации типа (п,к) соответствует £-мерный симплекс, 
то в пространстве PCnf(n) - (к + 1)-мерный. 

В соответствии с построением, мы имеем непрерывное отобра­
жение ACnf(n) —* PCnf(n), при котором прообразом каждого сим­
плекса I € PCnf(n) являются всевозможные классы конфигураций, 
получающиеся добавлением к I еще одного подпространства. 
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