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Функции Бесселя  являются наиболее часто употребляемыми высшими трансцендентными функциями. Они чаще всего встречаются в связи с решением дифференциальных уравнений в частных производных методом разделения переменных, а  так же в связи с некоторыми определенными интегралами. Функции Бесселя являются решением дифференциального уравнения Бесселя


               d2w             dw                                  d          dw


Vpw ( z2--------- +  z---------  +( z2 - p2 )w = z------  (z-------- ) + (z2 - p2 )w =  0      (1)


                dz2              dz                                 dz           dz





или





x2 y ( +  x y (  +  ( x 2  - p2 ) y = 0 ,                    ( 1a ) ,


p -  заданная постоянная, индекс функции .


Применения его встречаются в различных вопросах астрономии , физики и техники.


Определяющее уравнение в данном случае будет 


( (( - 1 ) + ( - P2 = 0      или   (2  - P2  =  0 ,


и  его корни     ( 1 = P     (2  =  -P





ищем решение в виде  y  =  xp ( (0 + (1x +   (2 x2 +  ( ) ,


Подставляя  в левую часть уравнения (1а ) и приравнивая коэффициенты при различных степенях к нулю , получим


        xp+1       ! [ ( p + 1 )2 - p 2 ] (1 = 0 


        xp+2        ! [ ( p + 2 )2 -  p2 ] (2 + (0 = 0


        -----    ! ---------------------------------


         xp+s    ! [ ( p + s )2 - p2  ] (s +   (s-2 = 0


Подставляя  (0 = 1 и   вычисляя последовательно коэффициенты , придем к решению


                         x2                     x4                                                                    x6                             


 y1 = xp [ 1 - ----------  + ---------------------  - -------------------------------   + , , , ]        ( 2 )


                    2(2p+2)      2(4(2p+2)(2p+4)      2(4(6(2p+2)(2p+4)(2p+6)





Используя второй корень уравнения  (2 = p , можем построить второе решение уравнения (1а ).Оно может быть получено, очевидно из решения (2) простой заменой  р на  - p ,так как  уравнение (1а ) содержит только p2 и не меняется при замене : p на - p 


                      x2                                        x4                                                                    x6


y2 = x-p [1 - -----------  + ------------------------- - ---------------------------------   + , , ,  ]     ( 3 )


                   2(-2p+2)       2(4 (-2p+2) (-2p+ 4)   2(4(6(-2p+2)(-2p+4)(-2p+6) 


Разность корней определяющего уравнения равна 2р, а, следовательно, оба написанных решения будут годиться, если р не равно целому числу или половине целого не четного числа , Решение (2)  с точностью до некоторого постоянного множителя дает Бесселеву функцию р- го порядка, которую обозначают через Jp (x)  и называют цилиндрической функией первого рода. Таким образом , если р не есть целое число или половина целого числа , то общее решение уранения (1а) будет


                                        y = C1 Jp( x ) + C2 Jp (x )


Степенной ряд, входящий в решение (2) , сходится при любом значении х, в чем не трудно убедиться по обычному признаку Даламбера.


Положим теперь, что p = n, есть целое положительное число. Решение (2) сохранит свою силу , а решение (3) потеряет силу, так как,  начиная с некоторого числа , один из множителей в знаменателе членов разложения (3)  будет равен нулю. При целом положительном p = n Бесселева функция Jn (x ) определяется из формулы (2) добавлением постоянного множителя 1/ 2n n ! :


                xn                         x2                                    x4                                                    x6                                                     


Jn (x) =  ------- [ 1 - ---------- + -------------------- - ---------------------------------]           (4)


               2nn!        2(2n+2)       2(4(2n+2)(2n+4)    2(4(6(2n + 2) (2n+4)(2n+6)


Общий член в этом разложении будет:


                   xn+s


(-1)s -------------------------------------------------------------                                             ( 5 )


         2n  n!  2 ( 4 ( 6 ...  2s  (2n+2) (2n+4) (2n+6) (2n+2s)





В знаменателе каждый из 2s множителей , стоящих после 2n n ! , содержит множитель 2. Относя этот множитель к 2n,  можем переписать общий член  в виде:                  


                                 xn+2s                                                                                (-1)s                       x


(-1)s -----------------------------------------------------   =  -------------   ( -------  )n + 2s      ( 6 )


         2n+2s n! 1( 2( 3 ... s(n+1)(n+2)(n+3) ...  (n+s)         s! (n + s) !        2                                                        


       





   


Так что формула (4) может быть записана в виде:


              (      (-1)             x


Jn (x) =  ( ----------   (------- )n + 2s                                                                                                                            ( 7 )


              s=0  s!(n+s)        2                                                                         


                                                                                                                                        Дифференциальное уравнение (1) является предельным случаем гипергеометрического дифференциального уравнения. Оно имеет регулярную особую точку при z=0 и нерегулярную особую точку при z=- (  .Все остальные точки являются для этого уравнения обыкновенными. Обычный метод получения решения линейного дифференциального уравнения в окрестности регулярной  особой точки приводит к решениям:


               (                (-1)k                                                z


Jp (z) = ( -------------------------------  .  ( ---- )2k +p                                                                          (8)


              k=0        Г ( k+1) Г ( k + p + 1 )          2





Первое решение Jp(z) называют функцией Бесселя первого рода;


z - независимое переменное


р - порядок функции Бесселя.               


                   z             (           (-1)k                   z


Jp (z) = (------  ) p    ( --------------------- (------) 2k                                     


                   2             k=0   k  (  Г (k+ P +1 )       2 





Функция Бесселя определена рядом (8) сходящемся на всей плоскости. При действительных значениях аргумента и индекса (р=v - действительное число) функция Бесселя действительна, график ее имеет вид затухающего колебания. При четном индексе Б.ф. четна, при нечетном - нечетна. Если порядок р является вещественным числом, а независимое переменное z положительно, то функция Jp принимает вещественные значения. Все четыре функции Бесселя однозначны в плоскости z, разрезанной вдоль отрицательной полуоси от 0 до - (  .Если р не является целым числом, то они имеют точку ветвления при z=0. Функция Бесселя первого рода является очевидно, целой функцией от р.











Асимптотическое разложение модуля и фазы.


v- фиксированное , x- большое положительное число.


                            ( = 4v2      


                   


           2             1      ( - 1                 1 ( 3                (( - 1) ( ( - 9)                  1 ( 3 ( 5 


Mv2 ( ---- {1 + --- -------------   + ------------   (  ------------------------------  +  ---------------    


        ( x             2     (2x)2                         2   (   4                     ( 2 x )4                       2 ( 4 ( 6          





( ( - 1) ( ( - 9) ( ( - 25)


------------------------------- +  ( } ,                                                                                 (9)


                ( 2 x ) 6











                 1            1                   ( - 1              ( ( - 1) ( ( - 25 )        ( ( - 1 ) ( (2 - 114 (+


(v  (  x - {---  v  + ----- } (  +   ----------   +    ---------------------   +  --------------------------


                   2          4                 2 ( 4 x )                  6 ( 4 x )3


                     





1073 )                  ( ( - 1 ) (5 (3 - 1535 ( + 54703 ( - 375733 )


---------------  + -----------------------------------------------------  + (                               (10)


5 (4 x )5                                       14 ( 4 x )7 








Jv ( x ) = Mv COS (v                                                                                                        (11)


- формула вычисления функции Бесселя для больших значений аргумента.                                                                                                                     


                         2      kk


       Jp( x ) = (------- ( (- 1 ) [k/2]    (k   Bk (x )						(12)


                        ( x    k=0





[  k/2  ] - целая часть k/2 ;


                


         (  cos (  при  к четном


(k =  (


         (  sin (  при  к  нечетном


                (


( = x -  ----  ( p + 1/2 );


                2





B0( x ) = 1;


                 kk        4  p2  - ( 2s - 1 )


Bk ( x ) =  ( �--------------------   ;


             s=1        8 s x





	Для расчета значений функций Бесселя 1-го рода были написаны 3 программы: Bessel1.pas по формуле (8), Bessel2.pas по формулам (9)-(11) и Bessel3.pas по формулам (8) и (12). 


По первой программе рассчитаны функции Бесселя для следующих параметров: 


1) p=0, k=10, 0 <  x  < 8.


2) p=0.5, k=10, 0 < x < 4.


3) p=1,   k=10,  ‘-‘


4) p=2,  k=10, ‘-‘


5) p=3,  k=10, ‘-‘


6) p=5,  k=10, ‘-‘


7) p=6,  k=10, ‘-‘


8) p=0,  k=5, ‘-‘


9) p=1,  k=5, ‘-‘


10) p=0, k=3, ‘-‘


11) p=1,  k=3, ‘-‘.


По второй программе рассчитаны функции Бесселя для следующих параметров:


1) p=0,   4<  x < 43.


2) p=1, ‘-‘


3) p=0,    50 < x < 245.


4) p=1.5, 50 < x < 245.


Полученные результаты приведены в таблицах и на графиках. Из сравнения с табличными значениями видно, что расчеты по формуле (8) при заданных параметрах хорошо совпадают до х=4, а затем начинаются расхождения.


По формулам (9) - (11) рассчитывались значения функции Бесселя для х>4. Они также достаточно хорошо совпадают с табличными данными. Ее график приведен на рисунке 2.


По программе 3 рассчитаны функции Бесселя для следующих параметров 


	k = 10.


1) p= 0      0 < x < 8   


2) p=0.5         


3) p = 1     


4) p = 2      


5) p = 5     


Полученные результаты приведены в таблице.





Описание   работы  с  программами





В программе задана постоянная величина длина слагаемых ряда k = 10.


В начале работы программы требуется ввести 


1) индекс функции р,


2) начальное значение аргумента Х ,


3) шаг по Х :    dx.


4) количество шагов по Х  :   кх ,


Желательно чтобы оно не превышало 20, чтобы все результаты остались на экране. После расчета функции на экран выдаются значения   x  и   J. Затем предлагается ввести целое число ( на экране появляется буква m ). Если оно равно нулю, то работа программы завершается, если не равно нулю, то программа предлагает провести новые расчеты.


Программы написаны на языке Turbo Paskal ,  рассчитаны на компьютере IBM PC 486. Время счета для одного значения :


     для первой программы    0.008 секунд,


     для второй программы     0.015 секунд.
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