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Введение

Методы Рунге-Кутты применяются для численного решения обыкновенных дифференциальных уравнений, характеризуются двумя параметрами (p,n) p-порядок метода, n-количество шагов. Использование методов высоких порядков значительно сокращает объем вычислений, поэтому нахождение формул Рунге-Кутты представляет большой практический интерес. Классический метод имеет порядок 4,методы порядка 5 достаточно хорошо изучены. В настоящей работе имеем дело с методами порядка 6.

Нахождение методов Рунге-Кутты сводится к решению большой системы полиномиальных  уравнений. Методы порядка 6 сводятся к решению 37 уравнений с 28 переменными. В общем виде эту систему уравнений решить не удается.

В результате большого количества попыток численного решения были обнаружены методы для которых b2=b3=b4=0. Среди известных семейств 6 порядка эти методы еще не были изучены, т.е. мы натолкнулись на неизвестные ранее методы порядка 6.

Естественно, возникает вопрос нельзя ли найти для случая b2=b3=b4=0 решение аналитически. Этот вопрос и рассматривается в данной работе с большим успехом.

Для решения данной проблемы мы использовали пакет Maple, который позволяет приводить подобные члены, раскрывать скобки и разлагает на множители.

Данная дипломная работа состоит из введения, двух глав, двух приложений.

Основной результат работы сформулирован на с. 15 –18.

Глава 1. Общая структура формулы Рунге-Кутты.

Любой одношаговый метод Рунге-Кутты описывается формулой вида
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Вещественные параметры bi, cj  и aij определяют метод. Формулу (1) называют s-этапной, или s-стадийной  формулой, так как она основана на s вычислениях функции f, представляющей производную решения. Если aij = 0 при j > i для всех i векторов ki может быть вычислен явным образом по значениям ki ,…ki-1.Поэтому такие формулы называются явными.

Если aij = 0 при j > i и aii 
[image: image5.wmf]¹

0, то каждое ki неявно определяется уравнением   
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В этом случае необходимо каким-либо способом вычислить приближенное значение ki, например, с помощью итераций по методу Ньютона. Такие методы Рунге-Кутты называют диагонально неявными. Тем самым выполнение одного шага диагонально неявным методом включает решение s нелинейных систем алгебраических или трансцендентных уравнений размерности m с помощью итерационной процедуры. Если метод не является явным или диагонально неявным, его называют неявным. В этом случае все ki должны вычисляться  одновременно. Поэтому выполнение одного шага неявным методом  включает итерационное решение системы алгебраических или трансцендентных уравнений, размерность которого равна ms. На первый взгляд такой процесс решения представляется довольно дорогим. Однако Бутчер (1976) и Бикарт (1977) разработали эффективные приемы решения. Эти приемы существенно уменьшают вычислительные затраты, особенно для одного подкласса неявных методов ‑ так называемых однократно неявных методов.
Применение явных методов много проще, чем неявных. С другой стороны, неявные методы обладают свойствами устойчивости и контрактивности, которые делают их пригодными для решения жестких задач. Применение явных методов к жестким задачам обычно приводит к неприемлемо суровым ограничениям на длину шага.

Коэффициенты в формуле (1) обычно подчиняются условию
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которое мы так же будем считать выполненным. Почти все существующие методы удовлетворяют этому условию (см., однако, Оливер (1973) и Златев (1981)). Это условие можно мотивировать следующим соображением. Пусть одна из компонент вектора решения у (обозначим ее u) удовлетворяет условиям ù(t) = 1, u(0) = 0. Очевидно, что u(t) = t. Тогда из (3) вытекает, что 

tn + ci
[image: image8.wmf]t

= un + ci
[image: image9.wmf]t

.

Многие авторы предпочитают переписывать формулу (1) в виде

yn+1 = yn + 
[image: image10.wmf]t
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где
Yi = yn + 
[image: image13.wmf]t
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Отметим, что

Yi = yn + 
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 EMBED Equation.3  [image: image17.wmf]å

=

s

j

1

aij kj           (5)

Yi можно интерпретировать как аппроксимацию y(t) в промежуточной 
точке t = tn + ci
[image: image18.wmf]t

.

Иногда запись (4) оказывается более удобной.

Компактное представление метода Рунге-Кутты дает так называемая 
таблица Бутчера:


с1
а11 … а1s


c2
a21 … a2s

=
…
  …


cs
as1 … ass



b1 … bs

Классический метод Рунге-Кутты четвертого порядка определяется следующей таблицей Бутчера
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Глава 2. 7-ми шаговые методы Рунге-Кутты порядка 6

§1 Общие сведения о методах Рунге-Кутты 6 порядка

Методы Рунге-Кутты, используемые для численного решения обыкновенных дифференциальных уравнений, характеризуются двумя параметрами (p, n) – порядком метода и количеством шагов соответственно. Естественно, что при фиксированном порядке (точности) метода, количество шагов хотелось бы минимизировать. Классические методы Рунге-Кутты имеют параметры (4, 4). К настоящему времени известны методы с параметрами (5, 6), (6, 7), (7, 9), (8, 13) и некоторые другие.

В данной работе рассматривается 7-ми шаговый метод Рунге-Кутты 6-го порядка. Он задается матрицей А:
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0

коэффициенты матрицы должны удовлетворять 37 уравнениям Бутчера, соответствующих деревьям веса < 5.

§2 Обозначения

Для записи уравнений Бутчера примем следующие обозначения:
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Для двух векторов 
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x =
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через x(y обозначим вектор


x1 y1

x =
…


xn yn

вектор, состоящий из одних единиц обозначим символом е:


1

e =
…


1

Сумму координат векторов х обозначим через {x}.

§3 Система уравнений

Опишем 37 уравнений Бутчера соответствующих деревьям веса < 5.

1) {b} = 1;

2) {b ( Ãe} = 
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1

;

3) {b ( Ã2e} = 
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4) {b ( Ãe ( Ãe} = 
[image: image29.wmf]3
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;

5) {b ( Ã3e} = 
[image: image30.wmf]24
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;

6) {b ( Ã2e ( Ãe} = 
[image: image31.wmf]8

1

;

7) {b ( Ãe ( Ãe ( Ãe} = 
[image: image32.wmf]4

1

;

8) {b ( Ã(Ãe ( Ãe)} = 
[image: image33.wmf]12

1

;

9) {b ( Ã4e} = 
[image: image34.wmf]120

1

;

10) {b ( Ã(Ã2e ( Ãe)} = 
[image: image35.wmf]40

1

;

11) {b ( Ã(Ãe ( Ãe ( Ãe)} = 
[image: image36.wmf]20

1


12) {b ( Ã2(Ãe ( Ãe)} = 
[image: image37.wmf]60

1

;

13) {b ( Ã3e ( Ãe} = 
[image: image38.wmf]30

1

;

14) {b ( Ã(Ãe ( Ãe) ( Ãe} = 
[image: image39.wmf]15

1

;

15) {b ( Ã2e ( Ã2e} = 
[image: image40.wmf]20

1

;

16) {b ( Ã2e ( Ãe ( Ãe} = 
[image: image41.wmf]10

1

;

17) {b ( Ãe ( Ãe ( Ãe ( Ãe} = 
[image: image42.wmf]5

1

;

18) {b ( Ã5e} = 
[image: image43.wmf]720

1

;

19) {b ( Ã2(Ã2e ( Ãe)} = 
[image: image44.wmf]240

1

;

20) {b ( Ã2(Ãe ( Ãe ( Ãe)} = 
[image: image45.wmf]120

1


21) {b ( Ã3(Ãe ( Ãe)} = 
[image: image46.wmf]360
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;

22) {b ( Ã(Ã3e ( Ãe)} = 
[image: image47.wmf]180
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;

23) {b ( Ã(Ã(Ãe ( Ãe) ( Ãe} = 
[image: image48.wmf]90
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;

24) {b ( Ã(Ã2e ( Ã2e)} = 
[image: image49.wmf]120
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;

25) {b ( Ã(Ã2e ( Ãe ( Ãe)} = 
[image: image50.wmf]10
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;

26) {b ( Ã(Ãe ( Ãe ( Ãe ( Ãe)} = 
[image: image51.wmf]30

1

;

27) {b ( Ã4e ( Ãe} = 
[image: image52.wmf]144

1

;

28) {b ( Ã(Ã2e ( Ãe) ( Ãe} = 
[image: image53.wmf]48

1

;

29) {b ( Ã(Ãe ( Ãe ( Ãe) ( Ãe} = 
[image: image54.wmf]24
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;

30) {b ( Ã2(Ãe ( Ãe) ( Ãe} = 
[image: image55.wmf]72
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;

31) {b ( Ã2e ( Ã3e} = 
[image: image56.wmf]72
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;

32) {b ( Ã2e ( Ã(Ãe ( Ãe)} = 
[image: image57.wmf]36
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;

33) {b ( Ã3e ( Ãe ( Ãe} = 
[image: image58.wmf]36
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;

34) {b ( Ã(Ãe ( Ãe) ( Ãe ( Ãe} = 
[image: image59.wmf]18
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;

35) {b ( Ã2e ( Ã2e ( Ãe} = 
[image: image60.wmf]24

1

;

36) {b ( Ã2e ( Ãe ( Ãe ( Ãe} = 
[image: image61.wmf]12
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;

37) {b ( Ãe ( Ãe ( Ãe ( Ãe ( Ãe} = 
[image: image62.wmf]6

1

;

Более подробно эти уравнения расписаны в приложении 1 c. 20.

§4 Упрощающее предположение

b7a71 + b6a61 + b5a51 + b4a41 + b3a31 + b2a21 = b1

b7a72 + b6a62 + b5a52 + b4a42 + b3a32 = (1 – c2)b2
b7a73 + b6a63 + b5a53 + b4a43 = (1 – c3)b3
b7a74 + b6a64 + b5a54 = (1 – c4)b4

b7a75 + b6a65 = (1 – c5)b5

b7a76 = (1 – c6)b6

0 = (1 – c7)b7

0 = 0

где через ci обозначена сумма чисел в i –ой строке матрицы А.

§5 Решение системы

При использовании упрощающего предположения из 37 уравнений остается только 21, соответствующие неодноногим деревьям

1) b1 + b2 + b3 + b4 + b5 +b6 + b7 =1;

2) b2c2+ b3c3+ b4c4+ b5c5+b6c6+ b7 =
[image: image63.wmf]2
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;

4) b2c22+ b3c32+ b4c42+ b5c52+b6c62+ b7 =
[image: image64.wmf]3
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;

6) {b ( Ã2e ( Ãe} = 
[image: image65.wmf]8
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;

7) b2c23+ b3c33+ b4c43+ b5c53+b6c63+ b7 =
[image: image66.wmf]4
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;

13) {b ( Ã3e ( Ãe} = 
[image: image67.wmf]30

1

;

14) {b ( Ã(Ãe ( Ãe) ( Ãe} = 
[image: image68.wmf]15

1

;

15) {b ( Ã2e ( Ã2e} = 
[image: image69.wmf]20

1

;

16) {b ( Ã2e ( Ãe ( Ãe} = 
[image: image70.wmf]10

1

;

17) b2c24+ b3c34+ b4c44+ b5c54+b6c64+ b7 =
[image: image71.wmf]5

1

;

27) {b ( Ã4e ( Ãe} = 
[image: image72.wmf]144

1

;

28) {b ( Ã(Ã2e ( Ãe) ( Ãe} = 
[image: image73.wmf]48

1

;

29) {b ( Ã(Ãe ( Ãe ( Ãe) ( Ãe} = 
[image: image74.wmf]24

1

;

30) {b ( Ã2(Ãe ( Ãe) ( Ãe} = 
[image: image75.wmf]72

1

;

31) {b ( Ã2e ( Ã3e} = 
[image: image76.wmf]72

1

;

32) {b ( Ã2e ( Ã(Ãe ( Ãe)} = 
[image: image77.wmf]36

1

;

33) {b ( Ã3e ( Ãe ( Ãe} = 
[image: image78.wmf]36

1

;

34) {b ( Ã(Ãe ( Ãe) ( Ãe ( Ãe} = 
[image: image79.wmf]18

1

;

35) {b ( Ã2e ( Ã2e ( Ãe} = 
[image: image80.wmf]24

1

;

36) {b ( Ã2e ( Ãe ( Ãe ( Ãe} = 
[image: image81.wmf]12

1

;

37) b2c25+ b3c35+ b4c45+ b5c55+b6c65+ b7 =
[image: image82.wmf]6

1

;

Будем решать эту систему уравнений для случая b2 = b3 = b4 = 0. Так как мощности машины не хватает, пришлось взять еще с2 = 
[image: image83.wmf]7

1

.

Из уравнений (2, 4, 7, 17, 37) найдем переменные b5 , b6 , b7 , c5 ,c6 .

Так как b2 = b3 = b4 = 0, то получим

b5c5 + b6c6 + b7 = 
[image: image84.wmf]2

1


b5c52 + b6c62 + b7 = 
[image: image85.wmf]3

1


b5c53 + b6c63 + b7 = 
[image: image86.wmf]4

1


b5c54 + b6c64 + b7 = 
[image: image87.wmf]5

1


b5c55 + b6c65 + b7 = 
[image: image88.wmf]6

1


В результате получим b5 = b6 = 
[image: image89.wmf]12

5

, b7 = 
[image: image90.wmf]12

1

.

Для c5 и с6 имеются две возможности либо 

с5 = 
[image: image91.wmf]10
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с6 = 
[image: image92.wmf]10
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либо 

с5 = 
[image: image93.wmf]10
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,
с6 = 
[image: image94.wmf]10
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Выберем первый вариант ответа, т.е. 

с5 = 
[image: image95.wmf]10
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 ,
с6 = 
[image: image96.wmf]10
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Из уравнения 1) b1 + b2 + b3 + b4 + b5 +b6 + b7 =1 вычислим b1.

b1 = 1‑ 
[image: image97.wmf]12
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=

-

-


Итак, b1 = 
[image: image98.wmf]12

1

.

В результате проделанной работы из 21 уравнения осталось 15 уравнений (6, 13, 14, 15, 16, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36)
Перепишем матрицу А, подставляя уже известные значения
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[image: image104.wmf]12
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[image: image105.wmf]12
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Выразим переменные а76 , а75 , а74 , а73., а72  из упрощающего предложения
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Подставляя известные значения получим

а76,= 
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а74 = ‑5а64 – 5а54

а73.= ‑5а63 – 5а53
а72 = ‑5а62 – 5а52

В результате проделанных действий у нас осталось 12 переменных с3 , с4 , а32 , а42 , а43 , а52., а53 , а54 , а62 , а63 , а64., а65 .

Из уравнений (14, 16, 29, 34, 36) выразим переменные: а53 , а54 , а63 , а64., а65 (см. приложение 2 с. 30) 

Относительно этих переменных система линейная.

Остались переменные с3 , с4 , а32 , а42 , а43 , а52., а62  и 6 уравнений (13, 27, 28, 30, 31, 33).

Из 28-го уравнения линейно выразим а62 (см. приложение 2 с. 31)

Из 13-го уравнения линейно выразим а32 (см. приложение 2 с. 31)

Остались переменные с3 , с4 , а42 , а43 , а52. и уравнения (27, 30, 31, 33).

Рассмотрим уравнение номер 30 (см. приложение 2 с. 33). Оно раскладывается на два нетривиальных сомножителя:

I. 266a43c3 + 7 + 38a42 – 35c4 – 98c4
II. 1470a43c34 – 1078a43c33 + 406a43c32 – 602a43c32c4 – 686c42c32 + + 98c4c32 + 86a42c32 + 98c4a43c3 – 42a43c3 + 686c43c3  ‑ 86a42c3c4 – ‑ 21c4c3 + 49c3c4 – 14a42c3 – 147c43 + 14c4a42 + 21c42.

Из каждого сомножителя можно выразить а43 через остальные переменные. Возьмем первый сомножитель, получим
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При полученном а43, все оставшиеся уравнения (27, 31, 33) обратятся в ноль.

Если брать а43 из второго сомножителя, то наша система не упрощается, а становится еще более сложной. Поэтому мы рассматриваем только первый случай. Таким образом, мы получаем свободные переменные: с3 , с4 ,а42 , а52 . Итак:
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Итак, мы получили пятимерное семейство 7 шагового метода Рунге-Кутты порядка 6, удовлетворяющих условию b2 = b3 = b4 = 0, со свободными переменными с2 , с3 , с4 , а42 , а52 .
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