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Введение

Методы Рунге-Кутты, используемые для численного решения обыкновенных дифференциальных уравнений, характеризуются двумя основными параметрами (p,n), где p- порядок метода, n-количество шагов. Использование методов высоких порядков значительно сокращает объем вычислений,  поэтому нахождение формул Рунге-Кутты представляет большой практический интерес. Классические методы Рунге-Кутты имеют параметры (4,4). К настоящему времени известны методы с параметрами (5,6),(6,7),(7,9),(8,13).

Для нахождения n-шагового метода Рунге-Кутты требуется найти действительную матрицу А. Коэффициенты этой матрицы должны удовлетворять некоторой системе полиномиальных уравнений. Количество переменных для n-шагового метода Рунге-Кутты равно 
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 EMBED Equation.3  [image: image2.wmf]. 

В настоящей работе имеем дело с методами 5-го порядка. Для методов 5-го порядка система состоит из 17 полиномиальных уравнений. 

Первоначально Рунге и Кутта выписывали уравнения, разлагая их в ряд Тейлора. Но так как вычисления получаются очень громоздкими, то в начале 60-х годов Дж.  Бутчер предложил способ записи этих уравнений с помощью деревьев. А именно, каждому дереву сопоставляется одно уравнение по некоторым правилам. В таком виде запись получается более компактной. Для удобства  зафиксируем  значение дерева.

Деревом будем называть граф без циклов с отмеченной вершиной (корнем). Считается, что корень дерева расположен внизу. 

Аналитический способ решения уравнений Бутчера оказывается чрезвычайно сложным делом. Количество переменных и уравнений может достигать нескольких сотен. В общем виде уравнения до сих пор не решены, известны лишь отдельные решения. Их можно выписать явно. Но они оказываются слишком громоздкими.

В данном случае, нас интересует 6-ти шаговый метод Рунге-Кутты порядка 5, а точнее нахождение коэффициентов матрицы, которые удовлетворяют 17  уравнениям Бутчера.

Перед тем как искать коэффициенты матрицы, решать выше указанную систему уравнений сделаем некоторые преобразования, а именно введем “упрощающее предположение”. Это некоторое дополнительное соотношение, с помощью которого основная система упрощается. Упрощающее предположение позволяет выразить часть переменных через остальные.

Цель работы.
Решить систему из 17 уравнений в общем виде не удается, поэтому приходится использовать упрощающие предположения. В дипломной работе строится семейство методов, для которыx b2
[image: image3.wmf]¹

0 (в общем случае), то есть дополнительные упрощающие предположения не выполнены. Здесь кроме того, при решении системы уравнений возникает частный случай b2=0, который с успехом рассматривается в работе.
Настоящая работа посвящена поискам способов решения системы уравнений, представленной одним из нерассмотренных случаев.

Для решения данной проблемы мы использовали пакет MapleVII, который позволяет приводить подобные члены, раскрывать скобки, разлагает на множители.

Данная дипломная работа состоит из введения, 5-х глав, 3-х приложений. В первой главе описывается метод Рунге-Кутты, даются определения, раскрывается суть метода. Во второй главе выписываются уравнения Бутчера для коэффициентов метода Рунге-Кутты порядка 5. Третья глава содержит преобразования системы полиномиальных уравнений, а четвертая глава ее решение. В пятой главе рассмотрен случай, когда b2=0.

Глава 1. Общие сведения о методе Рунге-Кутты

Методы Рунге-Кутты применяются для численного решения обыкновенных дифференциальных уравнений.

Пусть дано дифференциальное уравнение y(=f(x,y) с начальными условиями у=у0 при х=х0. Функция  f(x,y) имеет непрерывные производные до к+1 порядка и можно записать:
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Пусть x-x0=h
При достаточно малом h, член  
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(|x-x0|k+1)  можно отбросить и получим:
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Рунге предложил составить линейную комбинацию для вычисления (у0.
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где bi-постоянные;
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(i, aij – постоянные,

(1=0.

Таким образом,
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Зная (i, aij и выбрав шаг h, мы можем вычислить все ki(h).

Здесь   (i, aij , bi  -коэффициенты, задающие методы Рунге-Кутты.

При этом коэффициенты удовлетворяют следующим условиям:
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или, иначе,  (i=
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[image: image15.wmf]
Для нахождения n-шагового метода Рунге-Кутты требуется найти действительную матрицу А коэффициенты которой удовлетворяют некоторой системе полиномиальных уравнений. В случаях (p=7,…,10) мы получаем нелинейную систему от нескольких десятков (или даже сотен) переменных и еще больше уравнений. В настоящее время не существует общих способов ее решения. Нахождение каждого отдельного решения является большой проблемой.

Таким образом, n-шаговый метод Рунге-Кутты порядка p задается с помощью нижнетреугольной  n(n  матрицы Ã вида:

                                                Ã=
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и вектора b =(b1,…bn) длины n.

Их можно объединить в одну расширенную матрицу А размера (n+1)((n+1):

                                                  A=
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Матрицы А и Ã будем отождествлять с соответствующими линейными операторами в пространствах Rn и Rn+1. 

Рассмотрим основные операции над векторами в пространстве R
[image: image18.wmf]1
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  (вектора будем записывать в виде столбика).

Определение 1

Для двух векторов

                                x=
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     и     y=
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через    x*y   будем обозначать вектор

                                          x*y=
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Определение 2
Вектор, состоящий из единиц, обозначим символом  e:   

e=
[image: image22.wmf]÷
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Определение 3 

Сумму координат вектора x обозначим через {х}.

Глава 2. Построение векторов Фt(Ã)

Определение 1
-деревом будем называть связный граф без циклов с отмеченной вершиной (корнем). Будем считать, что корень дерева расположен внизу.

-через t0 обозначим дерево, состоящее из одного корня.

-для двух деревьев t1 и t2 через t 1t2 обозначим дерево, получающееся объединением корней деревьев t1 и t2.

-для любого дерева t через (t обозначим дерево, полученное добавлением еще одной вершины “под” корнем. Дерево (t – всегда однородное.

-любое дерево может быть получено из t0 комбинацией операций ( и умножения.

-для любого дерева t через обозначим количество вершин ((t) дерева минус один (то есть количество ребер). Число ((t) будем называть “весом” дерева.

-для любого дерева t через ((t) обозначим произведение по всем вершинам а,  кроме корня (((ta)+1);

((t)=((t)(((t)+1).

Определение 2 

Для любого дерева t и квадратной матрицы Ã определим вектор Фt(Ã) следующим образом.

 Для дерева t0 положим Фt0(Ã)=е, где е=(1,…,1). 

 Для дерева (t положим Ф(t(Ã)=ÃФt(Ã), где Ã*( - произведение матрицы на вектор.

 Для двух деревьев t1 и t2 положим Фt1t2(Ã)=Фt1(Ã)*Фt2(Ã).

Так как с помощью операций ( и умножения деревьев из дерева t0 можно получить все деревья, то этих правил достаточно для полного задания оператора Ф.

     Применяя это правило получаем:

№       Фt(Ã)                                          Дерево                 ((t)            ((t)

1) Фt0(Ã)=e                                                                     1              1  

2) Фt1(Ã)=Ãe                          , где  t1=(t0                                 1              2   

3) Фt2(Ã)=Ã2e                         , где t2=(2t0                                2              6

4) Фt3(Ã)=Ãe*Ãe                    , где t3=((t0)2                            1              3  
5) Фt4(Ã)=Ã3e                          , где t4=(3t0                    6             24 

6) Фt5(Ã)=Ã2e*Ãe                    , где t5=(2t0((t0              2             8

7) Фt6(Ã)=Ãe*Ãe*Ãe               , где t6=((t0)3                 1             4

8) Фt7(Ã)=Ã(Ãe*Ãe)                , где t7=(((t0((t0)          3            12   

9) Фt8(Ã)=Ã4e                           , где t8=(4t0                 24           120

10) Фt9(Ã)=Ã2(Ãe*Ãe)               , где t9=(2((t0((t0)      12            60

11) Фt10(Ã)=Ã(Ã2e*Ãe)              , где t10=(((2t0((t0)      8             40

12) Фt11(Ã)=Ã(Ãe*Ãe*Ãe)         , где t11=((((t0)3)         4             20  

13) Фt12(Ã)=Ã3e*Ãe                    , где t12=(3t0((t0                 6             30

14) Фt13(Ã)=Ãe*Ã(Ãe*Ãe)    , где t13=(t0(((((t0((t0))3    3             15

15) Фt14(Ã)=Ã2e*Ã2e                    , где t14=(2t0((2t0              4             20 

16) Фt15(Ã)=Ã2e*Ãe*Ãe               , где t15=(2t0((t0((t0    2             10

17) Фt16(Ã)=Ãe*Ãe*Ãe*Ãe          , где t16=((t0)4                  1              5 

Глава 3. Уравнения Бутчера для коэффициентов  метода Рунге-Кутты порядка 5

Теорема[1](уравнения Бутчера).

Нижнетреугольная матрица Ã и вектор b задают метод Рунге-Кутты порядка p тогда и только тогда, когда для каждого дерева веса меньшего p выполнено равенство:

                                            {b(Фt(Ã)}=
[image: image23.wmf])
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      Решение этой системы полиномиальных (нелинейных) уравнений является весьма сложной задачей и в полном виде она не решена до сих пор.

 Обозначения.

Для записи уравнений Бутчера примем следующие обозначения:

Ã=
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Для того чтобы метод Рунге-Кутты имел порядок точности 5, должны выполняться следующие уравнения:

1) {b}=1,

2) {b(Ãe}=
[image: image25.wmf]2

1

,

3) {b(Ã2e}=
[image: image26.wmf]6

1

,

4) {b(Ãe(Ãe}=
[image: image27.wmf]3

1

,

5) {b(Ã3e}=
[image: image28.wmf]24

1

,

6) {b(Ã2e(Ãe}=
[image: image29.wmf]8

1

,

7) {b(Ãe(Ãe(Ãe}=
[image: image30.wmf]4

1

,

8) {b(Ã(Ãe(Ãe)}=
[image: image31.wmf]12

1

,

9) {b(Ã4e}=
[image: image32.wmf]120

1

,

10) {b(Ã2(Ãe(Ãe)}=
[image: image33.wmf]60

1

,

11) {b(Ã(Ã2e(Ãe)}=
[image: image34.wmf]40

1

,

12) {b(Ã(Ãe(Ãe(Ãe)}=
[image: image35.wmf]20

1

,

13) {b(Ã3e(Ãe}=
[image: image36.wmf]30

1

,

14) {b(Ãe(Ã(Ãe(Ãe)}=
[image: image37.wmf]15

1

,

15) {b(Ã2e(Ã2e}=
[image: image38.wmf]20

1

,

16) {b(Ã2e(Ãe(Ãe}=
[image: image39.wmf]10

1

,

17) {b(Ãe(Ãe(Ãe(Ãe}=
[image: image40.wmf]5

1

.

Глава 4. Преобразование системы уравнений

для  коэффициентов 6-шагового метода Рунге-Кутты                                                                                                                                                                                                                                                                                                                 порядка 5 и ее решение
Из [1] известно, что любой метод Рунге-Кутты, в частности, 6-ти шаговый метод Рунге-Кутты порядка 5, удовлетворяет основному (классическому) упрощающему предположению.

Упрощающее предположение

Воспользуемся основным упрощающим предположением [1]:

(1) b6a61+b5a51+b4a41+b3a31+b2a21=b1,

(2) b6a62+b5a52+b4a42+b3a32=(1-c2)b2,

(3) b6a63+b5a53+b4a43=(1-c3)b3,

(4) b6a64+b5a54=(1-c4)b4,

(5) b6a65=(1-c5)b5,

(6) 0=(1-c6)b6,

(7) 0=0.

Где через ci обозначена сумма чисел в i-ой строке матрицы Ã .

При использовании упрощающего предположения из 17 уравнений остаются только 10:

1) {b}=1,

2) {b(Ãe}=
[image: image41.wmf]2

1

,

3) {b(Ãe(Ãe}=
[image: image42.wmf]3

1

,

4) {b(Ã2e(Ãe}=
[image: image43.wmf]8

1

,

5) {b(Ãe(Ãe(Ãe}=
[image: image44.wmf]4

1

,

6) {b(Ã3e(Ãe}=
[image: image45.wmf]30

1

,

7) {b(Ãe(Ã(Ãe(Ãe)}=
[image: image46.wmf]15

1

,

8) {b(Ã2e(Ã2e}=
[image: image47.wmf]20

1

,

9) {b(Ã2e(Ãe(Ãe}=
[image: image48.wmf]10

1

,

10)  {b(Ãe(Ãe(Ãe(Ãe}=
[image: image49.wmf]5

1

.           
Выпишем полученную систему уравнений. Из (6) строки упрощающего предположения следует, что с6=1, поэтому далее это уравнение использоваться не будет.

Вместе с упрощающим предположением получаем систему из 15 уравнений:

(1) b6a61+b5a51+b4a41+b3a31+b2a21=b1,

(2) b6a62+b5a52+b4a42+b3a32=(1-c2)b2,

(3) b6a63+b5a53+b4a43=(1-c3)b3,

(4) b6a64+b5a54=(1-c4)b4,

(5) b6a65=(1-c5)b5,

(6) b1+b2+b3+b4+b5+b6=1,

(7) b2c2+b3c3+b4c4+b5c5+b6c6=
[image: image50.wmf]2
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,

(8) b2c22+b3c32+b4c42+b5c52+b6c62=
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(9) b2c23+b3c33+b4c43+b5c53+b6c63=
[image: image52.wmf]4

1

,

(10) b2c24+b3c34+b4c44+b5c54+b6c64=
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[image: image54.wmf]8

1

,
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Эта система избыточна: после некоторых преобразований несколько уравнений окажутся следствием остальных. А именно, нас будут интересовать только уравнения (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,14,15). Причем, в уравнениях (11,14,15) мы сделаем следующую замену:

                             Ãe=ci,   где i=2,…,6

                                           Ã2e=dk,  где k=3,…,6

Тогда система примет вид:

(1) b6a61+b5a51+b4a41+b3a31+b2a21=b1,

(2) b6a62+b5a52+b4a42+b3a32=(1-c2)b2,

(3) b6a63+b5a53+b4a43=(1-c3)b3,

(4) b6a64+b5a54=(1-c4)b4,

(5) b6a65=(1-c5)b5,

(6) b1+b2+b3+b4+b5+b6=1,
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(9) b2c2 3+b3c3 3+b4c4 3+b5c53+b6c6 3=
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,

(10) b2c2 4+b3c3 4+b4c4 4+b5c5 4+b6c6 4=
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,

(11) b3d3+b4d4+b5d5+b6d6=
[image: image63.wmf]6
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,

(12) b3d3 2+b4d42+b5d52+b6d62=
[image: image64.wmf]20
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,

(13) b3c3d3+b4c4d4+b5c5d5+b6c6d6=
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,

(14) b3d3c32+b4d4c42+b5d5c52+b6d6c62=
[image: image66.wmf]10
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Через переменные ci, dk k=3,…,6, i=2,…6 выражается значительное количество уравнений.

Наша  цель-отыскать переменные ci, dk, bi , где k=3,…,6, i=2,…6 из четырнадцати уравнений.                
Для нахождения решения системы поступим следующим образом.

Переменные  c2, c3, c4, c5, b2 объявим свободными, то есть разрешим им принимать произвольные значения. Все остальные попытаемся выразить через них. 

В рассматриваемом ниже алгоритме  будем предполагать, что все значения c2, c3, c4, c5  различны и отличны от единицы, в противном случае первая же рассматриваемая система линейных уравнений будет иметь не одно решение, а бесконечно много. Таким образом, если условие не выполнено, это не означает, что решений такого типа нет, просто рассматриваемый алгоритм их не охватывает.

Для наглядности параллельно с общими рассуждениями проведем вычисления и для некоторых конкретных значений свободных переменных:
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Сначала из линейной системы уравнений: (7,8,9,10) выразим переменные b3, b4, b5, b6 через свободные. В численном примере получим:
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Затем из уравнения (6) найдем b1:
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Таким образом, переменные ci, bi , где i=2…6  найдены.

После подстановки найденных значений ci, bi  в систему выражаем из уравнений (11,13,14) переменные d3, d4, d5:

d3=
[image: image81.wmf]9

1
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В итоге, у нас осталось только уравнение (12) и одна переменная d6. Она входит в уравнение квадратично. Это означает, что при одних значениях свободных переменных мы получаем два решения, при других - одно, а при некоторых значениях переменных решений не будет вовсе.
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Таким образом, нами найдены переменные  b3, b4, b5, b6, d3, d4, d5, d6 , c2, c3, c4, c5, c6,  где ci – конкретные значения, b2 – свободная переменная. Они совпали со значениями переменных в работе Г.М. Хаммуда, который решал систему в общем виде и находил полные решения.
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Глава 5. Решение системы уравнений при b2=0

Если b2 положить равным 0, то указанное выше квадратное уравнение будет иметь ровно один корень, то есть мы получаем один метод Рунге-Кутты. Он в точности совпадает с методом, найденным в работах Г.М. Хаммуда, С.Н. Сергеевой. Таким образом, найденное семейство решений является расширением семейства.

Аналогично случаю b2(0, положим что  c2, c3, c4, c5 являются свободными переменными, то есть им разрешено принимать произвольные значения. Все остальные переменные выражаются через них. В данном случае, не присваивая переменным  c2, c3, c4, c5 конкретных значений решение системы можно довести до конца.

Сначала из уравнений (7,8,9,10) выражаем переменные b3, b4, b5, b6  через свободные. Они оказались следующими:                             
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Таким образом, переменные  b2, b3, b4, b5, b6, c2, c3, c4, c5, c6 найдены.

После подстановки найденных bi-ых, ci-ых в исходную систему выразим из уравнений (11,13,14) переменные d3, d4, d5 :                   
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В итоге, у нас осталось только уравнение (12) и одна переменная d6.  Находим ее :                 
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Итак, мы получили следующее при произвольных значениях с2, с3, с4, с5, с6:                      
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                                           Заключение

В дипломной работе было представлено 6-мерное семейство 6-шаговых методов Рунге-Кутты порядка 5. Рассмотрен частный случай не исследованный ранее, когда b2=0.

В рассмотренных случаях между решением каркасной системы и решением полной системы  наблюдается взаимооднозначное соответствие.

В ходе работы была построена каркасная система, исследована и получены решения.
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