Введение.

Современный математический аппарат дает возможность строить модели, описывающие явления и процессы, происходящие в природе и обществе. Огромное множество таких моделей задается при помощи сложных дифференциальных уравнений и их систем.

Классическая теория позволяет найти решение лишь незначительной части от общего объема классов дифференциальных уравнений. Однако бывает достаточно получить лишь приближенное решение дифференциального уравнения с необходимой точностью. Поэтому с появлением быстродействующих компьютеров возрос интерес к численным методам решения дифференциальных уравнений и их систем.

Наиболее часто используемыми в прикладной математике методами решения задачи Коши являются явные методы Рунге-Кутта различного порядка.

Исследованием методов Рунге-Кутта занимались Бутчер Дж., Фельберг и др.

Методы Рунге-Кутта характеризуются двумя параметрами (p, n), где p – порядок метода, n – количество шагов (или стадий). Классическими принято называть 4-х стадийные методы 4 порядка. Именно они и были найдены в оригинальных работах Хойна, Рунге и Кутта.

В дальнейших исследованиях данного вопроса делаются попытки описать методы Рунге-Кутта более высоких порядков. Естественно, что при фиксированном порядке (точности) метода количество шагов хотелось бы минимизировать. К настоящему времени достаточно хорошо изучены методы порядка 5. Методы более высоких порядков до сих пор изучены мало, известны лишь некоторые из них.

Такая ситуация обусловлена тем, что для нахождения n-шагового метода Рунге-Кутта требуется определить матрицу A, коэффициенты которой удовлетворят некоторой системе нелинейных (полиномиальных) уравнений. В практически важных случаях (p=7..10) мы получаем систему от нескольких десятков (или даже сотен) переменных и еще большего количества уравнений. В настоящее время не существует общих способов ее решения. Нахождение каждого отдельного решения является большой проблемой.

В нашей работе рассматриваются 7-шаговые методы Рунге-Кутта порядка 6. Задача нахождения подобных методов сводится к решению 37-ми уравнений от 28 переменных. До настоящего времени решить эту систему уравнений в общем виде не удается.

Цель работы: построение уравнений Бутчера для 7-ми шаговых методов Рунге-Кутта порядка 6, определение подходящей замены переменных и выделение из общей системы уравнений подсистемы, называемой каркасом, и затем исследование и изучение свойств этой подсистемы, с целью оптимального выбора свободных переменных для каркасной системы. Нахождение решений системы уравнений в частных случаях, используя систему компьютерной алгебры.

Глава I. Методы Рунге-Кутта для обыкновенных дифференциальных уравнений.

§ 1.1. N-шаговый метод Рунге-Кутта порядка p.

Пусть дано дифференциальное уравнение
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с начальными условиями 
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Определение 1. Пусть n – целое положительное число (количество «стадий» или «этапов») и
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- вещественные коэффициенты. Тогда метод
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называется n-стадийным (n-шаговым) явным методом Рунге-Кутта для задачи (1).

Идея метода Рунге-Кутта состоит в том, что y(x0 + h), где h= x – x0, представляется в виде линейной комбинации:
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где bi – постоянные, описанные в определении метода Рунге-Кутта,
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– постоянные, указанные в определении 1. 

Обычно коэффициенты 
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удовлетворяют условиям:
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Определение 2. Метод Рунге-Кутта имеет порядок p, если для достаточно гладких задач вида (1)
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где C – некоторая константа, т.е. если ряды Тейлора для точного решения y(x0+h) и для y1 совпадают до члена hp включительно.

Таким образом, методы Рунге-Кутта, используемые для численного решения обыкновенных дифференциальных уравнений, характеризуются двумя основными параметрами (p,n) - порядком метода и количеством шагов соответственно. Естественно, что при фиксированном порядке (точности) метода, количество шагов хотелось бы минимизировать.

Классические методы имеют параметры (4,4). К настоящему времени [4] известны методы с параметрами (5,6), (6,7), (7,9) (8,13) и некоторые другие.

§ 1.2. Обозначения, принятые для метода Рунге-Кутта.

Для того чтобы дальнейшие рассуждения были более компактны и эффективны, нам будет удобно ввести следующие обозначения.

Каждый n-шаговый метод Рунге-Кутта порядка p задается нижнетреугольной (n x n) матрицей 
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вида:
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и вектором b = (b1, b2, … , bn) длины n.
Их можно объединить в одну расширенную матрицу A размера (n+1) х (n+1):


[image: image14.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

0

...

...

...

...

...

...

0

0

...

0

0

...

0

0

0

...

0

0

2

1

32

31

21

n

b

b

b

a

a

a

A

.

Матрицы А и 
[image: image15.wmf]A
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 будем отождествлять с соответствующими линейными операторами в пространствах Rn и Rn+1.

Векторы обычно будем представлять в виде матрицы из одного столбца.

Для двух векторов
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через 
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 обозначим вектор
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Скалярное произведение векторов-столбцов находится, как обычно:

(x,y) = x1 y1 + … + xn yn.

Вектор, состоящий из одних единиц, обозначим символом e, вектор, составленный из bi - символом b:
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§ 1.3. Общие сведения о методах Рунге-Кутта порядка 6.

Как говорилось ранее, методы Рунге-Кутта, используемые для численного решения задачи Коши для обыкновенного дифференциального уравнения, характеризуются двумя параметрами (p, n) - порядком метода и количеством шагов соответственно.

При фиксированном порядке (точности) метода, количество шагов хотелось бы минимизировать. Однако существуют так называемые барьеры Бутчера, ограничивающие процесс минимизации количества стадий метода.

Теорема 1. При p>=5 не существует явных методов Рунге-Кутта порядка p с числом стадий n = p.

Доказательство. Смотри [4].

В нашей работе рассматривается 7-ми шаговый метод Рунге-Кутта порядка 6. Он задается матрицей 
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 вида:
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и вектором b = (b1, b2, b3 ,b4 ,b5 ,b6,b7).

Задача нахождения подобных методов сводится к решению системы из 37-ми нелинейных уравнений от 28 переменных. Бутчером [1] было найдено аналитическое семейство решений при условии b2=0. Позднее обнаружены [5] численные решения не входящие в семейство решений, описанное Бутчером. Значит, для методов Рунге-Кутта вида (6, 7) существуют другие семейства решений, которые хотелось бы описать аналитически. Но до настоящего времени решить систему уравнений для нахождения коэффициентов метода в общем виде не удается.

Глава II. Уравнения Бутчера.

§ 2.1. «Метод деревьев».

Система уравнений, которой должны удовлетворять коэффициенты метода Рунге-Кутта, весьма громоздка. Будем рассматривать общую структуру условий, определяющих порядок метода, или условий порядка, как их называют для краткости.

В первых работах условия порядка находились, в основном, путем разложения функции f(x,y) в степенной ряд. Со временем способ вывода этих условий прошел большую эволюцию. Он совершенствовался главным образом под влиянием работ Дж.Бутчера.

В начале 60-х годов Дж. Бутчер предложил [1] эффективный способ описания этих уравнений с помощью деревьев («метод деревьев»).

Чтобы описать указанную систему уравнений, каждому дереву с не более чем p вершинами сопоставляется одно и только одно уравнение на коэффициенты матрицы А. Такие уравнения называются уравнениями Бутчера.

Определение 3.
а) Деревом будем называть связный граф без циклов с отмеченной вершиной (корнем). Будем считать, что корень дерева расположен внизу.

б) Пусть a - некоторая вершина в дереве t, через ta обозначим дерево, состоящее из всех вершин дерева t, лежащих над a.

в) Через t0 обозначим дерево, состоящее из одного корня.

г) Для двух деревьев t1 и t2 через t1t2 обозначим дерево, получающееся объединением корней деревьев t1 и t2.

д) Для любого дерева t через (t обозначим дерево, полученное из t добавлением еще одной вершины «под» корнем. Дерево (t всегда одноногое. (Заметим, что любое дерево может быть получено из t0 комбинацией операций 
[image: image21.wmf]a

 и умножения.)

е) Для любого дерева t через (( t ) обозначим количество вершин дерева минус один (т.е. количество ребер). Число (( t ) будем называть «весом» дерева.

ж) Для любого дерева t через (( t ) обозначим произведение по всем вершинам a, кроме корня ((( t( )+1); через 
[image: image22.wmf]g

( t ) – произведение


[image: image23.wmf]d

( t )( ( ( t )+1).

Определение 4. Для любого дерева t и квадратной матрицы A определим вектор Фt(A) следующим образом:

· для дерева t0 положим 
[image: image24.wmf]e
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, где е = (1, … ,1);

· для дерева (t положим Ф(t (A) = AФt(A), где AФt(A) - произведение матрицы на вектор;

·  для двух деревьев t1 и t2  положим 
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(

*

)

(

)

(

2

1

2

1

A

A

A

t

t

t

t

F

F

=

F

. (Операция 
[image: image26.wmf]*

 определена в §1.2.)

Так как с помощью операций ( и умножения деревьев из дерева t0 можно получить все деревья, то этих правил достаточно для полного задания оператора Ф.

В таблице 1 приведены 8 деревьев и соответствующие им векторы Фt(A).
Таблица 1

Некоторые случаи задание оператора Ф.

	n
	w
	дерево
	Фt(A)
	(( t )
	
[image: image27.wmf]g

( t )

	1
	0
	t0
	e
	1
	1

	2
	1
	t1=αt0
	Ae
	1
	2

	3
	2
	α2 t0
	A2e
	2
	6

	4
	2
	t1t1
	Ae*Ae
	1
	3

	5
	3
	α3 t0
	A3e
	6
	24

	6
	3
	t1t2
	Ae*A2e
	2
	8

	7
	3
	t1t1t1
	Ae*Ae*Ae
	1
	4

	8
	3
	α(t1t1)
	A(Ae*Ae)
	3
	8


§ 2.2. Уравнения Бутчера для 7-шагового метода Рунге-Кутта порядка 6.

Теорема 2. Чтобы метод Рунге-Кутта имел порядок точности p, необходимо и достаточно выполнения равенств

(b, Фt(Ã)) =1/((t)

для всех деревьев t порядка меньшего или равного p. Эта система

уравнений и называется системой Бутчера.

Доказательство. См. [4].

Эта теорема позволяет сосчитать число условий порядка для

любого p. Для p=6 имеем 37 условий порядка. Выпишем их, используя обозначения, введенные в §1.2.

1) (b, e) = 1;

2) (b, Ã e) = 1/2;
3) (b, Ã2e) = 1/6;
4) (b,  Ãe * Ãe) = 1/3;
5) (b,  Ã3e) = 1/24;
6) (b,  Ã2e * Ãe) = 1/8;
7) (b,  Ãe * Ãe * Ãe ) = 1/4;
8) (b,  Ã(Ãe * Ãe)) = 1/12;
9) (b,  Ã4e) = 1/120;
10) (b,  Ã(Ã2e * Ãe)) = 1/40;
11) (b,  Ã(Ãe * Ãe * Ãe)) = 1/20;
12) (b,  Ã2(Ãe * Ãe)) = 1/60;
13) (b,  Ã3e * Ãe) = 1/30;
14) (b,  Ã(Ãe * Ãe) * Ãe ) = 1/15;
15) (b,  Ã2e * Ã2e) = 1/20;
16) (b,  Ã2e * Ãe * Ãe ) = 1/10;
17) (b,  Ãe * Ãe * Ãe * Ãe) = 1/5;
18) (b,  Ã5e) = 1/720;
19) (b,  Ã2(Ã2e * Ãe)) = 1/240;
20) (b,  Ã2(Ãe * Ãe * Ãe)) = 1/120;
21) (b,  Ã3(Ãe * Ãe)) = 1/360;
22) (b,  Ã(Ã3e * Ãe)) = 1/180;
23) (b,  Ã(Ã(Ãe * Ãe) * Ãe)) = 1/90;
24) (b,  Ã(Ã2e * Ã2e)) = 1/120;
25) (b,  Ã(Ã2e * Ãe * Ãe)) = 1/10;
26) (b,  Ã(Ãe * Ãe * Ãe * Ãe)) = 1/30;
27) (b,  Ã4e * Ãe) = 1/144;
28) (b,  Ã(Ã2e * Ãe) * Ãe) = 1/48;
29) (b,  Ã(Ãe * Ãe * Ãe) * Ãe) = 1/24;
30) (b,  Ã2(Ãe * Ãe) * Ãe) = 1/72;
31) (b,  Ã2e * Ã3e) = 1/72;
32) (b,  Ã2e * Ã(Ãe * Ãe)) = 1/36;
33) (b,  Ã3e * Ãe * Ãe) = 1/36;
34) (b,  Ã(Ãe * Ãe) * Ãe * Ãe) = 1/18;
35) (b,  Ã2e * Ã2e * Ãe) = 1/24;
36) (b,  Ã2e * Ãe * Ãe * Ãe ) = 1/12;
37) (b,  Ãe * Ãe * Ãe * Ãe * Ãe ) = 1/6.
Заметим, что выписать уравнения с использованием коэффициентов нижнетреугольной матрицы Ã достаточно трудно из-за громоздкости их левых частей.

Глава III. Каркас метода Рунге-Кутта.

§ 3.1. Определения.

Коэффициенты aij, bi метода Рунге-Кутта записываются в виде нижнетреугольной матрицы A с нулевой диагональю:
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размера (n+1) x (n+1). Количество неизвестных (без упрощающих предположений) равно n(n+1)/2, где n - количество стадий.

Коэффициенты 
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 удовлетворяют упрощающему предположению, предложенному Куттой (см. §1.1):
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Кратко эти условия можно записать так
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Используя обозначения, введенные в §1.2, это соотношение можно переписать в виде:

Ã е = с,

где  
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Ã – матрица, которая получается из А вычеркиванием последней строки.

Определение 5. Полным каркасом метода Рунге-Кутта называется набор переменных
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где первый столбец ci1 совпадает с переменными ci, описанными выше: ci1 = ci = Ã e , второй столбец ci2= Ã2e, третий ci3= Ã3e и так далее.

Теорема 3. Коэффициенты aij выражаются через сij в полиномиальном виде, то есть в виде полиномиальных функций.

Доказательство. См. [6].
Из теоремы следует, что набор переменных cij, bj эквивалентен набору aij, bi, то есть переменные cij являются просто новой системой координат на том же пространстве. Значит, всю систему уравнений Бутчера можно переписать в новых координатах. Но в новой системе координат полная система уравнений Бутчера получается еще более громоздкой, чем первоначальная. Порядок уравнений в новой системе также сильно возрастает, поэтому попытка просто перейти к новой системе переменных оказывается неудачной. Тем не менее, эту идею можно использовать. Рассмотрим следующее определение.

Определение 6. Каркасом k-го порядка метода Рунге-Кутта называется набор из первых k столбцов матрицы полного каркаса C.

Таким образом, каркас 1-го порядка состоит из коэффициентов ci1 = ci = Ã e, каркас 2-го порядка - из двух векторов ci1 = Ã e и ci2= Ã2e и так далее.

Оказывается, что значительную часть уравнений Бутчера можно выписать, используя лишь каркас небольшого порядка и вектор b=(b1, b2, …, bn).
§ 3.2. Каркас второго порядка для 7-стадийных методов Рунге-Кутта порядка 6.

Построим каркас второго порядка для 7-шагового метода Рунге-Кутта порядка 6.

Коэффициенты aij, bi метода Рунге-Кутта записываются в виде нижнетреугольной матрицы A с нулевой диагональю:


[image: image34.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

7

6

5

4

3

2

1

76

75

74

73

72

71

65

64

63

62

61

54

53

52

51

43

42

41

32

31

21

b

b

b

b

b

b

b

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

A

.

Матрица 
[image: image35.wmf]A
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получается из матрицы A вычеркиванием последней строки:
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Исходя из определения каркаса второго порядка, при исходном наборе переменных aij, bi вводим новые переменные сi1, ci2 по формулам:

ci1 = Ã e;

ci2= Ã2e.

В нашем случае (p=6, n=7) имеем:
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Более подробно:
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Переменные сi1 заменяют переменные аi1, а переменные сi2 вводятся вместо переменных ai2.

Переменные аi1 выражаются через сi1 и остальные аij по формулам:
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Обратная замена переменных сi2 на ai2 осуществляется по следующим формулам:
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Таким образом, мы заменили часть переменных (ai1, ai2) на другие (ci1, ci2).

Для удобства записей введем следующие обозначения:
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Запишем систему уравнений Бутчера в новых переменных ci, di:

1) (b,  e) = 1;

2) (b,  с) = 1/2;
3) (b,  d)= 1/6;
4) (b,  c * c) = 1/3;
5) (b,  Ã3e) = 1/24;
6) (b,  d * c) = 1/8;
7) (b,  c * c * c) = 1/4;
8) (b,  Ã(c * c)) = 1/12;
9) (b,  Ã4e) = 1/120;
10) (b,  Ã(d * c)) = 1/40;
11) (b,  Ã(c * c * c)) = 1/20;
12) (b,  Ã2(c * c)) = 1/60;
13) (b,  Ã3e * c) =  1/30;
14) (b,  Ã(c * c) * c) = 1/15;
15) (b,  d * d) = 1/20;
16) (b,  d * c * c) = 1/10;
17) (b,  c * c * c * c) = 1/5;
18) (b,  Ã5e) = 1/720;
19) (b,  Ã2(d * c)) = 1/240;
20) (b,  Ã2(c * c * c)) = 1/120;
21) (b,  Ã3(c * c)) = 1/360;
22) (b,  Ã(Ã3e * c )) = 1/180;
23) (b,  Ã(Ã(c * c) * c)) = 1/90;
24) (b,  Ã(d * d)) = 1/120;
25) (b,  Ã(d * c * c)) = 1/10;
26) (b,  Ã(c * c * c * c)) = 1/30;
27) (b,  Ã4e * c) = 1/144;
28) (b,  Ã(d * c) * c) = 1/48;
29) (b,  Ã(c * c * c) * c) = 1/24;
30) (b,  Ã2(c * c) * c) = 1/72;
31) (b,  d * Ã3e) = 1/72;
32) (b,  d * Ã(c * c)) = 1/36;
33) (b,  Ã3e * c * c) = 1/36;
34) (b,  Ã(c * c) * c * c) = 1/18;
35) (b,  d * d * c) = 1/24;
36) (b,  d * c * c * c) = 1/12;
37) (b,  c * c * c * c * c) = 1/6.
Заметим, что из всей системы 37-ми уравнений Бутчера часть уравнений зависит только от переменных bi, ci, di. Это уравнения 1) – 4), 6), 7), 15) – 17), 35) – 37).

Таким образом, всего у нас имеется 18 "каркасных" переменных:

b1, b2, b3, b4, b5, b6, b7,

c2, c3, c4, c5, c6, c7,

d3, d4, d5, d6, d7.

Запишем систему уравнений, содержащую каркас второго порядка:
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Система в развернутом виде выглядит следующим образом:

(0)   b1+ b2+ b3+ b4+ b5+ b6+ b7 = 1;

(1)   b2 c2+ b3 c3+ b4 c4+ b5 c5+ b6 c6+ b7 c7 = 1/2;

(2)   b2 c22+ b3 c32+ b4 c42+ b5 c52+ b6 c62+ b7 c72 = 1/3;

(3)   b2 c23+ b3 c33+ b4 c43+ b5 c53+ b6 c63+ b7 c73 = 1/4;

(4)   b2c24+ b3c34+ b4c44+ b5c54+ b6c64+ b7c74 = 1/5;

(5)   b2c25+ b3c35+ b4c45+ b5c55+ b6c65+ b7c75 = 1/6;

(6)   b3 d3+ b4 d4+ b5 d5+ b6 d6+ b7 d7 = 1/6;

(7)   b3 d32+ b4 d42+ b5 d52+ b6 d62+ b7 d72 = 1/20;

(8)   b3 c3 d3+ b4 c4 d4+ b5 c5 d5+ b6 c6 d6+ b7 c7 d7 = 1/8;

(9)   b3 c32 d3+ b4 c42 d4+ b5 c52 d5+ b6 c62 d6+ b7 c72 d7 = 1/10;

(10) b3 c33 d3+ b4 c43 d4+ b5 c53 d5+ b6 c63 d6+ b7 c73 d7 = 1/12;

(11) b3 c3 d32+ b4 c4 d42+ b5 c5 d52+ b6 c6 d62+ b7 c7 d72 = 1/24.

Уравнение вида (0) - это единственное уравнение в системе Бутчера, содержащее b1, поэтому оно используется лишь в самом конце для нахождения b1 и в дальнейшем не рассматривается.

Система уравнений вида (1) – (11) и есть "каркасная" система уравнений.

Цель нашей работы исследовать и изучить свойства полученной системы уравнений с целью оптимального выбора свободных переменных.

§ 3.3. Некоторые упрощения каркасной системы.

Детальное изучение каркасной системы уравнений [6] показывает, что будет удобно вместо переменных di ввести новые переменные ei по следующим формулам:
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Уравнения (6) – (11) после такой замены и линейных преобразований исходной системы станут однородными, что несколько упростит  решение системы:

(1)   b2 c2+ b3 c3+ b4 c4 + b5 c5+ b6 c6+  b7 c7 = 1/2;

(2)   b2 c22+ b3 c32+ b4 c42+ b5 c52+ b6 c62+ b7 c72 = 1/3;

(3)   b2 c23+ b3 c33+ b4 c43+ b5 c53+ b6 c63+ b7 c73 = 1/4;

(4)   b2c24+ b3c34+ b4c44+ b5c54+ b6c64+ b7c74 = 1/5;

(5)   b2c25+ b3c35+ b4c45+ b5c55+ b6c65+ b7c75 = 1/6;

(6)   b3 e3+ b4 e4+ b5 e5+ b6 e6 – ( b2 c22)/2 = 0;

(7)   b3 e32+ b4 e42+ b5 e52+ b6 e62+ (b2 c24)/4 = 0;

(8)   b3 c3 e3+ b4 c4 e4+ b5 c5 e5+ b6 c6 e6  - (b2 c23)/2 = 0;

(9)   b3 c32 e3+ b4 c42 e4+ b5 c52 e5+ b6 c62 e6  - (b2 c24)/2 = 0;

(10) b3 c33 e3+ b4 c43 e4+ b5 c53 e5+ b6 c63 e6 - (b2 c24)/2 = 0;

(11) b3 c3 e32+ b4 c4 e42+ b5 c5 e52+ b6 c6 e62+ (b2 c25)/4 = 0.

Известно упрощающее предположение [4], из которого следует, что с7=1, d7=1/2 или, что тоже самое, e7=0.

§ 3.4. Выбор свободных переменных для решения каркасной системы.

Итак, получили систему из 11 уравнений от 15 неизвестных: b2, b3, b4, b5, b6, b7, c2, c3, c4, c5, c6, e3, e4, e5, e6. Решений у данной системы бесконечно много. Попробуем решать ее различными способами: будем сами задавать свободные переменные.

В идеале хотелось бы все выбранные переменные оставить свободными и получить явные формулы, выражающие остальные переменные через свободные. Но в данном случае не хватает мощности компьютера для решения системы, поэтому мы придаем свободным переменным конкретные значения.

1) В качестве свободных переменных возьмем  b2, c3, c4, c5. Если

b2 = 1/3;
c3 = 1/5;
c4 = 1/7;
  c5 = 1/11,

то получаем следующие решения для c2, c6:
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Заметим, что часть решений выражается через корни уравнений, которые невозможно разрешить в явном виде.

Для остальных случаев включения переменных bi (i=3, …,7), в набор свободных переменных:

· (c3, c4, c5, b3); (c3, c4, c5, b4); (c3, c4, c5, b5); (c3, c4, c5, b6); (c3, c4, c5, b7);

· (c3, c4, c6, b2); (c3, c4, c6, b3); (c3, c4, c6, b4); (c3, c4, c6, b5); (c3, c4, c6, b6); (c3, c4, c6, b7);

· (c3, c5, c6, b2); (c3, c5, c6, b3); (c3, c5, c6, b4); (c3, c5, c6, b5); (c3, c5, c6, b6); (c3, c5, c6, b7);

· (c4, c5, c6, b2); (c4, c5, c6, b3); (c4, c5, c6, b4); (c4, c5, c6, b5); (c4, c5, c6, b6); (c4, c5, c6, b7)

получаем также неоднозначное решение.

Значит, переменные bi (i=3, …,7) нерационально включать в набор свободных при нахождении решения каркасной системы.

2) В качестве свободных переменных возьмем c3, c4, c5, c6. Зададим им значения. Например,  (c3, c4, c5, c6) =[image: image55.wmf]é

ë

ê

ê

ù

û

ú

ú

,

,

,

1

5

1

7

1

11

1

13

.

Получаем следующее решение каркасной системы:
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При перестановке значений любой пары свободных (сi,cj), 3
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6, соответствующие значения переменных bi, ei (3
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i,j
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6), также меняются местами, а значения b2, c2 не изменяются. Поэтому можно предположить, что функции b2(c3, c4, c5, c6), c2(c3, c4, c5, c6) симметричны относительно свободных переменных c3, c4, c5, c6. Более внимательный анализ исходной системы уравнений показывает, что это так и есть.
Попытаемся увеличить степень свободы  насколько это возможно, то есть будем решать каркасную систему, не задавая всем свободным переменным конкретных значений.

Ниже приведены случаи, для которых нами получены точные решения каркасной системы:
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(c3, c4, c5, c6) =[image: image83.wmf]é
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(c3, c4, c5, c6) =[c3, 1/7, c5, c6], (c3, c4, c5, c6) = [1/5, c4, c5, c6].
Обратим внимание, что во всех рассмотренных случаях получаем один набор решений. Решение каркасной системы при
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смотри в приложении 2.
Таким образом, нам удалось найти аналитическое решение каркасной системы при числе свободных переменных (без задания им конкретных значений) равном трем. Для всех четырех свободных переменных это сделать не удается из-за недостаточности мощности компьютера.

Единственный набор решений каркасной системы так же получаем, если в качестве свободных переменных взять (c2, c3, c4, c5), (c2, c3, c4, c6), (c2, c3, c5, c6), (c2, c4, c5, c6). Но эти наборы свободных переменных в отличие от набора (c3, c4, c5, c6) не обладают таким существенным свойством, как симметрия.

Вывод.

При решении каркасной системы для 7-шагового метода Рунге-Кутта порядка 6 в качестве свободных следует брать один из перечисленных наборов переменных:

(c3, c4, c5, c6), (c2, c3, c4, c5), (c2, c3, c4, c6), (c2, c3, c5, c6), (c2, c4, c5, c6).

В этих случаях все остальные переменные можно выразить через свободные однозначно.

Важным свойством одного из исследуемых наборов свободных переменных (c3, c4, c5, c6) является симметрия получаемого решения, то есть переменные с2 и b2 выражаются через свободные таким образом, что функции b2(c3, c4, c5, c6), c2(c3, c4, c5, c6) симметричны по любой паре переменных c3, c4, c5, c6.

Заключение.

В ходе исследования нами

· изучена теория методов Рунге-Кутта;

· построена система уравнений Бутчера для 7-ми шаговых методов Рунге-Кутта порядка 6;

· выделен каркас второго порядка из общей системы уравнений Бутчера для метода Рунге-Кутта вида (6; 7);

· проведено исследование полученной подсистемы.

В результате выполнения работы найдены наиболее оптимальные наборы свободных переменных для решения каркасной системы: (c3, c4, c5, c6), (c2, c3, c4, c5), (c2, c3, c4, c6), (c2, c3, c5, c6), (c2, c4, c5, c6). В этих случаях все остальные переменные можно выразить через свободные однозначно.

Важным свойством одного из исследуемых наборов свободных переменных (c3, c4, c5, c6) является симметрия получаемого решения, то есть переменные с2 и b2 выражаются через свободные таким образом, что функции b2(c3, c4, c5, c6), c2(c3, c4, c5, c6) симметричны по любой паре переменных c3, c4, c5, c6.
 Нами также получено большое количество точных решений каркасной системы при различных значениях свободных переменных.

Хотя получить решение в общем виде пока не удалось (из-за громоздкости решаемой системы), найденная симметрия в решениях уравнений позволяет надеяться на отыскание общего решения каркасной системы. Что, в свою очередь, дает возможность сравнительно просто получить решение полной системы уравнений Бутчера для нахождения 7-стадийных методов Рунге-Кутта порядка 6.
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Приложения.

Приложение 1

Maple-программа для решения каркасной системы.

Свободные c3,c4,c5,c6

di = ci^2/2+ei
> restart;
> c7:=1: e7:=0:
> #b2 := 1/7: 
> #c2 := 1/5:
> c3 := 1/5:
> c4 := 1/7:
> c5 := 1/11: 
> c6 := 1/13:
> d7 := 1/2; d6 := c6^2/2+e6; d5 := c5^2/2+e5; d4 := c4^2/2+e4; d3 := c3^2/2+e3; 
> d4_:= d3*c4^2*(c4-c2)*(3*d3*c2-2*d3*c3-c2*c3^2+c3^3)/
>       (-d3*c2^2*c3^2-2*d3*c2^2*c3*c4-2*d3*c3^3*c4+
>        d3*c2*c3^3+4*d3*c2*c3^2*c4-2*d3^2*c2*c3+
>        2*d3^2*c2*c4+c2^2*c3^3*c4-2*c2*c3^4*c4+c3^5*c4);
> numer(factor(d4-d4_));
> eq1 := b2*c2   + b3*c3   + b4*c4   + b5*c5   +b6*c6  +b7*c7- 1/2;
> eq2 := b2*c2^2 + b3*c3^2 + b4*c4^2 + b5*c5^2 +b6*c6^2+b7*c7^2- 1/3;
> eq3 := b2*c2^3 + b3*c3^3 + b4*c4^3 + b5*c5^3 +b6*c6^3+b7*c7^3- 1/4;
> eq4 := b2*c2^4 + b3*c3^4 + b4*c4^4 + b5*c5^4 +b6*c6^4+b7*c7^4- 1/5;
> eq5 := b2*c2^5 + b3*c3^5 + b4*c4^5 + b5*c5^5 +b6*c6^5+b7*c7^5- 1/6;  
> eq6 := b3*d3    +   b4*d4      + b5*d5      +b6*d6   +b7*d7- 1/6;
> eq7 := b3*d3^2 +   b4*d4^2   + b5*d5^2   +b6*d6^2+b7*d7^2- 1/20;
> eq8 := b3*c3*d3 + b4*c4*d4 + b5*c5*d5 +b6*c6*d6+b7*c7*d7- 1/8;
> eq9 := b3*c3^2*d3+b4*c4^2*d4+b5*c5^2*d5+b6*c6^2*d6+b7*c7^2*d7-1/10;
> eq10:= b3*c3^3*d3+b4*c4^3*d4+b5*c5^3*d5+b6*c6^3*d6+b7*c7^3*d7-1/12;
> eq11:= b3*c3*d3^2+b4*c4*d4^2+b5*c5*d5^2+b6*c6*d6^2+b7*c7*d7^2-1/24;
> eq1 :=factor(eq1); 
> eq2 :=factor(eq2); 
> eq3 :=factor(eq3); 
> eq4 :=factor(eq4); 
> eq5 :=factor(eq5); 
> eq6 :=factor(eq6-eq2/2); 
> eq7 :=factor(eq7-eq9+eq4/4); 
> eq8 :=factor(eq8-eq3/2); 
> eq9 :=factor(eq9-eq4/2); 
> eq10:=factor(eq10-eq5/2); 
> eq11:=factor(eq11-eq5/4-eq10); 
Система уравнений готова
> sol:=solve( {eq6, eq8, eq9, eq10 }, {e3, e4, e5, e6} );
> assign(sol);
> e3:=factor(e3); e4:=factor(e4); e5:=factor(e5); e6:=factor(e6);e7:=factor(e7);
> factor(d3); factor(d4); factor(d5); factor(d6);factor(d7);
> eq1 :=factor(eq1); 
> eq2 :=factor(eq2); 
> eq3 :=factor(eq3); 
> eq4 :=factor(eq4); 
> eq5 :=factor(eq5); 
> eq6 :=factor(eq6); 
> #eq7 :=factor(eq7); 
> eq8 :=factor(eq8); 
> eq9 :=factor(eq9); 
> eq10:=factor(eq10); 
> #eq11:=factor(eq11); 
> sol:=solve( {eq1, eq2, eq3,eq4, eq5 }, {b3, b4, b5, b6,b7} );
> assign(sol);
> b2:=factor(b2); b3:=factor(b3); b4:=factor(b4); b5:=factor(b5);b6:=factor(b6);
> c2:=factor(c2); c3:=factor(c3); c4:=factor(c4); c5:=factor(c5);c6:=factor(c6);
> e3:=factor(e3); e4:=factor(e4); e5:=factor(e5); e6:=factor(e6);e7:=factor(e7);
> eq1 :=factor(eq1); 
> eq2 :=factor(eq2); 
> eq3 :=factor(eq3); 
> eq4 :=factor(eq4); 
> eq5 :=factor(eq5); 
> eq6 :=factor(eq6); 
> eq8 :=factor(eq8); 
> eq9 :=factor(eq9); 
> eq10:=factor(eq10); 
чтобы не было корня с c2=0 лишний раз поделили на c2:

> eq7 :=factor(eq7/c2^4):length(eq7); 
> eq11:=factor(eq11/c2^4):length(eq11); 
чтобы не было корня с b2=0 лишний раз поделили на b2:

eq11:=factor((c2*eq7-eq11)/b2^3/c2^4/(c2-c3)/(c2-c4)/(c2-c5)/(c2-c6)):length(eq11);

> eq11:=factor((c2*eq7-eq11)/b2^3):length(eq11);
> [c3, c4, c5, c6];
> sol := solve({eq7,eq11},{b2,c2});
> assign(sol);
> b2:=factor(b2); b3:=factor(b3); b4:=factor(b4); b5:=factor(b5);b6:=factor(b6);
> c2:=factor(c2); c3:=factor(c3); c4:=factor(c4); c5:=factor(c5);c6:=factor(c6);
> e3:=factor(e3); e4:=factor(e4); e5:=factor(e5); e6:=factor(e6);e7:=factor(e7);
Приложение 2

Решение каркасной системы в случае (c3, c4, c5, c6) = =[image: image88.wmf]é
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