Уважаемый председатель комиссии!

Уважаемые члены комиссии!

Позвольте представить вам квалификационную работу на тему «Аналитическое исследование алгоритма Лукаса-Канады».
Цель работы – аналитически исследовать алгоритм Лукаса-Канады и конкретизировать значения некоторых параметров алгоритма. 

Алгоритм Лукаса-Канады применяется к обработке цифровых изображений. Любое изображение можно представить как дискретную функцию, заданную на двумерной плоскости в целочисленных точках. Значением этой функции в каждой точке является яркость изображения. Алгоритм Лукаса-Канады служит для нахождения векторного поля движения точек между парой изображений. Это поле называют также оптическим потоком.

В самом простом виде задача отыскания оптического потока формулируется следующим образом:

Пусть I и J – дискретно заданные функции яркости первого и второго изображений в. Надо найти такое движение точки с координатами (x,y) при переходе от первого изображения ко второму, при котором минимизируется разница между значениями функций яркости по всей окрестности W данной точки, т.е. такой вектор d(dx,dy), при котором достигается минимум функции среднеквадратичного отклонения
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(формула 1 в раздаточном материале )

Для простоты в качестве окрестности точки изображения берется прямоугольное окно небольшого размера (формула 2 в раздаточном материале ). Следует сказать, что чем больше окрестность точки, тем выше точность поиска вектора движения, однако возрастает и время, затраченное на вычисления. В работе было показано, что оптимальным значением окрестности является квадрат со стороной 7 - 9 точек.

??(Позднее математическая формулировка задачи была изменена, чтобы учитывать такие факторы, как аффинные искажения окрестности и изменения освещенности.)
Существует несколько алгоритмов решения данной задачи. Все современные алгоритмы опираются на работу Лукаса-Канады. В данном алгоритме предполагается, что окрестность точки не изменяется, и смещается параллельным переносом.
Рассмотрим функцию, которую мы хотим минимизировать. 
Заменим функцию J ее разложением в ряд Тейлора в окрестности точки d равной 0.
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где  
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 - вектор градиент функции I (дискретные частные производные вычисляются по численной формуле).
Известно, что в точке оптимума частные производные функции равны нулю. Используя полученное приближение для функции J, ищем минимум функции e путем дифференцирования и приравнивания производной к нулю. После всех преобразований получим следующее выражение для вычисления вектора d:

[image: image4.wmf]b

G

d

1

-

=

                                                                    (4),

где матрица G вычисляется по формуле (5), а вектор b по формуле (6) в раздаточном материале.
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С учетом приближения функции изображения с помощью ряда Тейлора, решение получается неточным. Для его уточнения удобно применить итеративную процедуру, т.е. полученное на первом шаге решение d берется за новое первое приближение.
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Таким образом,  данный алгоритм  фактически является поиском точки, в которой достигается минимум некоторой функции, методом градиентного спуска. Во время каждой итерации мы сдвигаемся вдоль направления градиента изображения в текущей точке. 
Однако практическая реализация алгоритма достаточно сложна и имеет свои особенности. Следует сказать, например, о том, что при выборе вектора начального приближения d равным нулю, результаты получаются неудовлетворительными. Поэтому в действительности для задания начального приближения к функции изображения сначала применяют несколько раз сжимающее отображение. И вектор начального приближения ищется для сжатого изображения.
В алгоритме Лукаса-Канады и всех его модификациях минимум функции e ищется численно. В работе был предложен аналитический вариант поиска минимума. Для этого была доказана следующая теорема. (стр.2 в разд. материале)
Функция e, минимизируемая в алгоритме Лукаса-Канады, в каждом элементарном  квадрате имеет не более пяти локальных экстремумов.

Под элементарным квадратом понимается квадрат, со стороной 1, состоящий из четырех точек.
Доказательство: рассмотрим функцию, которую мы хотим минимизировать.
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Координатами искомого вектора d являются вещественные числа, а значения функции J заданы лишь в целочисленных точках. Для вычисления значения функции J в нецелой точке c координатами (x+dx, y+dy) мы применим билинейную интерполяцию, т.е. аппроксимируем значение J(x+dx, y+dy) значениями J в четырех ближайших  целочисленных точках:
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J  - билинейная функция, зависящая от x и y. Сумма разностей I(x,y) - J(x+dx, y+dy) также будет некоторой билинейной функцией. Тогда минимизируемая функция e(dx, dy) будет биквадратичной. В общем виде:
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Поиск ее экстремумов сводится к решению уравнения пятой степени от одной переменной, у которого не может быть более пяти корней. Таким образом, минимизируемая функция может иметь не более пяти локальных экстремумов в каждом элементарном квадрате. Кроме того, мы получили даже более сильный результат – показали, что все эти экстремумы можно найти аналитически.

■

Алгоритм отыскания оптического потока может быть применен ко всем точкам изображения. Однако на практике он дает хорошие результаты лишь для некоторого количества точек.  Такие точки мы будем называть особыми точками. 
Рассмотрим матрицу G, которую мы вычисляем в каждой точке во время реализации алгоритма:
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Данная матрица напрямую влияет на результаты поиска.  Из теории известно, что чем больше минимальное собственное значение матрицы G в некоторой точке, тем точнее определяется вектор перемещения в этой точке. Более того, хорошо находятся векторы перемещения лишь тех точек, у которых минимальное собственное значение матрицы G больше некоторого параметра λ. Отсюда возникает задача: определить наилучшее численное значение λ, в соответствии с которым заранее можно было бы выделить набор особых точек. В соответствии  с вышеприведенным алгоритмом Лукаса-Канады была написана программа, позволяющая находить оптический поток на изображении. По результатам работы программы задача конкретизации параметра λ  была решена. 

Таким образом, цель работы – аналитическое исследование алгоритма и конкретизация некоторых его параметров – достигнута.
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