Оглавление.

§ 1. Введение.__________________________________________ с.2
§ 2. Сведения из теории.

2.1 Особенности или особые точки._______________________ с.4
2.2 Слежение за точечными особенностями.________________ с.5 
2.3 Простая и расширенная схема работы системы слежения._ с.7
2.4 Математическая формулировка задачи слежения.________ с.8
2.5 Нахождение набора особенностей._____________________ с.9
2.6 Развитие алгоритмов слежения._______________________ с.10
2.7 Алгоритм Shi-Tomasi-Kanade._________________________ с.11
2.8 Алгоритм Jin-Favaro-Soatto.___________________________ с.13
2.9 Автоматический отбор некачественных особенностей.____ с.15

§ 3. Алгоритм Lucas-Kanade и особенности его практической реализации.

3.1 Постановка задачи.__________________________________с.18
3.2 Представление изображения в пирамидальной форме.____ с.18
3.3 Пирамидальный поиск.______________________________ с.20
3.4 Итерационное вычисление оптического потока._________ с.22
3.5 Краткое изложение алгоритма пирамидального поиска.___ с.26
3.6 Субпиксельные вычисления.__________________________ с.28
3.7 Поиск вблизи границ изображения.____________________ с.29
3.8. Отбор особенностей изображения.____________________ с.30
3.9  Аналитическое исследование алгоритма._______________ с.31
3.10  Практическая реализация алгоритма._________________ с.33
§ 4. Заключение.________________________________________ с.36
      Список литературы.__________________________________ с.37
§ 1. Введение.
Словосочетание «оптический поток» появилось не так давно, но уже за короткое время приобрело устойчивость и вышло за рамки узкоспециализированных научных диалектов. Что же это такое и в чем состоит его важность?
Понятие оптического потока широко используется в компьютерной графике и при обработке цифровых изображений. Оптический поток между парой изображений определяют как векторное поле, задающее естественную (в самом широком смысле) трансформацию первого изображения во второе.

Выделим основные области практического использования оптического потока. Во-первых, это компрессирование видеоинформации. Основой большинства современных алгоритмов компрессирования является принцип устранения избыточности, обусловливаемой высоким визуальным сходством между типичными соседними кадрами. Иначе говоря, поток компрессированных видеоданных  описывает не столько сами кадры, сколько межкадровые различия. Вместо того, чтобы запоминать последовательность кадров один за другим,  запоминаются вектора смещения перемещающихся в кадре точек. 
Еще одна область применения оптических потоков – это машинное зрение, поскольку в задачи, рассматриваемые в этой области, входит обнаружение/распознавание/отслеживание объектов, обладающих определенными свойствами  на статическом изображении и в видеопотоке. 
В-третьих, оптические потоки  делают возможным восстановление трехмерной сцены путем интерпретации оптических потоков в проективной плоскости. То есть, интерпретация оптических потоков, задаваемых последовательностью из нескольких сот кадров, изображающих полный поворот объекта вокруг оси вращения, позволяет извлечь информацию о его объемной геометрии и текстурировании. 
Существует достаточно большое количество алгоритмов нахождения оптического потока, но все они базируются на алгоритме Лукаса-Канады. Цель данной работы – аналитически исследовать алгоритм Лукаса-Канады и конкретизировать значения некоторых параметров алгоритма. 
Во второй главе работы приведены основные теоретические сведения, касающиеся задачи поиска оптического потока, и  краткий  обзор основных алгоритмов решения данной задачи. В третьей главе подробно рассматривается алгоритм Лукаса-Канады и особенности его практической реализации.  В п. 3.9 приведен результат аналитического исследования алгоритма - доказана теорема об аналитическом поиске векторов движения точек.  В п. 3.10 даны результаты практического исследования алгоритма - конкретизированы значения некоторых параметров алгоритма, влияющих на конечный результат. 
§ 2. Сведения из теории.
2.1. Особенности или особые точки.

Одной из технологий, позволяющих извлекать информацию о динамике объектов сцены, является слежение за точечными особенностями в потоке изображений. В самом деле, точка – это наиболее простой и понятный геометрический элемент, с которым, как кажется, проще всего работать. Точка может рассматриваться как элемент дискретного представления некоторой функции. Если мы выделим в сцене некоторое количество «особых» точек, и определим их положение на каждом кадре, то полученные данные смогут дать огромное количество информации о структуре сцены, а также о параметрах камеры, с которой были получены изображения

Что же такое точечная особенность или особая точка сцены? Поскольку почти вся информация, известная нам о сцене, содержится в ее изображениях, то и особая точка сцены должна определятся через изображения.

Особая точка сцены или точечная особенность – это такая точка сцены, изображение которой можно отличить от изображений всех соседних с ней точек сцены. 
Сразу встает множество вопросов – а что понимается под изображением точки и как изображение одной точки можно отличить от изображения другой точки? Для сравнения и описания точек можно использовать ее окрестность. Тогда предыдущее определение уточняется следующим образом:

Под точечной особенностью понимается такая точка сцены M, изображение окрестности которой можно отличить от изображений окрестностей всех других точек сцены N из некоторой другой окрестности этой точки O(M). 
Воспользовавшись последним определением можно дать определение точечной особенности изображения: 

Точечная особенность изображения m – это такая точка изображения, окрестность которой o(m) можно отличить от окрестности любой другой точки изображения o(n) в некоторой другой окрестности особой точки. O2(m) 
Из этих определений хорошо видно, что между особенностями сцены и особенностями изображения есть соответствие: точечной особенности сцены должна соответствовать точечная особенности изображений. Обратное неверно: существуют такие особые точки изображения, которым не соответствует никакие особые точки сцены. Такие точки называется ложными особенностями сцены. 

2.2. Слежение за точечными особенностями.
Задача слежения за особенностями (feature tracking) формулируется следующим образом:

Дана последовательность изображений и набор особых точек (особенностей изображения), выделенных в первом кадре последовательности. Для каждой особой точки надо найти такую точку на каждом изображении из последовательности, что ее окрестность будет максимально близка (в идеале совпадать) к окрестности исходной особой точки, с учетом движения точки и искажения ее окрестности.

Однако ничего о точечных особенностях сцены нам не известно. В изображениях мы можем выделить только набор особенностей изображения, которые могут как соответствовать, так и не соответствовать каким-то особенностям сцены. Поэтому, работая исключительно в пространстве изображений мы можем отслеживать только точечные особенности изображений, а не сцены. 

Разумеется, предполагаемая природа точечных особенностей изображения должна учитываться. Например, т.к. точечная особенность считается лежащей на плоском сегменте сцены, то ее изображение может претерпевать перспективные искажения, которые в свою очередь можно приблизить аффинными. Учитывая это обстоятельство, задачу слежения за особенностями формулируется следующим образом: 

Дана последовательность изображений одной и той же сцены и набор точечных особенностей, выделенных в первом кадре последовательности. Для каждой точечной особенности n найти такие точки n(t) на всех изображениях, что их окрестности будут максимально близки к окрестности n(0), с учетом предполагаемой природы искажения ее окрестности и движения точки.

От кадра к кадру изображение окрестности отслеживаемой точки обычно изменяется. Современные методы позволяют отслеживать движение точек только при условии малых искажений изображения окрестности. В этом случае можно утверждать, что искомая точка не может далеко сместиться в новом кадре от своего предыдущего положения. 

В простейшем случае в новом кадре находится ближайшая к предыдущему положению точка с наиболее близкой в используемой мере окрестностью. Такое слежение за особенностями сцены может рассматриваться как дискретизация оптического потока, т.е. определение его величины не на всем изображении, а в нескольких отдельных точках. Для каждой точки вычисляется только ее смещение от кадра к кадру (2 параметра – смещение по x и по y).

Необходимо упомянуть, что любой алгоритм слежения за особенностями может быть применен к любым точкам изображения, а не обязательно только к особенностям. Однако в этом случае невозможно корректно определить ее положение в новом кадре. Например, если применить слежения за точкой на некоторой границе изображения, то скорее всего будет найдена тоже точка на границе, но она может на самом деле и не соответствовать той же точке сцены.
2.3. Простая и расширенная схема работы системы слежения.
Схема работы любой системы слежения за особенностями состоит из двух основных этапов:

Схема А.

Этап 1 (Детектирование): 
Определить в первом кадре особенности изображения 

Этап 2 (Слежение):
Для каждого последующего кадра: 

· Для каждой особенности  найти новое положение особенности в кадре 

Особенности обычно выделяются в первом кадре последовательности и отслеживаются на протяжении всех остальных. Но при движении камеры или сцены часть особенностей может время от времени пропадать из вида, или изображения их окрестностей будут искажаться настолько, что перестанут быть особенностями. В этом случае слежение за такими точками становится невозможным. 

В реальных практических системах слежения за особенностями постоянно вычисляется качество отслеживаемых особенностей (степень их особенности). Если оно падает ниже некоторого порога, то такие особенности отбрасываются. Вместо них, а также вместо пропавших из вида, в текущем изображении ищутся новые особые точки, которые в дальнейшем будут отслеживаться вместе со старыми, еще качественными особенностями. 

С учетом оценки качества особенностей, и дополнения множества отслеживаемых особенностей схема А расширяется до:

Схема B.
Этап 1 (Детектирование и оценка)

1. Найти набор особенностей 

2. Определить качество всех особенностей 

3. Оставить только особенности, чье качество выше некоторого заранее или динамически определенного порога 

Этап 2 (Слежение и оценка)
Для каждого последующего кадра:

1. Найти в текущем кадре новое положение всех особенностей 

2. Определить текущее качество всех особенностей 

3. Оставить только те особенности, чье качество удовлетворяет некоторому критерию 

4. Если число отслеживаемых точек падает ниже требуемого, применить детектор к текущему изображению и добавить в множество особенностей новые точки. 

2.4. Математическая формулировка задачи слежения.
Пусть I(x, t) - яркость изображения-кадра со временем t в точке x, где x - вектор. Движение изображения описывается с помощью уравнения вида: I(x,t) = I (d(x), t+t1) (*), где d(x) - движение точки x при переходе от кадра (t) к (t+t1). Перемещение особенности от кадра к кадру описывается этим уравнением для всех точек x из окрестности особенности W. Для простоты в качестве окрестности точки изображения берется прямоугольное окно небольшого размера. 

При малых изменениях изображения от кадра к кадру можно считать, что окно особенности просто смещается, и движение d(x) принимает вид d(x) = x+b. Однако при увеличении длительности слежения, изображение точки сцены искажается. Это искажение может быть приближенно описано аффинной трансформацией, поэтому движение точек описывается аффинным преобразованием d(x) = Ax + b, где A - матрица размерности 2*2. 

Задача поиска заключается в отыскании значения движения d(x) для всех точек окна особенности W. Т.к. в реальных условиях равенство (*) никогда строго не выполняется, то ищется такое движение, при котором минимизируется разница между окнами при текущем и будущем положении особенности, т.е. такое d(x), при котором достигается минимум функции


e =   ∑ | I(delta(x), t+t1) - I(x, t) |,  или, более точно,

W
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2.5. Нахождение набора особенностей.
За последние 20 лет было создано большое количество различных детекторов точечных особенностей изображений. Большинство детекторов точечных особенностей работают сходным образом: для каждой точки изображения вычисляется некоторая функция от ее окрестности. Точки, в которых эта функция достигает локального максимума, очевидно можно отличить от всех точек из некоторой ее окрестности. Чаще всего используется детектор Харриса. Для каждой точки изображения оценивается степень похожести изображения ее окрестности на угол. Для этого рассчитывается матрица:

[image: image2.png]
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где I(x,y) - яркость изображения в точке (x,y) 

Точка считается особенностью, если минимальное собственное значение матрицы больше некоторого заданного порога:

[image: image3.png]min(A;, A2) > A




Если это так, и оба собственных значения данной матрицы достаточно велики, то даже небольшое смещение точки (x,y) в сторону вызывает значительные изменения в яркости. Что и соответствует особенности изображения. Точки изображения, соответствующие локальным максимумам этой функции и признаются особенностями. Для достижения субпиксельной точности может использоваться квадратичная интерполяция. Во многих случаях находится чересчур большое количество углов, из-за чего в дальнейшем их будет сложно отслеживать. Поэтому вводится ограничение на минимальное расстояние между найденными особенностями, и все лишние отбрасываются. 

2.6. Развитие алгоритмов слежения.
Существует несколько алгоритмов решения данной задачи. Все современные алгоритмы опираются на работу Лукаса-Канады. Данный алгоритм позволяет находить в новом кадре ближайшую к предыдущему положению точку с наиболее похожей окрестностью. Для каждой точки вычисляется только ее смещение от кадра к кадру (2 параметра – смещение по x и по y). Позднее математическая формулировка задачи была изменена, чтобы учитывать такие факторы, как аффинные искажения окрестности и освещенности. Путем замены соответствующих переменных на константы любой из них превращается в обычный алгоритм Лукаса-Канады.  
1. Алгоритм Лукаса-Канады - движение считается смещением, и рассчитывается путем итеративного решения построенной системы линейных уравнений. 

2. Алгоритм Shi-Tomasi-Kanade - учитывает аффинные искажения особенности 

3. Алгоритм  Jin-Favaro-Soatto - модификация Shi-Tomasi-Kanade с учетом аффинных изменений освещенности особенности 
Алгоритм Лукаса-Канады будет подробно рассмотрен далее. Скажем лишь, что этот алгоритм слежения фактически является поиском точки, в которой достигается минимум некоторой функции, методом градиентного спуска. Во время каждой итерации мы сдвигаемся вдоль направления градиента изображения в текущей точке. Проведем краткий обзор основных модификаций алгоритма Лукаса-Канады.

2.7. Алгоритм Shi-Tomasi-Kanade. 
В этом алгоритме учитываются аффинные искажения изображения окрестности особых точек, поэтому движение пикселей окна особенности описывается в виде Ax + d, где A - матрица (2*2), а d - смещение (2*1).

Задача слежения за особенностью сводится к проблеме определения параметров движения и искажения окна особенности, при которой минимизируется разность:
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где W - окно особенности, w - весовая функция, J(x) и I(x) - два изображения. 

Выражение дифференцируется относительно параметров движения, и производная приравнивается к 0. Затем система линеаризуется с помощью разложения функции изображения в ряд Тейлора: 

[image: image5.png]J(Ax+d)=J(x)+g"(n)




Это дает нам линейную 6*6 систему:

[image: image6.png]Te=a
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, где в векторе z объединены все искомые параметры:
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Вектор ошибки a записывается в виде:
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А матрицу размерности 6*6 T можно представить следующим образом:
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С учетом приближения функции изображения с помощью ряда Тейлора, решение получается неточным. Для его уточнения удобно применить итеративную процедуру Ньютона-Рафсона. Т.е. полученное на первом шаге решение берется за новое первое приближение, уравнение снова и снова. 

На каждом шаге рекомендуется пересчитывать окрестность особенности с помощью билинейной интерполяции для достижения субпиксельной точности нахождения положения особенности в новом кадре. 

Если движение считается не аффинным, а просто смещением, то первые четыре элемента искомого вектора z обращаются в 0, и значимыми остаются только последние два. Алгоритм превращается в алгоритм Лукаса-Канады .

2.8. Алгоритм Jin-Favaro-Soatto. 
Пусть интенсивность освещения точки x = P(X), где X - точка сцены, P - оператор проектирования, x - точка на изображении может быть описана как:

[image: image12.png]vpE(X)+ & ¥x €W



,


где E(X) - отражающая способность точки сцены, U - окрестность точки сцены, v & e - постоянные параметры, которые представляют изменения контраста и яркости изображения соответственно. При движении камеры эти параметры меняются, т.е. зависят от времени. Изменения освещенности во времени можно записать как:

[image: image13.png]I(x,0) = v(t)I(x,8) + £(t) Yx € Wi



,


где
[image: image14.png]vit) = Y55 €0) = &) — EgEn©)





при t > 0. 

Объединив аффинное движение окрестности особенности с изменением освещенности, получим выражение:

[image: image15.png]I(x,0) = v (Ax+d,t) +£(t) Vx €W




Из-за шума в изображении, а также из-за приближенного моделирования движения и изменения освещенности это уравнение в реальности никогда не будет выполняться, поэтому задача слежения состоит в минимизации разности между окрестностями текущего и нового положения особенности: 

[image: image16.png]/ [Z(x, 0)—vI(Ax+d, ) +E]*w(x)dx (7)
W



,


где w(x) - весовая функция. 

С помощью разложения в ряд Тейлора в окрестности d=0, v = 1, ξ = 0 получим:

[image: image17.png]vIy,)+€ = vI(x, t)+£+VIg%(ufug)




[image: image18.png]y = Adx+d A= {dy}
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Переписав получившееся равенство в матричной форме, получим следующее уравнение:

[image: image19.png]T,
I(x,0) = Fix,0Tz



,


где
[image: image20.png]F(x,t) = [zk yl, oIy yI, L I, T 1]

2= [din dis doy doz di ds v €]T




Домножив на[image: image21.png]Fix,t)*



, и проинтегрировав по всему окну особенности W с весовой функцией w мы получим систему уравнений 8*8: 
[image: image22.png]



[image: image23.png]a:/ Fixt)TI(x, 0yw(x)dx
-
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W




Заменив интегрирование на сумму по всем пикселям в окне W, мы приходим к следующей системе линейных уравнений:

[image: image24.png]
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[image: image26.png]



Если матрица S получается обратимой, то решение системы линейных уравнений можно записать в виде:

[image: image27.png]



Как во всех алгоритмах слежения, система решается итеративно по методу Ньютона-Рафсона. Итерации происходят до тех пор, пока изменения решения не становятся пренебрежимо малы. 

2.9. Автоматический отбор некачественных особенностей.
Авторы Shi-Tomasi-Kanade в своей работе показывают, что непосредственно для слежения за особенностями больше всего подходит обычный Tomasi-Kanade алгоритм. Алгоритм с учетом аффинных искажений в этом случае можно использовать для определения текущего качества особенности, т.е. степени близости ее окна к окну детектированной особенности. Однако они не предлагают никаких автоматических методов определения порога, когда особенность признается плохой и перестает отслеживаться. Этот недостаток попытались исправить следующим образом. Предположим, что после точного вычисления движения особенности, яркость соответствующих пикселей будет совпадать с точностью до некоторой ошибки, распределенной по нормальному закону:

[image: image28.png]I{8(x), ) — I{x,0) = {0, 1)




Т.к. квадрат нормального распределения представляет собой распределение хи-квадрат, мы получаем:

[image: image29.png][H(660),#) — I, 0))° = 32(1)




Сумма n переменных, с распределением по хи-квадрат с одной степень свободы, распределена как хи-квадрат с n степенями свободы. Поэтому, разница между особенностями по окну N*N W имеет вид:

[image: image30.png]€= [18(x). 8 — I{x,0)
o




При возрастании степени свободы, распределение хи-квадрат приближается к нормальному распределению. При степени свободы больше 30, нормальное распределение можно использовать как приближение хи-квадрат. Если размер окна особенности, по крайней мере, 7*7, то можно спокойно утверждать, что:

[image: image31.png]



Поэтому, если два окна, которые мы сравниваем, принадлежат плохой особенности, то разница должна быть выбросом по отношению к нормальному распределению разницы между хорошими особенностями. Для определения таких выбросов предлагается использовать следующее правило, являющееся устойчивым за счет использования медианы и медианной дисперсии, вместо обычного среднего и дисперсии.

Согласно правилу, все значения, отклоняющиеся от медианы на более чем k Медианных абсолютных дисперсий (МАД, Median Absolute Deviation - MAD):

[image: image32.png]MAD = med{Je; — med €]},
i 7



,
    где e - разница между текущим окном особенности и ее окном в первом кадре.

При значении k=5.2 это соответствует примерно 3.5 стандартным дисперсиям, и интервал [u-3.5σ, u+3.5σ) содержит более 99.9% значений нормального распределения.

Как утверждается, правило позволяет эффективно определять уменьшение качества особенности и отсекать ее во всех случаях, при которых количество выбросов меньше 50%. 
§ 3. Алгоритм Лукаса-Канады и особенности его практической реализации.
3.1. Постановка задачи.
Пусть I(x,y) и J(x,y) – это функции яркости первого и второго изображений, дискретно заданные в целочисленных точках. Рассмотрим точку u = [ux uy]T первого изображения I. Цель поиска – найти такое положение точки v = u+d = [ux +dx, uy +dy]T второго изображения J, при котором минимизируется разница между значениями яркости по всем окрестностям точек , т.е. такой вектор скорости d, который минимизирует функцию подобия [image: image33.bmp]:
[image: image34.png]b, uytoy
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 (1)
Заметим, что следуя этому определению, функция подобия рассматривается в окрестности размером [image: image35.png](2wy +



[image: image36.png]1) 5 (2wy +1).



 изображения. Будем называть эту окрестность окном интегрирования. На практике значения [image: image37.bmp] и [image: image38.bmp] обычно берут равными 2 - 7 точкам.

3.2 Представление изображения в пирамидальной форме.

Определим пирамидальное представление изображения I размера [image: image39.bmp]. Пусть [image: image40.png]


 - это нулевая степень изображения. Это изображение будет изображением с наивысшей степенью разрешения. Для нулевой степени ширина и высота изображения будут обозначаться соответственно [image: image41.png]ny =ny



 и [image: image42.png]n,

Ty



 Представление изображения в пирамидальной форме строится как рекурсивная функция: вычисляем [image: image43.bmp]используя [image: image44.bmp], затем вычисляем [image: image45.bmp], используя [image: image46.bmp], и так далее… Пусть L=1,2,… - степень изображения, и [image: image47.bmp] - исходное изображение в степени L-1. Обозначим  [image: image48.png]nk



 и [image: image49.png]L
nk

~1
|



ширину и высоту этого изображения. Тогда изображение [image: image50.png]


вычисляется по следующей формуле:         
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(2)
Для простоты дальнейших обозначений зададим значения яркости точек в полосе размером 1 пиксел вокруг изображения [image: image52.png]I*Yfor0 <z <nkto1



и [image: image53.png]0<y<nkt 1)



 :

[image: image54.png]



(3)
Тогда уравнение (2) определено только для таких значений x и y, для которых [image: image55.png]0<2r<np'-1



и [image: image56.png]0 <2y < nk-1




. Следовательно, ширина [image: image57.png]


и высота [image: image58.bmp]- это наибольшие целые числа, удовлетворяющие условиям: 

[image: image59.png]



Уравнения (2) и (3) используются для рекурсивного построения пирамидальных представлений изображений I и J: [image: image60.png]Yo b



и [image: image61.png]LA



. Величина Lm – это высота пирамиды. На практике обычно берутся значения Lm равные 2, 3, 4. Для изображений обычных размеров нет смысла подниматься выше четвертого уровня. Например, для изображения I размером 600х480 размеры изображений [image: image62.png]


и [image: image63.bmp] будут соответственно 320х240, 160х120,  80х60 и 40х30. Основной смысл пирамидального представления изображения состоит в возможности следить за перемещениями точек на большие расстояния (больше окна поиска). Следовательно, высоту пирамиды (Lm) нужно брать  в соответствии с максимальной ожидаемой величиной оптического потока для данного изображения.

3.3 Пирамидальный поиск.
Для [image: image64.png]


 определим [image: image65.png]


 - соответствующие координаты точки u изображения [image: image66.bmp]. В соответствии с нашим определением пирамидального представления вектор [image: image67.bmp] вычисляется следующим образом:                                                                                         

[image: image68.png]



Операция деления применяется к обеим координатам вектора независимо. Кроме того, заметим, что как частный случай [image: image69.png]u? =



. 

В целом алгоритм пирамидального поиска работает таким образом: сначала оптический поток вычисляется на последнем уровне пирамиды – Lm. Затем результаты вычислений передаются на уровень выше - Lm-1 в виде предположительной оценки размещения пиксела на уровне Lm-1. Получив эту начальную оценку, мы вычисляем оптический поток  на уровне Lm-1, и передаем результаты на Lm-2 уровень, и т.д. до уровня 0 (начального изображения). 

Опишем теперь рекурсивный переход между двумя общими уровнями L+1 и L более подробно. Допустим, что предполагаемая величина искомого вектора оптического потока на уровне L: [image: image70.png]


 (следует из вычислений, сделанных на предыдущем уровне). Тогда для вычисления оптического потока на уровне L необходимо найти вектор [image: image71.png]dat = [dl dkT



, который минимизирует новую функцию соответствия:

[image: image72.png]ubdwg  uytey
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(4)
Заметим, что окно поиска имеет постоянный размер [image: image73.png](2wy + 1) % (2wy +1)



 для всех значений L. 
Детали вычисления остаточного вектора оптического потока будут приведены далее. Сейчас же предположим, что этот вектор уже найден (чтобы закрыть основной цикл алгоритма). Тогда результат вычисления мы передаем на следующий L-1 уровень, полагая новую начальную приближенную оценку [image: image74.bmp] равной

[image: image75.png]


      (5)
На следующем уровне вектор оптического потока [image: image76.png]


 вычисляется по той же процедуре. Этот найденный вектор минимизирует функцию [image: image77.png]SdRh)



. Данная процедура продолжается до тех пор, пока мы не дойдем до начального, нулевого уровня (L=0). Алгоритм инициализируется установкой вектора начальной оценки на уровне [image: image78.bmp] равным нулю: 

[image: image79.png]



В итоге после прохождения всех уровней получаем искомый вектор d (см. уравнение (1)) равный 

[image: image80.png]d=g"+d°




Заметим, что полученное решение может быть выражено в форме

      [image: image81.png]Lm

d=3" 2td-
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Явное преимущество пирамидальной реализации алгоритма состоит в том, что остаточный вектор оптического потока [image: image82.bmp]будет малым, в то время как мы ищем достаточно большой вектор d. Предполагая, что на каждом элементарном шаге в вычислении оптического потока мы можем отслеживать перемещение точек на расстоянии вплоть до [image: image83.png]dinax



, мы получаем, что в целом можно отлеживать перемещение на расстоянии [image: image84.png](25m+E
1) dax.




 Это позволяет нам вести поиск похожих точек на достаточно большой площади, в то же время сохраняя окно поиска достаточно малым.

3.4 Итерационное вычисление оптического потока.

Опишем основную часть вычисления оптического потока. Наша цель - на каждом уровне пирамиды L найти вектор [image: image85.bmp], который минимизирует функцию подобия, описанную в уравнении (4). Поскольку мы будем выполнять на разных уровнях L одни и те же операции, то отбросим обозначение L и введем новые обозначения: пусть изображения А и В определяются по правилу

[image: image86.png]) [pe e L b 1% [y g Ly b 1]
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Отметим, что области определения A(x,y) и B(x,y) несколько отличаются друг от друга. В самом деле, изображение А(x,y) определено в области [image: image87.png](2w, +3) % (2w, +3)



, а изображение В(x,y) -  в области [image: image88.png](2w, +1) % (2w, +1)



. Эта разница станет очевидной, когда мы будем вычислять производные A(x,y), используя центральный сеточный оператор (см. 19 и 20). Для последующей ясности изложения введем новые обозначения:

[image: image89.png]


,   [image: image90.png]P=1[p: p" =



.

Используя эти обозначения, можно записать исходную задачу в следующем виде: найти вектор перемещения v, который минимизирует функцию соответствия

[image: image91.png]Pyt
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Известно, что в точке оптимума частные производные функции равны нулю, т.е.

[image: image92.png]


         (6)
Вычислим частную производную в точке оптимума:

[image: image93.png]Potws pytey
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Заменим функцию [image: image94.png]Bz +ve,y+vy)



 ее разложением в ряд Тейлора в окрестности точки [image: image95.png]


(предполагается, что это будет хорошим приближением, поскольку мы ожидаем, что вектор перемещения будет достаточно мал благодаря использованию пирамидальной схемы):

[image: image96.png]



(7)
Переобозначим разность A(x,y) - B(x,y):
[image: image97.png]Y, y) € [P~ W P+ ] X [Py~ Py 0y
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Матрица [image: image98.png]


 - это градиент изображения. Проведем небольшое изменение обозначений: 

[image: image99.png]



Заметим, что производные изображения, [image: image100.bmp] и [image: image101.bmp], могут быть вычислены непосредственно из первого изображения А(x,y) в окрестности [image: image102.png](2w, +1) % (2w, +1)



 точки р, независимо от второго изображения В(x,y). Используя центральный сеточный оператор, получим выражения для частных производных изображения I:
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Используя новые обозначения, перепишем уравнение (7):
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              (8)
Обозначим 

[image: image105.png]
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Тогда уравнение (8) получает вид 

[image: image107.png]



Следовательно, используя уравнение (6), получаем выражение для оптимума оптического потока:

[image: image108.png]



Это равенство будет верным только в том случае, если матрица G обратима.  

Это стандартное уравнение Лукаса-Канады для нахождения оптического потока, которое будет верным только в том случае, когда точка перемещается на достаточно малое расстояние (это необходимо, поскольку мы использовали первый член разложения в ряд Тейлора ). На практике, чтобы прийти к точному решению, необходимо проводить итерации многократное число раз.  

Теперь, когда мы ввели математическое обоснование, опишем детали итерационного варианта алгоритма.
Пусть к – это переменная итерационного цикла, при инициализации процесса к = 1. Пусть к ≥1 , и из предыдущих 1,2,…к-1 итераций найдена начальная оценка [image: image109.png]


 для вектора перемещения v. Обозначим Вк – новое преобразованное изображение, построенное в соответствии с найденной оценкой [image: image110.bmp]:
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Тогда наша цель состоит в нахождении остаточного вектора движения точки [image: image112.png]= m



, который минимизирует функцию подобия:

[image: image113.png]P
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Решение данной задачи минимизации может быть найдено с помощью одношагового алгоритма Лукаса-Канада вычисления оптического потока: 

[image: image114.png]


             (9)
где вектор [image: image115.bmp](называемый вектором несоответствия изображения) определяется следующим образом:

[image: image116.png]SIy(a.y) L ()
Sli(a, ) Iy (,y)




где к-ое приращение изображения определяется по формуле 

[image: image117.png]Y. y) € [Pe— wa pa o+ @a] % [Py — Wy Py + W]
O (2.y) = Al2.y) — By(2.y)




Заметим, что частные производные Ix и Iy  (в окрестности точки p) вычисляются всего один раз перед началом итерационного процесса. Следовательно, матрица G размером 2х2 также остается неизменной в течение прохождения всего итерационного цикла. Это создает явное вычислительное преимущество. Единственная величина, которую нужно пересчитывать на каждом шаге к, это вектор [image: image118.bmp]. Когда остаточный оптический поток уже вычислен в соответствии с уравнением (9), то для к+1 итерационного шага вычисляется новое предполагаемое значение вектора [image: image119.bmp]по формуле

[image: image120.png]



Мы продолжаем использование итерационной схемы до тех пор, пока найденный остаток [image: image121.bmp]не станет меньше некоторого достаточно малого числа, заданного заранее (например, 0,05 пиксела), или пока не будет пройдено некоторое максимальное количество итерационных шагов (например, 20). В среднем, пяти итераций достаточно, чтобы достичь сходимости. При первой итерации (к=1) мы берем начальную оценку равной нулю:

[image: image122.png]00"




Предполагая, что К итераций оказалось достаточно, чтобы получить сходимость, мы получаем конечный результат, т.е. искомый вектор оптического потока:  

[image: image123.png]



Этот вектор минимизирует нужную функцию. Вектор [image: image124.bmp] подставляется в уравнение (5) и вся вышеописанная процедура повторяется для изображений степени L-2, L-1, …, 0. 

3.5 Краткое изложение алгоритма пирамидального поиска.

Приведем теперь изложение всего алгоритма поиска.

Строим пирамидальные представления исходных изображений: [image: image125.png]"
}eo,



 и [image: image126.png]{5} =0, .. L



.

Задаем начальную оценку:   [image: image127.png]



Идем от Lm  до нуля с шагом  -1:

Задаем точку u изображения I: [image: image128.png]= [pe
pe by’ =uj2"




Находим частные производные изображения [image: image129.bmp]:

[image: image130.png]z+1y) — Iz -1y




,    [image: image131.png]ey + 1) I ey —1)
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Задаем матрицу градиентов: 

[image: image132.png]S Blay) L)L)
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Задаем начальные условия для итер. процесса Лукаса-Канада:

[image: image133.png]7 =00




       Идем от к=1  до К с шагом 1(или до тех пор, пока [image: image134.bmp] < заданной границы):

Вычисляем разность изображений:

[image: image135.png]Sl (w.y) = I (w,y) — T4 + gk +vi" oy + gb +viY)




Вычисляем вектор несоответствия изображения:

[image: image136.png]



Находим вектор оптического потока: [image: image137.png]1T
&




Задаем начальные условия для следующей итерации: [image: image138.png]ik
T




Конец цикла по к.

Находим оптический поток на уровне L: [image: image139.png]dr





Задаем начальные условия для следующего уровня: 

[image: image140.png]=l g =2(g" +dY)




Конец цикла по L.

Конечный результат (вектор опт. потока): [image: image141.png]d=g"+d"




Координаты точки v: [image: image142.png]



Решение: v - искомая точка.

3.6 Субпиксельные вычисления.

Крайне важно производить все вычисления с субпиксельным уровнем точности. То есть, необходимо вычислять значения яркости и цвета точки изображения между целочисленными пикселами. Для таких вычислений мы будем использовать билинейную интерполяцию.

Пусть L – произвольный уровень пирамиды. Предположим, что нам нужно знать значение [image: image143.png]I*(:
z.y)



, где x и y – нецелые числа. Пусть xо и yо – это целые части x и y, а αx  и αy –  дробные части x и y, так что

[image: image144.png]Lo T Oy
Yo+ ay.





Тогда значение [image: image145.png]


 может быть вычислено с помощью билинейной интерполяции, используя значения рассматриваемой функции в целочисленных точках:

[image: image146.png]Iay) = (1= as) (1= ay) I(@o,po) + aa (1 — o) IH(wo + 1,90) +
(1= ay)ay I (@g.y, + 1) + oy, (@, + 1y, +1).





Проведем несколько наблюдений, касающихся субпиксельных вычислений. Вернемся к краткому изложению алгоритма, данного выше. Когда мы вычисляем частные производные [image: image147.png]


 и [image: image148.png]


 в точке [image: image149.png](2, y) € [Pz — we, Pr +wa] X [Py —wy, Py +wy.



, необходимо иметь значения изображения [image: image150.png]


 в точке [image: image151.png]Tyl epe —we —Lpp+we +1 x|py —wy —Lpy, +w, +1]




Очевидно, что координаты центральной точки [image: image152.png]


вовсе не обязательно будут целочисленными. Пусть pxо и pyо – это целые части x и y, а pxα  и pyα –  дробные части x и y
[image: image153.png]Pr = ProtPra
Py Py, + Py




Следовательно, для того чтобы найти значение изображения [image: image154.png]


 в точках [image: image155.png]ry) € [pr —wy — Lp, +w, +1] x[p, —w, —Lp, +w,+1]



 при помощи билинейной интерполяции необходимо использовать значения изображения [image: image156.png]


 в целочисленных точках [image: image157.png])y — Lpy, +w, +2| x[p,, —




 (напомним, что [image: image158.bmp] и [image: image159.bmp] - целые числа).

Подобная ситуация возникает и при вычислении разности изображений [image: image160.png](. y)



 в точках [image: image161.png](x,y) € [Pr —wa Px +wa] X [Py —wy, Dy +wy)



, или, другими словами, значения [image: image162.png]


 для всех [image: image163.png]() e [pe+gl+vF Y —wope o+ b w x [p, + gl 5 — L p, gl 4w,




Тогда для того, чтобы вычислить значение изображения [image: image164.png]


 в точках [image: image165.png](. 3) € [pp+gy+vy—

e PeH 9y HVE T Hwe | X py, g v T

Wy, Pyt +Vy T W, |



 необходимо использовать значения изображения [image: image166.png]


 в целочисленных точках [image: image167.png](a,8) € g2, — W, Gz, +



 [image: image168.png]we + 1] X gy, — Wy, Gy, +wy + 1



.

3.7 Поиск вблизи границ изображения.
Отметим, что точки, которые находятся вблизи границ изображения, также можно обрабатывать, несмотря на то, что часть их окна поиска находится за пределами изображения. Это наблюдение становится очень важным, если Lm – достаточно большое число. Действительно, если мы рассматриваем окно интегрирования размером [image: image169.png]


 для каждой точки изображения, то мы получим «запретную» полосу размером [image: image170.bmp](и [image: image171.bmp]) вокруг всех изображений [image: image172.bmp]. Если высота пирамиды Lm достаточно велика, то мы придем к «запретной» полосе [image: image173.png]2Lm ¢



 (и [image: image174.png]2L
" Wy




) вокруг исходного изображения I. 

Для того, чтобы предотвратить такую ситуацию, предлагается сохранять точки, чьи окна поиска частично выходят за размеры изображения (на любом уровне Lm). В этом случае процедура поиска остается такой же, за исключением того, что суммирования, производящиеся во всех формулах, должны идти только по реальным точкам окрестности, т.е. по точкам, в которых заданы реальные значения[image: image175.png]


 и [image: image176.png]


.

Заметим, что при таком варианте действительные области суммирования могут изменяться во время прохождения итерационного цикла Лукаса-Канады (цикл по к в описании кода). В самом деле, от итерации к итерации меняется входное значение [image: image177.png]


, поскольку меняется вектор перехода [image: image178.png]=1
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. В дополнение ко всему отметим, что во время вычислений вектора несоответствия [image: image179.bmp] и матрицы градиентов G области суммирования должны быть идентичными (чтобы все было математически верно). 

3.8. Отбор особенностей изображения.

Мы описали всю процедуру слежения, однако пока не предложили способ выбора точек  изображения I, которые было бы легко отслеживать. Центральным шагом поиска является вычисление вектора оптического потока [image: image180.bmp]. На этом шаге требуется, чтобы матрица G была обратимой, или, другими словами, чтобы ее минимальное собственное значение было достаточно большим (больше некоторой заданной величины). Это характеризует точки, которые легко отлеживать.

Следовательно, процесс выбора точек выглядит следующим образом:

1. Вычисляем матрицу G и ее минимальное собственное значение [image: image181.bmp] в каждой точке изображения [image: image182.bmp]
2. Выбираем[image: image183.bmp] - максимум из всех значений [image: image184.bmp] по всему изображению.
3. Сохраняем те точки, у которых значение [image: image185.bmp]  > [image: image186.bmp]*n% (n=5% или 10%).
4. Из этих точек оставляем те, у которых [image: image187.bmp] принимают локальный максимум (оставляем точку, если значение [image: image188.bmp]  в ней больше, чем у любой другой точки из ее окрестности 3х3).
5. Сохраняем подмножество таких точек так, чтобы минимальное расстояние между каждой парой точек было больше, чем данное граничное расстояние (10 или 5 точек).
Оставшиеся после этого процесса точки можно будет хорошо отслеживать. В заключение, важно заметить, что для вычисления матрицы G не обязательно брать большое окно поиска, достаточно окна 3х3, т.е [image: image189.png]Wy

Wy



. 

3.9. Аналитическое исследование алгоритма.
В ходе исследования алгоритма была доказана следующая теорема. 

Функция, минимизируемая в алгоритме Лукаса-Канады, в каждом элементарном  квадрате имеет не более пяти локальных экстремумов.
Под элементарным квадратом понимают квадрат, состоящий из четырех пикселов.
Доказательство: рассмотрим функцию, которую мы хотим минимизировать.

 [image: image190.png]T A dey +dy))?




Значения функции J(x,y) заданы лишь в целочисленных точках. Для вычисления значения функции J в нецелой точке (x+dx, y+dy) мы применим билинейную интерполяцию, т.е. аппроксимируем значение J(x+dx, y+dy) значениями J в четырех ближайших точках:

J(x+dx, y+dy) = J(x, y) + dx ( J(x+1, y) - J(x, y)) + dy ( J(x, y+1) - J(x, y)) 

                                   + dxdy (J(x, y) - J(x+1, y) - J(x, y+1) + J(x+1, y +1) )

Поскольку dx = dx (x), dy = dy (y), то J(x+dx, y+dy) = J(x, y) - билинейная функция. Тогда минимизируемая функция Є(dx, dy) является квадратом некоторой другой билинейной функции. В общем виде:

Є(dx,dy)=Є(x,y)=[image: image191.jpg]2
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В точках экстремума частные производные функции Є(x, y)  равны нулю:
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[image: image193.jpg]e T L T
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Отсюда выразим x:  

[image: image194.jpg]lal+y atsy a7l

lazayasiy® )




Найдем выражение для частной производной функции Є(x, y) по y и подставим в него найденное значение x
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После упрощения выражения мы получим многочлен пятой степени от y, у которого может быть не более пяти корней. Таким образом, минимизируемая функция может иметь не более пяти локальных экстремумов в каждом элементарном квадрате.

      ▀
3.10.  Практическая реализация алгоритма.
В соответствии  с вышеприведенным алгоритмом Лукаса-Канады была написана программа, позволяющая находить оптический поток на изображении, или, что более точно, отлеживать особые точки изображения.

При помощи программы было исследовано влияние некоторых параметров алгоритма на конечный результат. 
Были сделаны некоторые выводы, касающиеся величины окна поиска и параметра λ (см. 2.5), относительно которого точка объявляется особой. 
При увеличении окна поиска вектор перемещения точки вычисляется с более высокой степенью точности. Однако заметно увеличивается и время, затраченное на вычисления. В ходе экспериментальных вычислений было выяснено, что оптимальным окном поиска является квадрат со стороной 7 (wx=wy=3) или 9 (wx=wy=4) пикселов. При меньшем значении wx и wy результаты поиска оказываются достаточно плохими. Увеличение стороны окна поиска до 11(wx=wy=5) и выше не оказывает существенных влияний на точность результата. Кроме того, в отдельных ситуациях увеличение окна поиска отрицательно сказывается на результате. Рассмотрим ситуацию, когда требуется отслеживать особые точки в тех местах изображения, где на очень маленьком расстоянии друг от друга (порядка 10-20 пикселов) движется несколько небольших и практически одинаковых предметов. Окрестности таких особых точек почти идентичны, и поэтому при задании большого окна поиска векторы перемещения определяются неверно. 
Отрицательной чертой алгоритма Лукаса-Канады оказалось то, что практически всегда теряются особенности, найденные на границе изображения. Это происходит в связи с тем, что при перемещении точки часть ее окрестности уходит за пределы изображения. На нахождение векторов перемещения таких точек не влияет ни увеличение окна поиска, ни увеличение степени изображения.
Для нахождения оптимального значения параметра λ были проведены следующие расчеты. 
Вычислим векторы перемещения тех точек, для которых минимальное собственное значение матрицы M (см. 2.5) больше λ. Тогда обозначим

N – число точек, смещение которых было найдено с высокой степенью 
       точности («хорошие» точки)
K - число точек, смещение которых было найдено с очень низкой 
      степенью точности («плохие» точки)
L - число точек, которые оказались потерянными
Величины  N, K, L изменяются обратно пропорционально изменению параметра λ. То есть, при достаточно большом λ «плохие» точки не попадут в число особых, но и «хороших» точек тоже окажется достаточно мало, чтобы судить о динамике изображения.
Таким образом ставится задача: определить, при каком λ значение величины N/K +N/L будет наибольшим.
После проведения экспериментальных вычислений были получены следующие результаты.

Табл.1
Среднее оценка искомых величин для изображений достаточно высокого качества.

	λ
	N
	K
	L
	N/K+N/L

	10
	957
	127
	35
	34,9

	20
	820
	134
	30
	33,5

	50
	629
	133
	32
	24,4

	70
	584
	118
	25
	28,3

	90
	537
	118
	25
	26,0

	100
	510
	114
	27
	23,4

	110
	495
	113
	19
	30,4

	120
	485
	109
	16
	34,8

	150
	432
	109
	15
	32,8

	170
	395
	104
	14
	32,0

	180
	379
	108
	23
	20,0

	190
	369
	106
	22
	20,3

	200
	348
	108
	21
	19,8

	500
	199
	74
	15
	16,0

	1000
	97
	59
	11
	10,5


Табл.2

Средняя оценка искомых величин для изображений низкого качества.

	λ
	N
	K
	L
	N/K+N/L

	10
	794
	143
	48
	22,1

	20
	651
	145
	38
	21,6

	30
	594
	140
	35
	21,2

	50
	535
	131
	35
	19,4

	70
	460
	147
	23
	23,1

	90
	433
	135
	24
	21,2

	100
	406
	135
	26
	18,6

	150
	346
	128
	20
	20,0

	500
	109
	123
	7
	16,5

	1000
	62
	94
	5
	13,1


Из таблицы 1 и таблицы 2 видно, что оптимальное значение параметра λ равно 120 для изображений высокого качества, и 70 – для изображений низкого качества.
§ 4. Заключение.

В работе были рассмотрены алгоритмы нахождения оптических потоков на изображении. Основной алгоритм Лукаса-Канады был подробно изучен и проанализирован. В ходе исследования  была доказана теорема об аналитическом поиске экстремумов функции, минимизируемой в алгоритме. Кроме того, при помощи программной реализации алгоритма, были конкретизированы значения некоторых его параметров. Таким образом, цель работы достигнута.
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