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Введение

Биквадратный многочлен представляет собой числовую функцию f(x,  y) двух действительных аргументов x и  y, определенную на всевозможных аргументах x и  y действительного линейного пространства и квадратную по каждому из этих аргументов.    

Рассмотрим биквадратный многочлен:

f(x,  y) =  a0 + a1x + a2x2 + a3y +  a4xy + a5x2y + a6y2 + a7y2x + a8x2y2                (1)

Настоящая задача состоит в том, чтобы упростить данный многочлен. Рассматривая разные случаи и выполняя необходимые преобразования нужно добиться, чтобы число его членов стало наименьшим (если возможно – их уничтожить). Многочлены, получившиеся при соблюдении этих требований, называются каноническими и имеют вид:  
f(x,  y) =  b1x ( x2 + b2y + b3xy (  y2 + x2y2;
f(x,  y) =  c1x ( x2 + c2y + c3xy +  x2y2; 
f(x,  y) =  d1x + d2y + d3xy ( y2 + x2y2; 
f(x,  y) =  x + e1y +  e2xy + x2y;  
f(x,  y) =  g1x + y +  g2xy + x2y2;  
f(x,  y) =  h1x + h2y + h3xy + x2y + xy2;  
f(x,  y) =  i1x + i2y + x2y( y2;
f(x,  y) =  x + j1y + x2y;  
f(x,  y) =  k1x + y + x2y;
f(x,  y) =  l1x ( x2 + l2y + xy2;
f(x,  y) =  x + m1y + xy2;
f(x,  y) =  n1x + y + xy2;
f(x,  y) =  y + x2y;
f(x,  y) =  x + xy2;
f(x,  y) =  ( x2 + o1xy ( y2;
f(x,  y) = ( x2 + y2;
f(x,  y) =  xy ( y2;
f(x,  y) = (  x2 + xy;
f(x,  y) =  x + y2;
f(x,  y) =  x2 + y;
f(x,  y) =  x + y;
f(x,  y) =  y2; 
f(x,  y) =  x2;
f(x,  y) =  xy; 
f(x,  y) =  y;
f(x,  y) =  x;
f(x,  y) =  0.
Чтобы привести многочлен к простейшему (каноническому) виду, можно применять к нему следующие операции:

1. умножать константу отличную от нуля на многочлен 

( f(x,y), (≠0;

2. прибавлять константу
f(x,y) + (;

3. переходить к другой системе координат, т.е. использовать замену переменных:

x = ax´ + b, где a ≠ 0;

y = cy´ + d, где c ≠ 0.

Выполним замену переменных, получим:
a0 + a1(ax( + b) + a2(a2(x()2 + 2abx( + b2) + a3(cy( + d) + a4(acx(y( + adx( + bcy( + +bd) + a5(a2c(x()2y + a2d(x()2 + 2abcx(y( + 2abdx( +b2cy( + b2d) +a6(c2(y()2 +2cdy( + + d2) + a7(ac2x((y()2 + bc2(y()2 + 2acdx(y( + 2bcdy( + ad2x(+bd2) + a8(a2c2(x(y()2 + +2abc2x((y()2 + b2c2(y()2 + 2a2cd(x()2y( + 4abcdx(y( + 2b2cdy( + a2d2(x()2 + 2abd2x( + +b2d2).         

или
a0 + a1b + a2b2 + a3d + a4bd + a5b2d + a6d2 + a7bd2 + a8b2d2 +

+ x(
(a1a + 2a2ab + a4ad + 2a5abd + a7ad2 + 2a8abd2) +

+ (x()2
(a2a2 + a5a2d + a8a2d2) +

+ y(

(a3c + a4bc + a5b2c + 2a6cd + 2a7bcd + 2a8b2cd) +

+ x(y(

(a4ac + 2a5abc + 2a7acd + 4a8abcd) +

+ (x()2y(
(a5a2c + 2a8a2cd) + 
+ (y()2
(a6c2 + a7bc2 + a8b2c2) +

+ x((y()2
(a7ac2 + 2a8abc2) +

+ (x(y()2 
a8a2c2                                                                                                       (2)

Глава 1. Каноническая форма биквадратного многочлена

Теорема. Рассмотрим биквадратный многочлен:

f(x,  y) = a0 + a1x + a2x2 + a3y + a4xy + a5x2y + a6y2 + a7y2x + a8x2y2            (1)

Его можно привести к канонической форме одного из следующих видов.

А)  Если a8 ( 0, тогда 
1. Если a52 ( 4a2a8 и a72 ( 4a6a8, то многочлен (1) может быть приведен к виду 

b1x ( x2 + b2y + b3xy ( y2 + x2y2                                                                       (7)

преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  (f( x,   y)  + (.
2. Если a52 ( 4a2a8 и a72 = 4a6a8, то многочлен (1) может быть приведен к виду 

c1x ( x2 + c2y + c3xy + x2y2                                                                              (11)

преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f( x,  y) + (.

3. Если a52 = 4a2a8 и a72 ( 4a6a8, то многочлен (1) может быть приведен к виду 

d1x + d2y + d3xy ( y2 + x2y2                                                                             (14)

преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f( x,  y) + (.
4. Если a52 = 4a2a8 и a72 = 4a6a8, то многочлен (1) может быть приведен к виду 

1) x + e1y + e2xy + x2y                                                                              (18)

преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f( x,  y) + (.

2) g1x + y + g2xy + x2y2                                                                            (19)

преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f( x,  y) + (.

Б)  Если a8 = 0, a5 ≠ 0, a7 ≠ 0, то многочлен (1) может быть приведен к виду

h1x + h2y + h3xy + x2y + xy2                                                                           (24)

преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f( x,  y) + (.

В)  Если a8 = 0, a5 ≠ 0, a7 = 0, тогда

1. Если a6 ≠ 0, то многочлен (1) может быть приведен к виду

i1x + i2y + x2y ( y2                                                                                          (29)

преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f( x,  y) + (.
2. Если a6 = 0, тогда
а) Если a1a5 ≠ a2a4, то многочлен (1) может быть приведен к виду

x + j1y + x2y                                                                                                          (34)

преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f( x,  y) + (.
б) Если a1a5 = a2a4, то многочлен (1) может быть приведен к виду

y + x2y                                                                                                                  (38)

преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f( x,  y) + (.
в) Если a5 ≠ 0, то многочлен (1) может быть приведен к виду

k1x + y + x2y                                                                                                        (41)

преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f( x,  y) + (.
Г)  Если a8 = 0, a5 = 0, a7 ≠ 0, тогда  
1. Если a2 ≠ 0, то многочлен (1) может быть приведен к виду

l1x ( x2 + l2y + xy2                                                                                           (46)

преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f( x,  y) + (.

2.  Если a2 = 0, тогда
а) Если a7 ≠ 0, то многочлен (1) может быть приведен к виду

x + m1y + xy2                                                                                                  (51)

преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f( x,  y) + (.

б) Если a3a7 ≠ a4a6, то многочлен (1) может быть приведен к виду

n1x + y + xy2                                                                                                   (54)

преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f( x,  y) + (.
в) Если a3a7 = a4a6, то многочлен (1) может быть приведен к виду

x + xy2                                                                                                             (57)

преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f( x,  y) + (.
Д)  Если a8 = 0, a5 = 0, a7 = 0, тогда
  1.  Если a2 ≠ 0, a6 ≠ 0,тогда
а) Если a4 ≠ 0, то многочлен (1) может быть приведен к виду

( x2 + o1xy ( y2                                                                                                (61)

преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f( x,  y) + (.

б) Если a4 = 0, то многочлен (1) может быть приведен к виду

( x2 + y2                                                                                                           (64)

преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f( x,  y) + (.
2.  Если a2 = 0, a6 ≠ 0, тогда
а) Если a4 ≠ 0, то многочлен (1) может быть приведен к виду

xy ( y2                                                                                                             (68)

преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f( x,  y) + (.
б)  Если a4 = 0, тогда

1)Если a1 ≠ 0, то многочлен (1) может быть приведен к виду

x + y2                                                                                                               (72)

преобразованием x = ax(;  y = cy( + d;  f( x,  y) + (.
2) Если a1 = 0, то многочлен (1) может быть приведен к виду

y2                                                                                                                      (75)

преобразованием y = cy(;  f( x,  y) + (.
3.  Если  a2 ≠ 0, a6 = 0, тогда

а) Если a4 ≠ 0, то многочлен (1) может быть приведен к виду

( x2 + xy                                                                                                          (80)

преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f( x,  y) + (.
б)  Если a4 = 0, тогда 
1) Если a3 ≠ 0, то многочлен (1) может быть приведен к виду

x2 + y                                                                                                               (84)

преобразованием x = ax( + b;  y = cy(;  f( x,  y) + (.
2) Если a3 = 0, то многочлен (1) может быть приведен к виду

x2                                                                                                                               (87)

преобразованием x = ax(;  f( x,  y) + (.
4.  Если a2 = 0, a6 = 0, тогда 
а) Если a4 ≠ 0, то многочлен (1) может быть приведен к виду

xy                                                                                                                    (91)

преобразованием x = x( + b;  y = y( + d;  ( f( x, y) + (.
б) Если a4 = 0, 
1) Если a1 ≠ 0, a3 ≠ 0, то многочлен (1) может быть приведен к виду

x + y                                                                                                                (94)

преобразованием x = ax(;  y = cy(;  f( x,  y) + (.
2) Если a1=0, a3≠0, то многочлен (1) может быть приведен к виду

y                                                                                                                      (97)

преобразованием y = cy(;  f(x,  y) + (. 
3) Если a1≠0, a3=0, то многочлен (1) может быть приведен к виду

x                                                                                                                    (100)

преобразованием x = ax(;  f(x,  y) + (.
4) Если a1=0, a3=0, то многочлен (1) может быть приведен к нулевому многочлену преобразованием

f(x,  y) + (.
Доказательство:

1) Так как a8 ≠ 0, a ≠ 0, c ≠ 0, подберем b и d так, чтобы коэффициенты перед членами (x()2y( и x((y()2 в многочлене (2) стали равными нулю. Для этого рассмотрим два уравнения и выразим из них нужные коэффициенты:

a5a2c + 2a8a2cd = 0               и                a7ac2 + 2a8abc2 = 0; 

a5 + 2a8d = 0;                                          a7 + 2a8b = 0;
2a8d = - a5;                                                                       2a8b = - a7;               

d = - 
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Если в исходном многочлене (1) коэффициент a8 ( 0, то требуемые d, b определяются однозначно. Случай a8 = 0 будет рассмотрен отдельно (п.Б).

Тогда многочлен (2) примет вид:
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1. Т.к. a52 ≠ 4a2a8 и a72 ≠ 4a6a8, то подберем a и c таким образом, чтобы коэффициенты перед членами (x()2 и (y()2 в многочлене (3) стали равными единице. Для этого решим уравнения:
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I. Если 
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не имеют решений, тогда подберем a и c таким образом, чтобы коэффициенты перед членами (x()2 и (y()2 в многочлене (3) стали равными минус единице, т.е.  решим уравнения:
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II. Если 
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Подставим a и c в многочлен (3), будем иметь:
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Так как a8 ≠ 0, то домножим каждый член многочлена (4) на
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Прибавим к многочлену (5) коэффициент
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тогда многочлен (5) примет вид:
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Вынесем общие множители за скобку, получим:
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Таким образом, если a8 ( 0, a52 ( 4a2a8 и a72 ( 4a6a8, то многочлен (1) может быть приведен к виду 

b1x ( x2 + b2y + b3xy ( y2 + x2y2                                                                                  (7)
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преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  ( f( x,  y) + (, где
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2. Так как a52 ≠ 4a2a8, а a72 = 4a6a8, то коэффициент в многочлене (3) перед членом (y()2 станет равным нулю. Подберем a таким образом, чтобы коэффициент перед членом (x()2 в многочлене (3) стал равным единице. Для этого решим уравнение:
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не имеет решений, тогда подберем a таким образом, чтобы коэффициент перед членом (x()2 в многочлене (3) стал равным минус единице, т.е. будем рассматривать уравнение:
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Таким образом,
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Подставим a в многочлен (3), будем иметь:
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Подберем c так, чтобы коэффициент перед членом (x(y()2 в многочлене (8) стал равным единице. Для этого решим уравнение:
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не имеет решений, тогда подберем c так, чтобы коэффициент перед членом (x(y()2 в многочлене (8) стал равным минус единице, т.е. будем рассматривать уравнение:
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Таким образом,
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тогда многочлен (8) примет вид:
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Прибавим к многочлену (9) коэффициент
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будем иметь:
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Вынесем общие множители за скобку, получим:
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Таким образом, если a8 ( 0, a52 ( 4a2a8 и a72 = 4a6a8, то многочлен (1) может быть приведен к виду 
c1x ( x2 + c2y + c3xy + x2y2                                                                                       (11)
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преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f( x,  y) + (, где
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3. Т.к. a52 = 4a2a8, а a72 ≠ 4a6a8, то коэффициент в многочлене (3) перед членом (x()2 станет равным нулю. Подберем c таким образом, чтобы коэффициент перед членом (y()2 в многочлене (3) стал равным единице. Для этого решим уравнение:
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I. Если 
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не имеет решений, тогда подберем c таким образом, чтобы коэффициент перед членом (y()2 в многочлене (3) стал равным минус единице, т.е. будем рассматривать уравнение:
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Таким образом,
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тогда многочлен (3) примет вид:
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Подберем a так, чтобы коэффициент перед членом (x(y()2 в многочлене (12) стал равным единице. Для этого решим уравнение:
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I.   Если 
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не имеет решений, тогда подберем a так, чтобы коэффициент перед членом (x(y()2 в многочлене (12) стал равным единице, т.е. будем рассматривать уравнение: 
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Таким образом,
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будем иметь:
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Прибавим к многочлену (13) коэффициент  
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и вынесем общие множители за скобки, будем иметь:
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Таким образом, если a8 ( 0, a52 = 4a2a8 и a72 ( 4a6a8, то многочлен (1) может быть приведен к виду 
d1x + d2y + d3xy ( y2 + x2y2                                                                                   (14)
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преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f( x,  y) + (, где
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4. Т.к. a52 = 4a2a8, а a72 = 4a6a8, то коэффициенты в многочлене (3) перед членами (x()2 и (y()2 станут равными нулю:
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+ (x(y()2  a8a2c2                                                                                                          (15)

Так как a8 ≠ 0, то преобразуем многочлен (15) так, чтобы коэффициент перед членом (x(y()2 стал равным единице. Для этого решим уравнение:
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не имеет решений, тогда преобразуем многочлен (15) так, чтобы коэффициент перед членом (x(y()2 стал равным минус единице, т.е. будем рассматривать уравнение:
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II.   Если 
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Таким образом,
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тогда многочлен (15) примет вид:
a0 - 
[image: image364.wmf]8

7

1

2

a

a

a

 + 
[image: image365.wmf]2

8

2

7

2

4

a

a

a

 - 
[image: image366.wmf]8

5

3

2

a

a

a

 + 
[image: image367.wmf]2

8

7

5

4

4

a

a

a

a

 + 
[image: image368.wmf]2

8

2

5

6

4

a

a

a

 + 
[image: image369.wmf]3

8

2

7

2

5

16

3

a

a

a

 +
+ x(         (
[image: image370.wmf]8

1

a

c

a

 - 
[image: image371.wmf]8

8

7

2

a

ca

a

a

 - 
[image: image372.wmf]8

8

5

4

2

a

ca

a

a

 + 
[image: image373.wmf]8

2

8

7

2

5

2

a

ca

a

a

) +

+ y(         (a3c - 
[image: image374.wmf]8

7

4

2

a

a

ca

 - 
[image: image375.wmf]8

5

6

a

a

ca

 + 
[image: image376.wmf]2

8

2

7

5

2

a

a

ca

) +

+ x(y(      (
[image: image377.wmf]8

4

a

a

 - 
[image: image378.wmf]8

8

7

5

a

a

a

a

) +
+ (x(y()2                                                                                                                     (16)

Прибавим к многочлену (16) коэффициент
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будем иметь:
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1) Преобразуем многочлен (17) так, чтобы коэффициент перед членом x( стал равным единице. Для этого решим уравнение:

[image: image394.wmf]8

1

a

c

a

 - 
[image: image395.wmf]8

8

7

2

a

ca

a

a

 - 
[image: image396.wmf]8

8

5

4

2

a

ca

a

a

 + 
[image: image397.wmf]8

2

8

7

2

5

2

a

ca

a

a

 = 1;

c = 
[image: image398.wmf]8

1

a

a

 - 
[image: image399.wmf]8

8

7

2

a

a

a

a

 - 
[image: image400.wmf]8

8

5

4

2

a

a

a

a

 + 
[image: image401.wmf]8

2

8

7

2

5

2

a

a

a

a


тогда многочлен (17) примет вид:
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Таким образом, если a8 ( 0, a52 = 4a2a8 и a72 = 4a6a8, то многочлен (1) может быть приведен к виду 

x + e1y + e2xy + x2y2                                                                                                 (18)
где
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преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f( x,  y) + (, где
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2) Преобразуем многочлен (17) так, чтобы коэффициент перед членом y( стал равным единице. Для этого решим уравнение:
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тогда многочлен (17) примет вид:
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Таким образом, если a8 ( 0, a52 = 4a2a8 и a72 = 4a6a8, то многочлен (1) может быть приведен к виду 
g1x + y + g2xy + x2y2                                                                                                 (19)
где
g1 = (
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преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f( x,  y) + (, где
a = ± 
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2) Если a8  = 0, тогда многочлен (2) примет вид:
 a0 + a1b + a2b2 + a3d + a4bd + a5b2d + a6d2 + a7bd2 +

+ x(         (a1a + 2a2ab + a4ad + 2a5abd + a7ad2) +

+ (x()2        (a2a2 + a5a2d) +

+ y(         (a3c + a4bc + a5b2c + 2a6cd + 2a7bcd) +

+ x(y(      (a4ac + 2a5abc + 2a7acd) +

+ (x()2y(   a5a2c +

+ (y()2        (a6c2 + a7bc2) +

+x((y()2       a7ac2                                                                                                         (20)

Так как a5 ≠ 0, a7 ≠ 0, a ≠ 0, c ≠ 0, то подберем b и d так, чтобы коэффициенты перед членами (x()2 и (y()2 в многочлене (20) стали равными нулю. Для этого рассмотрим два уравнения и выразим из них нужные коэффициенты:
        a2a2 + a5a2d = 0             и                     a6c2 + a7bc2 = 0   
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Тогда многочлен (20) примет вид:
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+ (x()2y(   a5a2c +

+ x((y()2      a7ac2                                                                                                         (21)
Попытаемся сделать так, чтобы в многочлене (21) коэффициенты перед членами (x()2y( и x((y()2 стали равными единице, для этого достаточно выразить из системы двух уравнений коэффициенты a и c:


[image: image499.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

=

;

1

,

1

2

7

2

5

ac

a

c

a

a

   (  
[image: image500.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

=

;

1

,

1

7

2

5

2

a

c

a

a

a

c

   (   
[image: image501.wmf]ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

=

=

;

,

7

2

5

4

5

2

7

4

a

a

a

a

a

a

c

c

    (   
[image: image502.wmf]ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

=

=

.

,

3

2

5

3

7

3

2

7

3

5

a

a

a

a

a

c

                      

Подставим a и с в многочлен (21), будем иметь:
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Прибавим к многочлену (22) коэффициент
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тогда многочлен (22) примет вид:
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Вынесем общие множители за скобки, получим:
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Таким образом, если a8 = 0, a5 ≠ 0, a7 ≠ 0, то многочлен (1) может быть приведен к виду
h1x + h2y + h3xy + x2y + xy2                                                                                     (24)
где
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преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f( x,  y) + (, где
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В)  Так как a8 = 0, a5 ≠ 0, a7 = 0, тогда многочлен (20) примет вид:

a0 + a1b + a2b2 + a3d + a4bd + a5b2d + a6d2 +

+ x(        (a1a + 2a2ab + a4ad + 2a5abd) +

+ (x()2       (a2a2 + a5a2d) +

+ y(        (a3c + a4bc + a5b2c + 2a6cd) +

+ x(y(     (a4ac + 2a5abc) +

+ (x()2y(  a5a2c +

+ (y()2     a6c2                                                                                                             (25)
Так как a ≠ 0, c ≠ 0, то подберем b и d так, чтобы коэффициенты перед членами (x()2 и x(y( в многочлене (25) стали равными нулю. Для этого рассмотрим два уравнения и выразим из них нужные коэффициенты:
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Тогда многочлен (25) примет вид:
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1) Так как a6 ≠ 0, то попытаемся сделать так, чтобы в многочлене (26) коэффициенты перед членами (x()2 y( и (y()2 стали равными единице, для этого достаточно выразить из системы двух уравнений коэффициенты a и c:
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I. Если 
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не имеют решений, тогда попытаемся сделать так, чтобы в многочлене (26) коэффициенты перед членами (x()2y( и (y()2 стали равными единице и минус единице соответственно, т.е. будем решать систему: 
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II. Если  
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не имеют решений, тогда попытаемся сделать так, чтобы в многочлене (26) коэффициенты перед членами (x()2y( и (y()2 стали равными минус единице одновременно, т.е. будем решать систему: 
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III. Если  
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не имеют решений, тогда попытаемся сделать так, чтобы в многочлене (26) коэффициенты перед членами (x()2y( и (y()2 стали равными минус единице и единице соответственно, т.е. будем решать систему: 
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IV. Если  
[image: image599.wmf]6

1

a

 ≥ 0 и 
[image: image600.wmf]5

1

a

 ≥ 0, тогда

      
[image: image601.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

±

=

±

=

.

1

,

6

5

4

6

a

c

a

a

a

 
Таким образом,
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Подставим a и с в многочлен (26), будем иметь:
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Прибавим к многочлену (27) коэффициент
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тогда многочлен (27) примет вид:
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Вынесем общие множители за скобки, получим:
   x(         
[image: image621.wmf]5

4

6

a

a

(a1 - 
[image: image622.wmf]5

4

2

a

a

a

) +
+ y(         
[image: image623.wmf]6

1

a

(a3 - 
[image: image624.wmf]5

2

4

4

a

a

 - 
[image: image625.wmf]5

6

2

2

a

a

a

) +
+ (x()2y( (
( (y()2                                                                                                                        (29)
Таким образом, если a8 = 0, a5 ≠ 0, a7 = 0, a6 ≠ 0, то многочлен (1) может быть приведен к виду
i1x + i2y + x2y ( y2                                                                                                      (29)

где
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преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f( x,  y) + (, где
a = ± 
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2) Пусть теперь a6 = 0, тогда многочлен  (26) будет иметь вид:
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Так как a5 ≠ 0, a ≠ 0, c ≠ 0, то попытаемся сделать так, чтобы в многочлене (30) коэффициент перед членом (x()2y( стал равным единице, для этого достаточно решить уравнение:

                  a5a2c = 1            (            c = 
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(Мы выразили c для удобства, вместо c можно выразить a)

Подставим c в многочлен (30):
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2) Так как a1a5 ≠ a2a4, то подберем a таким образом, чтобы коэффициент перед членом x( в многочлене (31) стал равным единице. Для этого решим уравнение:
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тогда многочлен (31) примет вид:
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Прибавим к многочлену (32) коэффициент

( = - a0 + 
[image: image658.wmf]5

4

1

2

a

a

a

 + 
[image: image659.wmf]5

3

2

a

a

a

 - 
[image: image660.wmf]2

5

2

4

2

2

a

a

a


тогда многочлен (32) примет вид:
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Вынесем общий множитель за скобку, получим:
x( + y( 
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) + (x()2y(                                                                    (34)

Таким образом, если a8 = 0, a5 ≠ 0, a7 = 0, a6 = 0, a1a5 ≠ a2a4, то многочлен (1) может быть приведен к виду
x + j1y + x2y                                                                                                                (34)

где
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преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f( x,  y) + (, где
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3) Так как a1a5 = a2a4, то многочлен (31) примет вид:

a0 - 
[image: image674.wmf]5

4

1

2

a

a

a

 - 
[image: image675.wmf]5

3

2

a

a

a

 + 
[image: image676.wmf]2

5

2

4

2

2

a

a

a

 +

+ y(         (
[image: image677.wmf]5

2

3

a

a

a

 - 
[image: image678.wmf]2

5

2

2

4

4

a

a

a

) +

+ (x()2y(                                                                                                                     (35)
Выберем коэффициент a так, чтобы в многочлене (36) коэффициент перед y( стал равен единице. Для этого решим уравнение:
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Подставим a2 в многочлен (36), будем иметь:
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Прибавим к многочлену (37) коэффициент
( = - a0 + 
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тогда многочлен (37) примет вид:
y( + (x()2y(                                                                                                                 (38)

Таким образом, если a8 = 0, a5 ≠ 0, a7 = 0, a6 = 0, a1a5 = a2a4, то многочлен (1) может быть приведен к виду
y + x2y                                                                                                                           (38)
преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f( x,  y) + (, где
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3) Так как a5 ≠ 0, то подберем a таким образом, чтобы коэффициент перед членом y( в многочлене (31) стал равным единице. Для этого решим уравнение:
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I. Если 
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не имеет решений, тогда подберем a таким образом, чтобы коэффициент перед членом y( в многочлене (31) стал равным минус единице, т.е. будем рассматривать уравнение:
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II. Если 
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Таким образом,
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тогда многочлен (31) примет вид:
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Прибавим к многочлену (39) коэффициент
( = - a0 + 
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тогда многочлен (39) примет вид:
  x( (
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) + y( + (x()2y(                                    (40)

Вынесем общий множитель за скобку, получим:
 x( 
[image: image723.wmf]5

2

4

5

3

2

4

a

a

a

a

-

(a1 - 
[image: image724.wmf]5

4

2

a

a

a

) + y( + (x()2y(                                                            (41)

Таким образом, если a8 = 0, a5 ≠ 0, a7 = 0, a6 = 0, то многочлен (1) может быть приведен к виду
k1x + y + x2y                                                                                                                   (41)

где
k1 = 
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преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f( x,  y) + (, где
a = ± 
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Г)  Так как a8 = 0,a7 ≠ 0, a5 = 0, тогда многочлен (20) примет вид:
a0 + a1b + a2b2 + a3d + a4bd + a6d2 + a7bd2 +

+ x(        (a1a + 2a2ab + a4ad + a7ad2) +

+ (x()2         a2a2 +

+ y(        (a3c + a4bc + 2a6cd + 2a7bcd) +

+ x(y(     (a4ac + 2a7acd) +

+ (y()2       (a6c2 + a7bc2) +

+ x((y()2     a7ac2                                                                                                          (42)
Подберем b и d так, чтобы коэффициенты перед членами x(y( и (y()2  в многочлене (42) стали равными нулю. Для этого рассмотрим два уравнения и выразим из них нужные коэффициенты:

a4ac + 2a7acd = 0                      и                  a6c2 + a7bc2 = 0;
d = - 
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тогда многочлен (42) примет вид:
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+ x((y()2      a7ac2                                                                                                         (43)

1) Так как a2 ≠ 0, то попытаемся сделать так, чтобы в многочлене (43) коэффициенты перед членами (x()2 и x((y()2 стали равными единице, для этого достаточно выразить из системы двух уравнений коэффициенты a и c:
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I. Если 
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не имеют решений, тогда попытаемся сделать так, чтобы в многочлене (43) коэффициенты перед членами (x()2 и x((y()2 стали равными минус единице и единице соответственно, т.е. будем рассматривать систему:
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II. Если 
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                              и                          c2 = 
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не имеют решений, тогда попытаемся сделать так, чтобы в многочлене (43) коэффициенты перед членами (x()2 и x((y()2 стали равными минус единице одновременно, т.е. будем рассматривать систему:
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III. Если 
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не имеют решений, тогда попытаемся сделать так, чтобы в многочлене (43) коэффициенты перед членами (x()2 и x((y()2 стали равными единице и минус единице соответственно, т.е. будем рассматривать систему:


[image: image774.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

=

;

1

,

1

2

2

2

7

a

a

ac

a

    (     
[image: image775.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

-

=

;

1

,

1

2

2

7

2

a

a

aa

c

  (  
[image: image776.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

±

=

-

±

=

.

1

,

2

7

4

2

a

a

a

a

c

  
IV. Если 
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Таким образом,
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Подставим a и с в многочлен (43), будем иметь:
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Прибавим к многочлену (44) коэффициент
( = - a0 + 
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тогда многочлен (44) примет вид:
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Вынесем общие множители за скобки, получим:
 x(         
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Таким образом, если a8 = 0, a5 = 0, a7 ≠ 0, a2 ≠ 0, то многочлен (1) может быть приведен к виду
l1x ( x2 + l2y + xy2                                                                                                     (46)

где
l1 = 
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преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f( x,  y) + (, где
a = ± 
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2) Пусть теперь a2 = 0, тогда многочлен  (43) будет иметь вид:
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Так как a7 ≠ 0, a ≠ 0, c ≠ 0, то попытаемся сделать так, чтобы в многочлене (47) коэффициент перед членом x((y()2 стал равным единице, для этого достаточно решить уравнение:

a7ac2 = 1        (    a = 
[image: image822.wmf]7
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(Мы выразили a для удобства, вместо a можно выразить c)

Подставим a в многочлен (47):
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1) Так как a7 ≠ 0, то подберем c таким образом, чтобы коэффициент перед членом x( в многочлене (48) стал равным единице. Для этого решим уравнение:
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I. Если 
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не имеет решений, тогда подберем c таким образом, чтобы коэффициент перед членом x( в многочлене (48) стал равным минус единице, т.е. будем рассматривать уравнение:
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Таким образом,
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тогда многочлен (48) примет вид:
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Прибавим к многочлену (49) коэффициент 
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будем иметь:
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Вынесем общий множитель за скобку, получим:

x( +
+ y(          
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Таким образом, если a8 = 0, a5 = 0, a7 ≠ 0, a2 = 0, то многочлен (1) может быть приведен к виду
x + m1y + xy2                                                                                                              (51)

где
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преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f( x,  y) + (, где
a = 
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2) Так как a3a7 ≠ a4a6, то подберем c таким образом, чтобы коэффициент перед членом y( в многочлене (48) стал равным единице. Для этого решим уравнение:
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тогда многочлен (48) примет вид:
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Прибавим к многочлену (52) коэффициент 
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будем иметь:
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Вынесем общий множитель за скобку, получим:
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Таким образом, если a8 = 0, a5 = 0, a7 ≠ 0, a2 = 0, a3a7 ≠ a4a6, то многочлен (1) может быть приведен к виду
n1x + y + xy2                                                                                                               (54)

где
n1 = 
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преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f( x,  y) + (, где
a = 
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3) Так как a3a7 = a4a6, то многочлен (48) примет вид:
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[image: image890.wmf]7

6

1

a

a

a

 - 
[image: image891.wmf]7

4

3

2

a

a

a

 + 
[image: image892.wmf]2

7

6

2

4

2

a

a

a

 +

+ x(        (
[image: image893.wmf]7

2

1

a

c

a

 - 
[image: image894.wmf]2

7

2

2

4

4

a

c

a

) +

+ x((y()2                                                                                                                           (55)

Прибавим к многочлену (55) коэффициент
( = - a0 + 
[image: image895.wmf]7

6

1

a

a

a

 + 
[image: image896.wmf]7

4

3

2

a

a

a

 - 
[image: image897.wmf]2

7

6

2

4

2

a

a

a


будем иметь:
x( (
[image: image898.wmf]7

2

1

a

c

a

 - 
[image: image899.wmf]2

7

2

2

4

4

a

c

a

) + x((y()2                                                                                       (56)

Так как a7 ≠ 0, то преобразуем многочлен (56) так, чтобы коэффициент перед членом x( стал равным единице. Для этого решим уравнение:
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тогда многочлен (56) примет вид:
x( + x((y()2                                                                                                                         (57)

Таким образом, если a8 = 0, a5 = 0, a7 ≠ 0, a2 = 0, a3a7 = a4a6, то многочлен (1) может быть приведен к виду
x + xy2                                                                                                                        (57)
преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f( x,  y) + (, где
a = 
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Д)  Так как a8 = 0, a5 = 0, a7 = 0, тогда многочлен (20) примет вид:

a0 + a1b + a2b2 + a3d + a4bd + a6d2 +

+ x(         (a1a + 2a2ab + a4ad) +

+ (x()2          a2a2 +

+ y(         (a3c + a4bc + 2a6cd) +

+ x(y(       a4ac +

+ (y()2           a6c2                                                                                                           (58)
1) Так как a2 ≠ 0, a6 ≠ 0, то подберем a и c так, чтобы коэффициенты перед членами (x()2 и (y()2  в многочлене (58) стали равными единице. Для этого рассмотрим два уравнения и выразим из них нужные коэффициенты:
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I. Если 
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c2 = 
[image: image916.wmf]6
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[image: image917.wmf]2
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не имеют решений, тогда подберем a и c так, чтобы коэффициенты перед членами (x()2 и (y()2  в многочлене (58) стали равными минус единице, т.е. будем решать уравнения: 

a2a2 = - 1                          и                                    a6c2 = - 1; 
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II. Если  
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Таким образом,
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Подставим a и с в многочлен (58), будем иметь:

a0 + a1b + a2b2 + a3d + a4bd + a6d2 +
+ x(         (
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( (y()2                                                                                                                         (59)
1) Так как a4 ≠ 0, то подберем b и d так, чтобы коэффициенты перед членами x( и y(  в многочлене (59) стали равными нулю. Для этого решим систему уравнений:
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Решим отдельно уравнение:
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ba42 - 4ba2a6 - 2a1a6 + a3a4 = 0;

b(a42 - 4a2a6) = 2a1a6 - a3a4;

b = 
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Подставим b и d в многочлен (59), будем иметь:
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Прибавим к многочлену (60) коэффициент
( = - a0 - 
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будем иметь:
 ( (x()2 + x(y(
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Таким образом, если a8 = 0, a5 = 0, a7 = 0, a2 ≠ 0, a6 ≠ 0, a4 ≠ 0, то многочлен (1) может быть приведен к виду
( x2 + o1xy ( y2                                                                                                       (61)

где
o1 = 
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преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f( x,  y) + (, где
a = ± 
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c = ± 
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2) Так как a4 = 0, то (59) примет вид:

a0 + a1b + a2b2 + a3d + a6d2 +
+ x(         (
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( ( y()2                                                                                                                         (62)
Подберем b и d так, чтобы коэффициенты перед членами x( и y( в многочлене (62) стали равными нулю. Для этого решим систему уравнений:
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Подставим b и d в многочлен (62), будем иметь:     

a0 - 
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Прибавим к многочлену (63) коэффициент 
( = - a0 + 
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будем иметь:

( (x()2 + (y()2                                                                                                               (64)

Таким образом, если a8 = 0, a5 = 0, a7 = 0, a2 ≠ 0, a6 ≠ 0, a4 = 0, то многочлен (1) может быть приведен к виду
( x2 + y2                                                                                                                     (64)

преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f(x,  y) + (, где
a = ± 
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2) Так как a2 = 0, a6 ≠ 0, то многочлен (58) примет вид:

a0 + a1b + a3d + a4bd + a6d2 +

+ x(        (a1a + a4ad) +

+ y(        (a3c + a4bc + 2a6cd) +

+ x(y(       a4ac +

+ (y()2          a6c2                                                                                                           (65)
1) Так как a4 ≠ 0, a ≠ 0, c ≠ 0, то подберем b и d так, чтобы коэффициенты перед членами x( и y( в многочлене (65) стали равными нулю. Для этого решим систему двух уравнений:
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Тогда многочлен (65) примет вид:
a0 + 
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Так как a4 ≠ 0, a6 ≠ 0, то подберем a и c так, чтобы в многочлене (66)коэффициенты перед членами x(y( и (y()2 стали равными единице. Для этого решим систему двух уравнений:
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I. Если 
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 < 0, тогда уравнение 

a6c2 = 1

не имеет решений, тогда подберем c так, чтобы в многочлене (66) коэффициент перед членом (y()2 стал равным минус единице, т.е. будем рассматривать уравнение:

a6c2 = - 1;
c = ± 
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Таким образом,
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Тогда многочлен (66) примет вид:
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Прибавим к многочлену (67) коэффициент
( = - a0 + 
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будем иметь:
 x(y( ( (y()2                                                                                                                  (68)

Таким образом, если a8 = 0, a5 = 0, a7 = 0, a2 = 0, a6 ≠ 0, a4 ≠ 0, то многочлен (1) может быть приведен к виду
 xy ( y2                                                                                                                       (68)

преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f(x,  y) + (, где
a = ± 
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2) Так как a4 = 0, то многочлен (65) примет вид:

a0 + a1b + a3d + a6d2 +

+ x(         a1a +

+ y(       (a3c + 2a6cd) +

+ (y()2        a6c2                                                                                                             (69)

Так как a6 ≠ 0, c ≠ 0, то подберем  d так, чтобы коэффициент перед членом y( в многочлене (69) стал равным нулю. Для этого решим уравнение:

a3c + 2a6cd = 0;

d = - 
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тогда многочлен (69) примет вид:
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1. Так как a1 ≠ 0 и a6 ≠ 0, то подберем a и c так, чтобы коэффициенты перед членами x( и (y()2 в многочлене (70) стали равными единице. Для этого решим два уравнения:

 a1a = 1;                                                               a6c2 = 1;                  

a = 
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тогда многочлен (70) примет вид:
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Прибавим к многочлену (71) коэффициент
( = - a0 - a1b + 
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будем иметь:
x( + (y()2                                                                                                                         (72)

Таким образом, если a8 = 0, a5 = 0, a7 = 0, a2 = 0, a6 ≠ 0, a4 = 0, a1 ≠ 0, то многочлен (1) может быть приведен к виду
x + y2                                                                                                                             (72)

преобразованием x = ax(;  y = cy( + d;  f(x,  y) + (, где
a = 
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1

a

;

с2 = 
[image: image1015.wmf]6

1

a

;

d = - 
[image: image1016.wmf]6

3

2

a

a

;

( = - a0 - a1b + 
[image: image1017.wmf]6

2

3

2

a

a

 - 
[image: image1018.wmf]6

2

3

2

a

a

.

2. Так как a1 = 0, то многочлен (70) примет вид:
a0 + a1b - 
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Так как a6 ≠ 0, то подберем c так, чтобы коэффициент перед членом (y()2 в многочлене (73) стал равным единице. Для этого решим уравнение:
a6c2 = 1;
c2 = 
[image: image1021.wmf]6
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тогда многочлен (73) примет вид:
a0 + a1b - 
[image: image1022.wmf]6

2

3

2

a

a

 + 
[image: image1023.wmf]6

2

3

2

a

a

 +
+ (y()2                                                                                                                               (74)
Прибавим к многочлену (74) коэффициент
( = - a0 - a1b + 
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будем иметь:
(y()2                                                                                                                                  (75)

Таким образом, если a8 = 0, a5 = 0, a7 = 0, a2 ≠ 0, a6 = 0, a4 = 0, a1 = 0, то многочлен (1) может быть приведен к виду
y2                                                                                                                                     (75)

преобразованием y = cy( + d;  f(x,  y) + (, где
c2 = 
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( = - a0 - a1b + 
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3) Так как a2 ≠ 0, a6 = 0, тогда многочлен  (58) будет иметь вид:
a0 + a1b + a2b2 + a3d + a4bd +

+ x(        (a1a + 2a2ab + a4ad) +

+ (x()2         a2a2 +

+ y(         (a3c + a4bc) +

+ x(y(       a4ac                                                                                                           (77)
1) Так как a4 ≠ 0, a ≠ 0, c ≠ 0, то подберем b и d так, чтобы коэффициенты перед членами x( и y( в многочлене (77) стали равными нулю. Для этого решим систему двух уравнений:
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тогда многочлен (77) примет вид:
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или
a0 - 
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Так как a2 ≠ 0,a4 ≠ 0, то подберем a и c так, чтобы в многочлене (78) коэффициенты перед членами (x()2 и x(y( стали равными единице. Для этого решим систему уравнений:
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I. Если 
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 < 0, тогда уравнение 

a2a2 = 1

не имеет решений, тогда подберем a так, чтобы в многочлене (78) коэффициент перед членом (x()2 стал равным минус единице, т.е. будем рассматривать уравнение:

a2a2 = - 1;
a = ± 
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II. Если 
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Таким образом,
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тогда многочлен (78) примет вид:
a0 - 
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+ x(y(                                                                                                                         (79)

Прибавим к многочлену (79) коэффициент 
( = - a0 + 
[image: image1048.wmf]4
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будем иметь:
( (x()2 + x(y(                                                                                                               (80)

Таким образом, если a8 = 0, a5 = 0, a7 = 0, a2 ≠ 0, a6 = 0, a4 ≠ 0, то многочлен (1) может быть приведен к виду
( x2 + xy                                                                                                                    (80)

преобразованием x = ax( + b;  y = cy( + d;  f(x,  y) + (, где
a = ± 
[image: image1050.wmf]2
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b = - 
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c = ± 
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d = 
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( = - a0 + 
[image: image1054.wmf]4
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2) Так как a4 = 0, то многочлен (77) примет вид:

a0 + a1b + a2b2 + a3d +

+ x(         (a1a + 2a2ab) +

+ (x()2           a2a2 +

+ y(           a3c                                                                                                            (81)

Так как a2 ≠ 0, a ≠ 0, то подберем b так, чтобы коэффициент перед членом x( в многочлене (81) стал равным нулю. Для этого решим уравнение:

a1a + 2a2ab = 0;

b = - 
[image: image1056.wmf]2
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тогда многочлен (81) примет вид:

a0 - 
[image: image1057.wmf]2
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 + a3d +

+ (x()2        a2a2 +

+ y(         a3c                                                                                                              (82)

1.  Так как a3 ≠ 0, a2 ≠ 0, то подберем a и c так, чтобы в многочлене (82) коэффициенты перед членами (x()2 и y( стали равными единице. Для этого решим два уравнения:
a2a2 = 1;                                                                        a3c = 1;       
a2 = 
[image: image1059.wmf]2
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;                                                                       c = 
[image: image1060.wmf]3
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тогда многочлен (82) примет вид:

 a0 - 
[image: image1061.wmf]2
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+ (x()2 +

+ y(                                                                                                                            (83)

Прибавим к многочлену (83) коэффициент
( = - a0 + 
[image: image1063.wmf]2
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будем иметь:
 (x()2 + y(                                                                                                                    (84)

Таким образом, если a8 = 0, a5 = 0, a7 = 0, a2 ≠ 0, a6 = 0, a4 = 0, a3 ≠ 0, то многочлен (1) может быть приведен к виду
x2 + y                                                                                                                         (84)

преобразованием x = ax( + b;  y = cy(;  f(x,  y) + (, где
a2 = 
[image: image1065.wmf]2
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2. Так как a3 = 0, то многочлен (82) примет вид:

a0 - 
[image: image1070.wmf]2

2

1

2

a

a

 + 
[image: image1071.wmf]2

2

1

2

a

a

 +

+ (x()2        a2a2                                                                                                            (85)

Так как a2 ≠ 0, то подберем a так, чтобы в многочлене (85) коэффициент перед членом (x()2 стал равен единице. Для этого решим уравнение:

a2a2 = 1;
a2 = 
[image: image1072.wmf]2
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тогда многочлен (85) примет вид:

a0 - 
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Прибавим к многочлену (86) коэффициент

( = - a0 + 
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будем иметь:

(x()2                                                                                                                                       (87)

Таким образом, если a8 = 0, a5 = 0, a7 = 0, a2 ≠ 0, a6 = 0, a4 = 0, a3 = 0, то многочлен (1) может быть приведен к виду

x2                                                                                                                                               (87)

преобразованием x = ax( + b;  f(x,  y) + (, где

a2 = 
[image: image1077.wmf]2

1

a

;
b = - 
[image: image1078.wmf]2

1

2

a

a

;

( = - a0 + 
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4) Пусть теперь a2 = 0, a6 = 0, тогда многочлен  (58) будет иметь вид:

a0 + a1b + a3d + a4bd +

+ x(        (a1a + a4ad) +

+ y(        (a3c + a4bc) +

+ x(y(      a4ac                                                                                                            (88)

1) Так как a4 ≠ 0, то подберем b и d так, чтобы коэффициенты перед членами x( и y( в многочлене (88) стали равными нулю. Для этого рассмотрим два уравнения и выразим из них нужные коэффициенты:

a1a + a4ad = 0               и                 a3c + a4bc = 0;
d = - 
[image: image1081.wmf]4
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тогда многочлен  (88) примет вид:
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или
a0 - 
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Чтобы в многочлене (89) коэффициент перед членом x(y( стал равным единице, домножим каждый его член на ( = 
[image: image1087.wmf]ac
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Прибавим к многочлену (90) коэффициент

( = 
[image: image1090.wmf]ac
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будем иметь:

x(y(                                                                                                                             (91)

Таким образом, если a8 = 0, a5 = 0, a7 = 0, a2 = 0,a6 = 0, a4 ≠ 0, то многочлен (1) может быть приведен к виду

xy                                                                                                                               (91)

преобразованием x = x( + b;  y = y( + d;  ( f(x,  y) + (, где

b = - 
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2) Так как a4 = 0, то многочлен (88) примет вид:

   a0 + a1b + a3d + x( a1a + y( a3c                                                                             (92)

1. Так как a1 ≠ 0, a3 ≠ 0, то подберем коэффициенты a и c так, чтобы в многочлене (92) коэффициенты перед членами x( и y( стали равными единице. Для этого решим два уравнения:

a1a =1                                 и                    a3c = 1;                    

a = 
[image: image1097.wmf]1
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;                                                     c = 
[image: image1098.wmf]3
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тогда многочлен (92) примет вид:

a0 + a1b + a3d + x( + y(                                                                                             (93)

Прибавим к многочлену (93) коэффициент

( = - a0 - a1b - a3d 

будем иметь:

x( + y(                                                                                                                        (94)

Таким образом, если a8 = 0, a5 = 0, a7 = 0, a2 = 0, a6 = 0, a4 = 0, a1≠0, a3≠0, то многочлен (1) может быть приведен к виду

x + y                                                                                                                          (94)

преобразованием x = ax(;  y = cy(;  f(x,  y) + (, где

a = 
[image: image1099.wmf]1
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c = 
[image: image1100.wmf]3
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; 

( = - a0 - a1b - a3d.
2.  Так как a1 = 0, a3 ≠ 0, то многочлен (92) примет вид:

a0 + a3d + y( a3c                                                                                                        (95)

Подберем c так, чтобы в многочлене (95) коэффициент перед y( стал равным единице. Для этого решим уравнение:

a3c = 1;                    

c = 
[image: image1101.wmf]3

1

a


тогда многочлен (95) примет вид:

a0 + a3d + y(                                                                                                              (96)

Прибавим к многочлену (96) коэффициент

( = - a0 - a3d 
будем иметь:

y(                                                                                                                                (97)
Таким образом, если a8 = 0, a5 = 0, a7 = 0, a2 = 0, a6 = 0, a4 = 0, a1=0, a3≠0, то многочлен (1) может быть приведен к виду
y                                                                                                                                 (97)

преобразованием y = cy(;  f(x,  y) + (, где
c = 
[image: image1102.wmf]3

1

a

; 
( = - a0 - a3d.
3. Так как a1 ≠ 0, a3 = 0, тогда многочлен (92) примет вид:

   a0 + a1b + x( a1a                                                                                                     (98)

 Подберем a так, чтобы в многочлене (98) коэффициент перед членом x( стал равным единице. Для этого решим уравнение:
a1a =1;                                 

a = 
[image: image1103.wmf]1

1

a

                                                     

тогда многочлен (98) примет вид:

a0 + a1b + x(                                                                                                              (99)

Прибавим к многочлену (99) коэффициент

( = - a0 - a1b 
будем иметь:

x(                                                                                                                              (100)

Таким образом, если a8 = 0, a5 = 0, a7 = 0, a2 = 0, a6 = 0, a4 = 0, a1≠0, a3=0, то многочлен (1) может быть приведен к виду
x                                                                                                                              (100)

преобразованием x = ax(;  f(x,  y) + (, где
a = 
[image: image1104.wmf]1

1

a

;

( = - a0 - a1b.
4. Так как a1 = 0, a3 = 0, тогда многочлен (92)примет вид:

   a0 + x( ∙ 0 + y( ∙ 0                                                                                                  (101)

Прибавив к многочлену (101) коэффициент
( = - a0 
получим нулевой многочлен, то есть
0                                                                                                                               (102)

Таким образом, если a8 = 0, a5 = 0, a7 = 0, a2 = 0, a6 = 0, a4 = 0, a1=0, a3=0, то многочлен (1) может быть приведен к нулевому многочлену преобразованием

f(x,  y) + (, где
( = - a0.

Глава 2. Способы приведения некоторых многочленов к канонической форме

Существует много способов приведения многочленов к каноническим формам. Рассмотрим некоторые из них.

1) Приведение квадратичной формы к сумме квадратов
Рассмотрим квадратичную форму 
A(x,  x) = 
[image: image1105.wmf]å
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в конечномерном пространстве L с заданным базисом e = (e1,  e2,  …,  en).
Существует два метода приведения формы к каноническому виду: метод Лагранжа и метод Якоби. 

Метод Лагранжа. Основная идея этого метода заключается в последовательном дополнении квадратного трехчлена по каждому аргументу до полного квадрата.
Теорема. Любая квадратичная форма А(х, х), заданная в n-мерном линейном пространстве  L, с помощью невырожденного линейного преобразования координат может быть приведена к каноническому виду
A(x,  x) = (1(12 + (2(22 + … + (n(n2.  
Метод Якоби. При некоторых дополнительных предположе​ниях о квадратичной форме A(x,  x) можно указать явные фор​мулы перехода от данного базиса e = (e1,  e2,  …,  en) к канониче​скому базису f = (f1,  f2,  …,  fn) и формулы для канонических коэффициентов (i. 
Теорема. Пусть угловые миноры (1, (2, …, (n-1 матрицы A(e) = (aij) квадратичной формы A(x,  x) отличны от нуля. Тогда существует единственное треугольное преобразование базисных векторов e1,  e2,  …,  en, с помощью которого форму A(x,  x) можно привести к каноническому виду 

A(x,  x) = (1(12 + (2(22 + … + (n(n2.   
Здесь  
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2) Приведение матрицы линейного оператора к Жордановой форме.
Рассмотрим некоторую простейшую каноническую форму, обобщающую диагональную, к которой может быть приве​дена преобразованием подобия уже совершенно произвольная мат​рица линейного оператора над кольцом комплексных чисел. Cуществует преобразование подобия, приводя​щее матрицу произвольного линейного оператора к клеточно-диагональному виду:

A = 
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где по диагонали расположены квадратные матрицы вида:

(k = 
[image: image1110.wmf]÷
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называемые клетками Жордана. 
Жорданова форма матрицы определяется с точностью до порядка расположения клеток (k  по диагонали матрицы. Этот порядок зависит от порядка нумерации собственных значений (k. 
Теорема. Пусть A – линейный оператор, действующий в n-мерном пространстве V. Существует базис

{ekm}, k = 1, 2, …, l;  m = 1, 2, …, nk;  n1 + n2 + … + nl = n,                     (*)
образованный из собственных и присоединенных векторов оператора A, в котором действие оператора A описывается следующими соотношениями:

Aek1 = (kek1,   k = 1, 2, …, l;

Aekm = (kekm + ekm-1,  k = 1, 2, …, l,  m = 1, 2, …, nk. 
Очевидно, векторы ek1 ( k = 1, 2, …, l) базиса (*) являются собственными векторами оператора A, отвечающими собственным значениям (k, векторы     ekm (k = 1, 2, …, l;  m = 1, 2, …, nk) являются присоединенными векторами порядка m, отвечающими собственным значениям (k соответственно.      
Заключение
При исследовании многочлена очень часто требуется привести его к простейшей (канонической) форме.    Например, 

1. можно привести некоторый квадратичный многочлен
a0 + a1x12 + a2x22 + a3x1x2
к следующему виду:
x1 2 ±  x22 
2. можно привести некоторую матрицу линейного оператора к жордановой форме с помощью линейных преобразований над кольцом комплексных чисел.

При обработке графической информации на компьютере возникает задача о нахождении минимумов функции

f(x,  y) = a0 + a1x + a2y + a3x2 + a4xy + a5y2 + a6x2y + a7y2x + a8x2y2
 Чтобы упростить эту задачу, можно привести многочлен (стоящий в правой части) к каноническому виду. Для этого можно использовать замену переменных, то есть перейти к другой системе координат:
x=ax´ + by´ + e, где a ≠ 0;

y = cx´ + dy´ + f, где c ≠ 0.
Но такая замена нам не подходит, так как после её выполнения получится более сложный многочлен. Поэтому вводим другую замену:
x = ax´ + b, где a ≠ 0;

y = cy´ + d, где c ≠ 0.
Так же можно:
1. умножать константу отличную от нуля на многочлен 

( f(x,  y), ( ≠ 0; 

2. прибавлять к многочлену константу

f(x,  y) + (.

Эти действия можно производить, так как они не повлияют на нахождение экстремумов функции.

Таким образом, пользуясь вышеуказанными операциями, я привела биквадратный многочлен к каноническому виду. Я рассмотрела различные случаи, где указала условия, при которых многочлен принимает тот или иной вид. 
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