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Биквадратичной функцией двух переменных будем называть функцию вида
[image: image411.wmf]0

d

       (1)

При решении некоторых задач компьютерной графики (нахождение векторов движения при сжатии видеопоследовательности, трехмерное зрение и др.) приходится находить минимум кусочно-аналитической функции, определенной на всей плоскости 
[image: image2.wmf]2
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, задаваемой на каждом единичном квадрате функцией вида (1). В типичной задаче (сжатие видеопоследовательности), указанный минимум должен вычисляться десятки тысяч раз для каждого кадра. Поэтому каждое улучшение алгоритма поиска минимума, может дать заметное ускорение расчетов.

Более точно, минимизируемая функция обычно является суммой квадратов некоторого количества билинейных функций:
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                                    (2)

Таким образом, практически важный случай оказывается некоторым подмножеством задачи (1). Этот случай в работе изучается более подробно.

Обычно, минимум функции находится с помощью некоторого численного метода. Такой подход не всегда точен и довольно трудоемок.
Однако, для функции вида (1) значительную часть вычислений можно проделать аналитически. Прямое нахождение экстремумов функции (1) сводится к решению системы двух (нелинейных) уравнений от двух переменных 
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                                                          (3)
Отметим, что первое уравнение системы (3) будет линейно относительно 
[image: image6.wmf]x

, второе – относительно 
[image: image7.wmf]y

. 
Этот факт позволяет решить систему (3), например, следующим образом:

1. Из первого уравнения системы (3) выразим 
[image: image8.wmf]x

 через 
[image: image9.wmf]y

.

2. Подставим полученное выражение 
[image: image10.wmf]()
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 во второе уравнение системы. Получим рациональную функцию от 
[image: image11.wmf]y

, причем числитель является многочленом степени 5. 

К сожалению, уравнение степени 5 не может быть решено в общем виде. Тем не менее, нахождение минимума функции (1) от двух переменных свелось к более простой задаче – решению одного уравнения пятой степени от одной переменной.
Хотя точного решения задача не имеет, для нее имеются весьма эффективные численные методы. 
Таким образом, простейший анализ исходной задачи позволил заменить довольно сложный алгоритм численного поиска минимума функции двух переменных на гораздо более простой алгоритм численного решения уравнения пятой степени от одной переменной.

Другой вывод, который мы можем сделать – то, что задача имеет не более 5 решений. Конечно, можно предположить, что эта оценка завышена. 

Основной целью данной работы является уточнение этой грубой оценки. А именно доказано, что количество минимумов во всех случаях не превышает трех. На самом деле, более точное утверждение дает Теорема, сформулированная и доказанная в §3 данной работы и дающая верхнюю оценку количеству локальных минимумов и максимумов биквадратичной функции двух переменных в зависимости от значений коэффициентов.
На практике поставленную задачу можно слегка упростить, приведя функцию вида (1) путём элементарных преобразований к некоторому более простому виду, сократив число параметров - коэффициентов функции. Эта процедура описывается в §2 данной работы. 
Кроме того, в действительности на практике возникает задача исследования биквадратичной функции двух переменных, представляющей собой сумму квадратов билинейных функций: 
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. Соответствующий результат изложен в § 4 данной работы.
§ 1. Общие сведения 

о функциях двух переменных.
Говорят, что функция двух переменных 
[image: image13.wmf](,)
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 имеет в точке 
[image: image14.wmf]00
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 локальный минимум (локальный максимум), если найдётся такая 
[image: image15.wmf]d

-окрест-ность точки 
[image: image16.wmf]00
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, в переделах которой значение 
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 является наименьшим (наибольшим) среди всех значений 
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 этой функции.
Говорят, что функция двух переменных 
[image: image19.wmf](,)
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 имеет в точке 
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 локальный экстремум, если она имеет в этой точке локальный минимум или максимум.
Необходимое условие локального экстремума. Пусть имеется функция 
[image: image21.wmf](,)
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, 
[image: image22.wmf]00

(,)

xy

 - точка локального экстремума этой функции и 
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 дифференцируема в этой точке. Тогда 
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Достаточное условие локального экстремума. Пусть 
[image: image26.wmf](,)
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определена в окрестности точки 
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и дважды дифференцируема в этой окрестности. Пусть 
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. Рассмотрим число 
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 - точка локального экстремума функции 
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), то точка 
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 - точка локального минимума функции 
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),то точка 
[image: image40.wmf]00

(,)

xy

 - точка локального максимума функции 
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Числовая функция 
[image: image42.wmf](,)
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 двух действительных аргументов 
[image: image43.wmf]x

 и 
[image: image44.wmf]y

, определённая на всевозможных аргументах 
[image: image45.wmf]x

 и 
[image: image46.wmf]y

действительного линейного пространства и квадратная по каждому из этих аргументов, называется биквадратичной функцией двух аргументов и имеет вид 
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Данная функция дифференцируема в каждой точке своей области определения бесконечное число раз.  Следовательно, к ней применимы необходимое и достаточное условия локального экстремума.
§ 2. Приведение биквадратичной функции двух переменных 

к каноническому виду.

Рассмотрим функцию 
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Упростим выражение, стоящее в правой части равенства (1.2) путём перехода к новой системе координат. Для этого сначала выполним замену переменных: 
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В результате получим:
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            (2.2)
Обнулим коэффициенты при 
[image: image52.wmf]2
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. Для этого составим и решим систему уравнений:
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 Откуда 
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. Напомним, что коэффициент 
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. Этот коэффициент можно сделать равным 1, домножив функцию на 
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.  Кроме того, можно обнулить свободный член в выражении (2.2).
После всех проведённых преобразований исходная функция примет вид: 
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где 
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С учётом выражений, полученных для  
[image: image65.wmf]a

 и 
[image: image66.wmf]b

, окончательно получаем:
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Таким образом, был получен один из канонических видов биквадратичной функции двух переменных: 

[image: image72.wmf]2222

12346

(,)

fxybxbxbybxybyxy

=+++++

                     (2.4)
§ 3. Теорема о количестве локальных экстремумов 

биквадратичной функции двух переменных.
Теорема. Пусть дана биквадратичная функция двух переменных 
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, где 
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 через d0 и d1 соответственно. Тогда справедливы следующие  утверждения: 
A) [image: image1.wmf]222222
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если d0>0 и d1>0, то функция 
[image: image77.wmf](,)
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 имеет от одного до трёх локальных минимумов и не имеет локальных максимумов;
BD)  если d0>0 и d1<0 или d0<0 и d1>0, то функция 
[image: image78.wmf](,)
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 имеет от одного до двух локальных минимумов и не имеет локальных максимумов;                                                                                           рис. 1                                                           
C)  если d0<0 и d1<0, то функция  имеет один локальный минимум и имеет от одного до двух локальных максимумов; 
EF)  если d0>0 и d1=0 или d0=0 и d1>0, то функция 
[image: image79.wmf](,)
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 имеет от одного до двух локальных минимумов и не имеет локальных максимумов, причём один из минимумов достигается в точке 
[image: image80.wmf](0;0)

;
GH) если d0<0 и d1=0 или d0=0 и d1<0, то функция 
[image: image81.wmf](,)
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 будет иметь в точности два локальных минимума, один из которых достигается в точке 
[image: image82.wmf](0;0)

, и не имеет локальных максимумов.
Все случаи, указанные в теореме графически представлены на рис. 1.  

Отметим, что начало координат, т. е. случай d0=d1=0 остается нерассмотренным. Количество экстремумов в этом случае зависит уже от других коэффициентов.

Для доказательства теоремы нам потребуются вспомогательное утверждение.

Лемма.  Пусть дана квадратная функция вида 
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 не имеет локальных максимумов, а если 
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 не имеет локальных минимумов.
Доказательство.
1. Пусть 
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 и пусть от противного функция 
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 имеет максимум в точке 
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. Тогда по необходимому условию локального экстремума функции одной переменной 
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Подставив 
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Т. к. 
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, т. е. получили, что в некоторой окрестности точки 
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 найдётся такая точка 
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, что значение функции 
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 в этой точке будет больше, чем значение 
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, что противоречит тому, что точка 
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 - точка локального максимума функции 
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. Следовательно, наше предположение не верно, и, если 
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 не имеет локальных максимумов. 
2. Аналогично, если в случае, когда 
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, предположить, что функция 
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 имеет минимум в точке 
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 такая, что выполняется условие 
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, что позволяет утверждать, что наше предположение не верно, и функция 
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 не имеет локальных минимумов, если 
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Лемма доказана.

Доказательство теоремы.    
 Рассмотрим функцию вида (2.4), т. е. положим 
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. Учитывая выражения для коэффициентов (3, §2), переформулируем и докажем теорему для функции вида (2.4), что не нарушит общности результата. Итак, необходимо доказать:

1) если 
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 имеет от одного до трёх локальных минимумов и не имеет локальных максимумов;

2) если 
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 имеет от одного до двух локальных минимумов и не имеет локальных максимумов, причём обязательно достигается минимум  в точке 
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, и не имеет локальных максимумов.
Используя необходимое условие локального экстремума функции двух переменных, составим систему:
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                                       (3.1)
Из второго уравнения получаем 
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 определена на всей числовой прямой, имеет один нуль, а эскиз графика функции
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                                рис. 2                                                           рис. 3
Поскольку рассматриваемая биквадратичная функция при фиксированном 
[image: image148.wmf]x

является квадратной относительно 
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, причём коэффициент при 
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6

0

bx

+>

, то ветви соответствующей параболы направлены вверх, и биквадратичная функция будет иметь минимум на вертикальной прямой в некоторой точке 
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 и не будет иметь максимумов по лемме. Рассмотрим функцию 
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Т. о., в данном случае задача нахождения минимума функции 
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 сводится к исследованию функции 
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Для нахождения экстремумов функции 
[image: image158.wmf]()
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 вычислим её производную и приравняем её к нулю. Получим: 

[image: image159.wmf]54322222

212634162634616346

22

6

428(4)(4)2

()0

2()

bxbxbbxbbbbxbbbbbxbbbbb

gx

bx

++++++-+-

¢

==

+


Поскольку знаменатель в нуль не обращается, то получаем равносильное уравнение:
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Обозначим 
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Т. к. 
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непрерывна на всей числовой прямой, поэтому она может иметь один, три или пять нулей.
Если 
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имеет один нуль, то производная 
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 один раз меняет знак с « - » на «+» (см. рис. 4).
Если 
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имеет три нуля, то т. к. функция 
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 два раза меняет знак с « - » на «+» и один раз – с «+» на «-» (см. рис. 5).

Если 
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имеет пять нулей, то аналогично предыдущему случаю производная 
[image: image172.wmf]()
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 три раза меняет знак с «-» на «+» и два раза меняет знак с «+» на «-» (см. рис. 6).
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                            рис. 4                                              рис. 5                                                рис. 6
Т.о., в случае, когда  
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 имеет не более трёх локальных минимумов и не более двух локальных максимумов.  Исходная биквадратичная функция 
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 имеет столько же локальных минимумов, сколько и функция 
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, и не имеет локальных максимумов, поскольку она не имеет локальных максимумов при фиксированном 
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непрерывна на всей числовой прямой, поэтому она также может иметь один, три или пять нулей. 

Если 
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имеет один нуль, то производная 
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 один раз меняет знак с « + » на «-», т.е. функция 
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 имеет максимум (см. рис. 7).

Если 
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имеет три нуля, то производная 
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 один раз меняет знак с  «-» на «+» и два раза с «+» на « - », т.е. функция 
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 имеет один минимум и два максимума (см. рис. 8).

Если 
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имеет пять нулей, то производная 
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 три раза меняет знак с «+» на «-» и два раза с «-» на «+», т.е. функция 
[image: image197.wmf](,)
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 имеет три максимума и два минимума (см. рис. 9).
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                    рис. 7                                              рис. 8                                                рис. 9
Тогда аналогично предыдущему случаю, функция 
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 имеет от одного до двух локальных минимумов и не имеет максимумов.
 Если 
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 определена на всей числовой прямой, имеет один нуль, и эскиз графика этой функции имеет вид, указанный на рис. 2 и рис. 3. 

Также аналогично первому случаю биквадратичная функция 
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, при фиксированном 
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является квадратной относительно 
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, причём ветви соответствующей параболы направлены вверх, и биквадратичная функция будет иметь минимум на вертикальной прямой в некоторой точке 
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, и не будет иметь максимумов по лемме. Рассмотрим функцию 
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 вдоль кривой 
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Т. о., так же как и в первом случае, задача нахождения минимума функции 
[image: image216.wmf](,)

fxy

 сводится к исследованию функции 
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Для нахождения экстремумов функции 
[image: image218.wmf]()
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 вычислим её производную и приравняем её к нулю. Получим: 
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Поскольку знаменатель в нуль не обращается, то получаем равносильное уравнение:
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Обозначим 
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непрерывна на всей числовой прямой, поэтому она может иметь один, три или пять нулей. Эти случаи рассматриваются аналогично доказательству утверждения 2 теоремы.
Т.о., в случае, когда  
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 имеет не более двух локальных минимумов и не более трёх локальных максимумов.  Исходная биквадратичная функция 
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 имеет столько же локальных минимумов, сколько и функция 
[image: image230.wmf]()

uy

, и не имеет локальных максимумов, поскольку она не имеет локальных максимумов при фиксированном 
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. Т. о., доказано утверждение 2 теоремы.
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 определена на всей числовой прямой, за исключением точек с абсциссами 
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  имеет вид:
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рис. 10
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                                                                    рис. 11
При фиксированном 
[image: image241.wmf]x

 ветви квадратной относительно 
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 параболы направлены вниз, если 
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 ни на какой вертикальной кривой биквадратичная функция 
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 локальных минимумов иметь не будет, но будет иметь хотя бы один локальный максимум. Если 
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 на вертикальной прямой биквадратичная функция будет иметь хотя бы один локальный минимум и не будет иметь локальных максимумов. 
Аналогично первому случаю, задача сводится к исследованию функции 
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Т. к. 
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  Кроме того, вблизи точек разрыва функция 
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Тогда, в случае, когда 
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Откуда получаем, что 
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Построим эскиз графика функции 
[image: image292.wmf]()
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. График этой функции состоит из двух ветвей, разделённых асимптотами 
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 и 
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. Рассмотрим несколько случаев:
Так как 
[image: image295.wmf]2
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, то в зависимости от величины 
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 эскиз графика функции выглядит так:
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                                  рис. 15                              рис. 16                               рис. 17
В этом случае функция 
[image: image300.wmf]()
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 будет иметь минимум в точке 
[image: image301.wmf](0;0)

, а также в зависимости от величины 
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 может иметь ещё один минимум и один максимум. Поскольку функция 
[image: image303.wmf](,)
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 по лемме локальных максимумов иметь не может, а количество её локальных минимумов совпадает с количеством локальных минимумов функции 
[image: image304.wmf]()
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, то функция 
[image: image305.wmf](,)
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 имеет от одного до двух локальных минимумов и не имеет локальных максимумов, причём обязательно достигается минимум  в точке 
[image: image306.wmf](0;0)

.
Если 
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, 
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, то доказательство аналогичное, если из первого уравнения системы (3.2) выразить 
[image: image309.wmf]()
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. Т. о., получаем, что выполняется утверждение 4 теоремы.

5) 
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.  Если 
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, то функция 
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, построенная в предыдущем случае, ведёт себя следующим образом:
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рис. 18
В данном случае функция 
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 будет иметь локальный минимум в точке 
[image: image316.wmf](0;0)

, а также ещё точно один локальный минимум и один локальный максимум.  Аналогично предыдущему случаю, можно сделать вывод о том, что если 
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, то биквадратичная функция
[image: image319.wmf](,)
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 имеет в точности два локальных минимума и не имеет локальных максимумов, причём один из минимумов достигается в точке 
[image: image320.wmf](0;0)

.
Если 
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, 
[image: image322.wmf]2
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, то доказательство аналогичное, если из первого уравнения системы (3.2) выразить 
[image: image323.wmf]()
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. Т. о., выполняется утверждение 5 теоремы.

Теорема доказана.
§ 4. Количество локальных минимумов биквадратичной

функции двух переменных специального вида.

В этом параграфе будет рассмотрена биквадратичная функция двух переменных специального вида, которую в действительности и приходится исследовать на практике при работе с компьютерной графикой. 

Мы будем рассматривать функцию вида: 
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Далее будет доказано, что эта функция действительно является биквадратичной функцией двух переменных и к ней применима теорема из § 3. Поэтому утверждение о количестве локальных минимумов функции вида (4.1) является следствием основной теоремы.
Следствие. Пусть дана функция двух переменных вида (4.1), причём хотя бы один из коэффициентов 
[image: image325.wmf]0
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, тогда 
1) если хотя бы один из коэффициентов 
[image: image326.wmf]0
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 и 
[image: image327.wmf]0
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, то эта функция имеет от одного до трёх локальных минимумов и не имеет локальных максимумов;
2) если хотя бы один из коэффициентов 
[image: image328.wmf]0
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 или хотя бы один из коэффициентов 
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, то функция 
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 имеет от одного до двух локальных минимумов и не имеет локальных максимумов, причём обязательно достигается минимум  в точке 
[image: image333.wmf](0;0)

.

Доказательство. Рассмотрим функцию 
[image: image334.wmf](
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Раскроем выражение, стоящее в правой части равенства (4.1):
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Получили, что функция 
[image: image336.wmf](,)
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, определённая на всевозможных аргументах 
[image: image337.wmf]x

 и 
[image: image338.wmf]y

, является квадратной по каждому из аргументов, т. е. является биквадратичной функцией двух переменных. Кроме того, коэффициент при 
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xy

 равен 
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, тогда к функции (1.4) применима теорема из § 3. Легко видеть, что коэффициент при 
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 равен 
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, коэффициент при 
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, тогда 
1) если 
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, т. е. хотя бы один из коэффициентов 
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 и 
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, то выполняется утверждение 1 теоремы, и  функция (4.1) имеет от одного до трёх локальных минимумов и не имеет локальных максимумов.
2) если 
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 или 
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, т. е. хотя бы один из коэффициентов 
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 или хотя бы один из коэффициентов 
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, а все 
[image: image356.wmf]0

=

i

b

, то выполняется утверждение 4 основной теоремы и функция (4.1) имеет от одного до двух локальных минимумов и не имеет локальных максимумов, причём обязательно достигается минимум  в точке 
[image: image357.wmf](0;0)

.
Следствие доказано.
Пример.  
1. Рассмотрим функцию 
[image: image358.wmf]22
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. Она имеет один локальный минимум 
[image: image359.wmf](0;1)0
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 и не имеет локальных максимумов (рис. 19).

2. [image: image378.wmf]D
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Функция 
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 имеет два локальных минимума 
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 и  
[image: image362.wmf]3
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, и не имеет локальных максимумов (рис. 20).
                              рис. 19                                                                    рис. 20
Заключение.
В данной работе мы предприняли попытку путём анализа биквадратичной функции двух переменных получить некоторые утверждения о количестве её локальных минимумов, имея информацию о её коэффициентах. Основной результат диссертации сформулирован в виде теоремы, которая полностью доказана.  Полученные утверждения легко интерпретировать графически. Для этого воспользуемся введёнными ранее обозначениями: 
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. В зависимости от знаков выражений  
[image: image365.wmf]2
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 и  
[image: image366.wmf]6
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, функция 
[image: image367.wmf](,)
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 может иметь разное число локальных экстремумов. Различные ситуации показаны на рис. 21.
[image: image380.wmf]B



[image: image368]рис. 21
Поскольку минимизируемая функция обычно является суммой квадратов некоторого количества билинейных функций, т. е. имеет вид 
[image: image369.wmf](
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,  то этот практически значимый случай рассмотрен нами более подробно, и т. к. он является подзадачей основной задачи, то нами было сформулировано и доказано следствие из основной теоремы, дающее информацию о количестве локальных минимумов функций вида  
[image: image370.wmf](
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Основным выводом по проведённому исследованию послужило утверждение о том, что биквадратичная функция двух переменных вида 
[image: image371.wmf]2222
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 не может иметь более трёх локальных минимумов. Однако, рассмотрение достаточно большого числа конкретных примеров подобных функций, позволяет выдвинуть гипотезу о том, что ситуация, когда биквадратичная функция имеет три локальных минимума, невозможна.
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