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Введение
Интерполяция изображений является одним из многочисленных видов работы в компьютерной графике. Билинейная и бикубическая интерполяции являются основными использующимися алгоритмами. В этих алгоритмах формулы интерполирования цветовой функции изображения строятся по исходным значениям функции в 4 или 16 точках с целочисленными координатами. 

Если же мы рассмотрим такое изображение, что одна его половина – чёрная, а другая – белая, то при билинейной или бикубической интерполяции мы получим изображение, в котором исходная граница между чёрным и белым будет размыта. 

Именно поэтому в последние десятилетия исследователи занимаются созданием и изучением таких алгоритмов интерполяции – адаптивных алгоритмов, в которых бы учитывались пространственные особенности цветовой функции, в частности, наличие границ объектов на изображении. 

В основе адаптивных алгоритмов лежит следующая последовательность действий: определяем границы объектов, применяем свои интерполяционные формулы для каждого участка изображения, образованного границами. 
Существующие методы определения границ позволяют лишь говорить о том, является ли точка граничной или нет. Но мы не может узнать, как же ведёт себя граница на так называемом «внутрипиксельном» пространстве. Возникает вопрос о том, если мы хотим увеличить изображение, например в 5 раз, то какие точки по отношению к новым точкам будут лежать по одну сторону от границы (по которым и необходимо проводить интерполяцию), а какие по другую. 

Имеющиеся адаптивные алгоритмы описаны в литературе не достаточно подробно, так во многих источниках пространно описывается сущность предложенного алгоритма, не указывается способ нахождения границ, и авторы сразу же переходят к примерам работы алгоритма, сравнению его с другими.

Именно поэтому целью нашей работы стало построение формул интерполяции с подробным их описанием, которые обеспечивают лучшее качество интерполирования (то есть которые учитывают пространственные особенности изображения).

Для достижения данной цели были поставлены следующие задачи:

1) анализ существующих источников информации об интерполяции в компьютерной графике, 

2) анализ существующих алгоритмов нахождения границ объектов на изображении;

3) построение алгоритма нахождения непрерывной границы изображения;
4) теоретический анализ сущности адаптивных методов интерполирования с учётом границ объектов;

5) построение интерполяционной формулы с учётом границ объектов. 

В ходе нашей работы было выявлено, что алгоритм нахождения непрерывной границы объектов трудоёмкая задача, поэтому большая часть работы посвящена именно ей. Тогда как основная цель работы не была полностью достигнута. Но эта часть работы может быть в дальнейшем стать темой других исследований.

Работа состоит из 3 глав, каждая из которых посвящена описанию основных результатов в решение поставленных задач.
Глава 1 Неадаптивные методы интерполирования
функции двух переменных

§ 1 Постановка задачи
В растровой графике объект представляется в виде множества точек. Таким образом, рисунок в растровой графике можно задать с помощью матрицы точек (пикселей). Она может быть описана как двумерный массив 
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   i-битных пикселей, где 
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– количество точек по вертикали, 
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– количество точек по горизонтали, i задаёт глубину цвета рисунка. Использование i битов даёт 
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значений, изменяющихся от 0 до 
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Тогда в зависимости от способа кодирования цветов (индексированный или непрерывный) каждому пикселю с координатами 
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 изображения ставится в соответствие одно или несколько функций 
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, передающих цвет. При индексированном кодировании используется один цветоуровень, который задаётся значениями одной функции 
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. Функция принимает целые значения, соответствующие определённому цвету. Так, для индексированного чёрно-белого изображения 
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При непрерывном кодировании возможно использование большего количества цветоуровней в зависимости от используемой модели представления цвета. При этом указывается интенсивность (яркость) тех или иных компонент цвета. Так, в традиционной модели RGB (Red, Green, Blue – красный, зеленый и синий) пикселю соответствует три цветоуровня, каждый из которых определяется интенсивностью аддитивных компонент цвета. Тогда полноцветное изображение математически можно представить как отображение 
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Часто используют метод, при котором информация о пикселе делиться на 2 части: яркость и цветность. От RGB-модели к модели Яркость/Цветность можно перейти, используя следующие формулы: 
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где 
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 есть норма в 
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. Так, яркость 
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 представляет длину вектора цвета в модели RGB и цветность 
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 обозначает нормализованный цветовой компонент, который лежит на единичной сфере 
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Одной из стандартных процедур обработки изображений является изменение размеров изображения за счёт перехода от малого разрешения к большему. Например, нам дано изображение 
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, то есть в модели RGB даны значения 
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 для определённого набора точек. Это изображение необходимо увеличить, например, в два раза, то есть определить значения функций 
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 в промежуточных точках. Аналогичную задачу можно сформулировать для функции яркости 
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. Так или иначе, эти задачи называются задачей об интерполировании функции двух переменных. 
В общем случае задача формулируется следующим образом [Дем]. 

Пусть функция 
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 задана на прямоугольной сетке, состоящей из точек 
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Требуется построить функцию 
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, принадлежащую известному классу и принимающую на указанной сетке те же значения, что и 
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. Геометрически это означает, что нужно найти такую поверхность 
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 некоторого определённого типа, проходящую через заданную систему точек. 
Все известные алгоритмы интерполирования можно разделить на 2 вида: неадаптивные и адаптивные. Основное различие этих алгоритмов заключается в том, что адаптивные алгоритмы пространственно приспосабливают интерполяционные коэффициенты к локальным структурам объекта (в нашем случае, изображения), а неадаптивные – нет. 

Хотя было создано большое количество путей неадаптивного интерполирования, в первой главе мы ограничимся рассмотрением линейных алгоритмов, которые предполагают находить для 
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интерполирующую функцию в виде: 
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Значение 
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 в некоторой точке с координатами (возможно, даже с нецелыми) 
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 пространства размерности 2 находится как линейная комбинация известных значений 
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) и значений некоторой весовой функции (ядра интерполирования) 
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При этом функция 
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 должна удовлетворять следующему условию интерполяции.

	Она должна обращаться в нуль во всех точках с целочисленными координатами, за исключением текущей точки, в которой она должна принимать значение 1.
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§ 2 Интерполяционный многочлен Лагранжа
для функции двух переменных

Для интерполирования функции одной переменной 
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В теории интерполирования функции одной переменной доказывается, что такой многочлен единственен [1]. 

Обобщим эту формулу для функции двух переменных 
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. Для этого рассмотрим её как функцию одной переменной 
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. Схематично это можно изобразить так
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Рис.1 Схема интерполирования функции 2-х переменных как двух функций одной переменной
Зафиксируем некоторое значение 
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 интерполяционный многочлен Лагранжа (1) будет иметь вид:
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Будем иметь набор значений многочлена Лагранжа 
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Подставляя (7) в (8), перегруппируя произведения, получаем вид интерполяционного многочлена Лагранжа для функции двух переменных:
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Тогда соотнося (9) с (4), получаем, что для целочисленных 
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 весовая функция 
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Проверкой можно доказать, что функция (10.) удовлетворяет условию интерполирования (5.). 

Также как и для функции одной переменной можно доказать, что многочлен (9.) определяется единственным образом с точностью до перестановки множителей в произведениях и слагаемых в суммах. При этом порядок выбора первой фиксированной переменной не влияет на общий вид многочлена. 
Перейдём теперь к рассмотрению частых случаев многочлена Лагранжа, которые наиболее часто используются при интерполировании цветовых функций изображения.
§ 3 Билинейная и бикубическая интерполяции 
как частные случаи многочлена Лагранжа

Частными случаями многочлены Лагранжа являются формулы для билинейной и бикубической интерполяции.
Билинейная интерполяция строится по 4 точкам, в которых известно значение функции 
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Рис. 2 Прямоугольная сетка для построения билинейной интерполяции
Пусть нам дано 
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Для случая целочисленных координат (
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)имеем следующую формулу билинейной интерполяции:
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Бикубическая интерполяция для функции, определённой внутри одного квадранта, строится уже по 16 известным точкам. В общем случае интерполяционная формула будет выглядеть так
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Рассмотрим конкретный случай. Пусть дана прямоугольная сетка, изображённая на Рис. 3. В каждой точке даны значения функции 
[image: image69.wmf])
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[image: image461.bmp][image: image462.bmp]
[image: image70]
Рис.3 Прямоугольная сетка для построения бикубической интерполяции
Вычисления производились с помощью программы Maple 7.0, рабочие листы с расчётами приведены в Приложении 1. Интерполяционная формула имеет громоздкий вид, поэтому мы не выносим её в основную часть работы. 
Глава 2 Алгоритмы определения границ объекта

§ 1 Постановка задачи. Понятие границы объекта
Определение границ объекта является одной из наиболее часто использующихся операций при работе с изображением. Граница, в общем случае, есть край между объектом и фоном, она же показывает разницу между перекрывающимися объектами. 

Пример определения границ на изображении показа на Рис 3.1 и Рис 3.2.
	
[image: image71]
Рис 3.1 Искусственное изображение с «пятнами» 
на сером фоне
	
[image: image72]
Рис 3.2 Изображение с выделением границ объектов


Существует множество возможных определений, что же такое граница, каждое из которых используется в различных специфичных обстоятельствах. Для начала приведём примеры идеальных границ, показанных на Рис. 4.1-4.2. 
[image: image463.bmp]
	
[image: image73]Рис. 4.1
	
[image: image74]Рис. 4.2


В этом одномерном случае граница – это те точки изображения, в которых происходит изменение в яркости (уровне серого). (Опр. 1)
Другое определение ставит более жёсткие условия для границы объекта: точка будет граничной, если эти изменения в ней наибольшие. (Опр. 2)
В первом случае алгоритмы определения границ объекта работают с уже имеющимися значениями функции яркости в каждой точке, с целочисленными координатами. Для этого используются формулы численных методов для вычисления первой или второй производной функции, заданной в целочисленных точках. Более подробно мы рассмотрим некоторые из имеющихся методов в параграфе 2 этой главы. 

Во втором определении возможна работа как с дискретной функцией, так и непрерывной функцией. При этом непрерывную функцию для изображения мы можем получить с помощью интерполирования.
§ 2 Дискретные алгоритмы определения границ объекта

Данный параграф был подготовлен на основе анализа англоязычных источников, посвящённых рассматриваемой проблеме [2, 4, 5, 6, 7, 9].
Рассмотрим сначала те алгоритмы, в которых граница объекта понимается как изменение яркости в точке (Опр. 1). В простейшем случае изменения в яркости могут быть найдены нахождением разности между близлежащими точками. При этом разница между горизонтальными соседними точками будет выявлять вертикальные изменения в яркости, в силу такого действия этот оператор 
[image: image75.wmf]Ex

 называется индикатором горизонтальных изменений. Математически его действие описывается так:
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Аналогичным образом можно определить оператор 
[image: image77.wmf]Ey

 как индикатор вертикальных изменений:

[image: image78.wmf]1

..

1

,

..

1

|,

)

1

,

(

)

,

(

|

,

-

Î

Î

"

+

-

=

n

y

n

x

y

x

f

y

x

f

Ey

y

x

.                     ( AUTONUM  \* Arabic )

На Рис 5.2-5.3 показано применение соответственно вертикального и горизонтального операторов к искусственному изображению, представленного на Рис 5.1. 
	
[image: image79]
Рис. 5.1
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Рис 5.2
	
[image: image81]
Рис. 5.3
	
[image: image82]
Рис. 5.4


Совмещение этих двух операторов даёт нам оператор 
[image: image83.wmf]E

, который может определять вертикальные и горизонтальные границы вместе. 
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Что определяет такое действие оператора 
[image: image85.wmf]E

:
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Пример работы такого оператора показан на Рис. 5.4. Заметим, что яркая точка в нижнем правом углу границы на Рис 5.4 – более яркая, чем все остальные. Это объясняется тем, что только эта точка определяется как граница обоими операторами (и горизонтальным, и вертикальным). Противоположная ситуация складывается с верхней левой точкой, которая не определяется как граница ни одним из операторов. 
Тогда на Рис. 6 показан шаблон действия этого оператора применительно к некоторому изображению, заданного через значения функции в целочисленных координатах. 
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Рис. 6 Шаблон действия простейшего оператора
Проанализируем действие простейшего оператора с точки зрения математического анализа. 
Если разность находится между точками, расстояние между которыми равно 
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, используя разложение в ряд Тейлора, мы получаем, что
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Выражая 
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, получаем, что значение производной 
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Это показывает, что разница между рядом лежащими точками есть оценка первой производной с ошибкой в 
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. Эта ошибка зависит от размера интервала 
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 и сложности кривой. Когда значение 
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D

 большое, то эта ошибка может быть значимой. Однако, ошибка может быть уменьшена, если рассматривать точки, лежащие на расстоянии 1 пиксель друг от друга. Это эквивалентно вычислению первых разностей, получающихся по формуле (15.) в двух соседних точках как нового горизонтального оператора 
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, где
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Это эквивалентно включению расстоянию в 1 пиксель для вычисления границ 
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Анализируя эти формулы с помощью рядов Тейлора, распишем 
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Тогда вычитая (23.) из (19.), получаем
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Формула (24.) предполагает, что оценка первой производной есть разность между точками, разделёнными одним пикселем, с ошибкой 
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, то эта ошибка будет меньше, чем ошибка, связанная с разностью рядом лежащих точек в (20.). Тогда на Рис. 7.1 и Рис. 7.2 показаны шаблоны действия горизонтального оператора 
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 и подобного ему вертикального оператора 
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Рис. 7.1  Шаблон оператора 
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Рис. 7.2  Шаблон оператора 
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Исторически следующим оператором для определения границ объектов на изображении стал оператор Роберта (The Roberts cross operator, 1965). Он является модифицированной версией базовых операторов (15.), (16.) и (18.) и использует два шаблона, которые находят разность между значениями цветовой функции изображения в диагональной форме (по основной диагонали и побочной). Оба шаблона 
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и 
[image: image108.wmf]+
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приведены на Рис. 8.1 и 8.2. 
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Рис. 8.1  Шаблон 
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Рис. 8.2  Шаблон 
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Действие самого оператора Роберта выражается в следующем: максимальное значение из тех, которые получаются применением этих шаблонов, и хранится как значение границы в каждой точке. Тогда граничная точка 
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 есть максимум двух значений, вычисленных после применения двух шаблонов к цветовой функции 
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Примеры действия каждого шаблона оператора и самого оператора к искусственному изображению, представленного на Рис. 5.1, приведёны соответственно на Рис.9.1-9.3.
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Рис. 9.1 
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Рис 9.2 
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Рис. 9.3  
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В дальнейшем, развитие в области определения границ объектов на изображении привело к тому, что действие операторов включало в себя и определение скорости изменения. Так, например, оператор Превитта (Prewitt, 1966), действие которого основано на шаблонах 
[image: image120.wmf]Mx

 (Рис. 10.1) и 
[image: image121.wmf]My

(Рис. 10.2), позволяет определить скорость изменения функции яркости вдоль осей (вектор, изображённый на Рис. 11). 
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Рис. 10.1  Шаблон 
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Рис. 10.2  Шаблон 
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[image: image124]
Рис. 11. Определение границ в векторном формате
Тогда длина вектора будет определяться по формуле:
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Направление границы, угол 
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, равно 
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Знаки 
[image: image128.wmf]Mx

 и 
[image: image129.wmf]My

могут быть использованы для определения соответствующего квадранта направления границы. 
На сегодняшний день одним из самых популярных алгоритмов определения границ является алгоритм Канни (Canny, 1986). В нём уже используется понятие градиента функции яркости. Сущность алгоритма заключается в следующем:

1. Сглаживаем изображение для уменьшения «шума» на изображении. Для этого используется оператор Гаусса, имеющего вид 
[image: image130.wmf]2

2

2

2

)

(

)

,

(

s

y

x

e

y

x

g

+

-

=

. 
2. Во всех точках находим вектор градиента и его длину. Для этого используются формулы численного дифференцирования (24.) при 
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3. Точка будет граничной, если длина градиента в ней больше, чем в каждой из двух соседних точек, которые находятся в направлении градиента и противоположном направлении.

Каждый из этих алгоритмов позволяет найти границы объекта среди уже имеющихся точек изображения, при этом неизвестно поведение границы на «внутрипиксельном» пространстве, что затрудняет вычисление значений функции яркости в точках с вещественными координатами при интерполяции изображения. Именно поэтому интересны те алгоритмы, которые позволяются получить непрерывные границы объектов на изображении. 
§ 3 Непрерывные алгоритмы определения границ объекта

В непрерывном случае предполагается, что сначала мы интерполируем функцию яркости изображения, а затем находим границу объектов по определению №2. Рассмотрим сначала одномерный случай. 

Пусть 
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 – функция яркости точек изображения. Тогда по определению граничной будет та точка, в которой значение производной наибольшее по сравнению с другими точками. 
Рассмотрим конкретный случай. Пусть 
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 – такая точка. Тогда слева от 
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производная 
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 будет возрастать, а значит, вторая производная 
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будет больше нуля. В этом случае точки, лежащие левее 
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 будет меньше нуля, и все точки, лежащие справа от 
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, будут светлыми. Тогда как в самой точке 
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. Если же имеется несколько подобных точек, то граница будет определять по тем, в которых значение 
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 максимальное. В случае, когда расположение тёмных и светлых точек противоположное, необходимо находить те точки, в которых значение 
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 минимальное. Обобщая, получаем, что из тех точек, в которых 
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, истинную границу будут составлять те, в которых значение 
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 максимально по модулю.
В двумерном случае складывается такая же ситуация. Аналогом производной функции одной переменной для функции двух переменных является её градиент. Значит, для определения вида точки (тёмная или светлая), необходимо найти производную длины градиента по направлению скорейшего возрастания (убывания) функции, то есть по направлению градиента. 

Таким образом, математически все эти процедуры будут выглядеть следующим образом. Пусть 
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 – функция яркости изображения. Её градиент определяется как вектор с координатами 
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квадрат нормы (длины) градиента 
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Градиент функции 
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Получаем, что точка будет светлой (длина градиента убывает), если производная функции 
[image: image154.wmf]f
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 по направлению градиента 
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 назовём границей множество точек, удовлетворяющих уравнению 
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Данный поход позволяет ответить на два вопроса: с какой стороны находится точка (со светлой или с тёмной) и какие из граничных точек брать в рассмотрение при интерполяции изображения.

Вместе с такой постановкой задачи о нахождении границ объекта возникает и проблема о том, какую же мы границу получаем: непрерывную или разрывную. В зависимости от использования различных интерполяционных формул для 
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 мы можем получить оба вида границ. В идеале хотелось бы получить непрерывную границу на изображении. Именно поэтому следующие параграфы будут посвящены поиску такой интерполяционной формулы для 
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, что в последствие её граница получилась бы непрерывной. 
§ 4 Вид и свойства границ объекта при билинейной интерполяции

Рассмотрим процесс формирования границ объекта при билинейной интерполяции в частном случае. В данном параграфе нумерация формул будет опущена. 

Пусть дана прямоугольная сетка 2
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3 (Рис. 12), составленная из двух квадрантов. В узлах сетки определены значения некоторой функции. Для каждого квадранта определим интерполирующую функцию с помощью билинейной интерполяции, затем определим вид границы объекта с помощью первых производных и изучим её поведение на стыке двух квадрантов (при 
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Рис. 12 Прямоугольная сетка для билинейной интерполяции
С помощью билинейной интерполяции на первом из них определим функцию 
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Тогда 
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Приведём подобные члены при соответствующих степенях переменных, в итоге получим:
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Тогда градиент функции 
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Найдём теперь квадрат нормы градиента функции 
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 EMBED Equation.3  [image: image176.wmf]2
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Градиент функции 
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Граница определяться по формуле 
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Получаем уравнение границы для первого квадранта:
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Из этого следует три возможных варианта:
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При выполнении условия (1) совокупности границы внутри данного квадранта нет. В противном случае, получаем две пересекающиеся прямые (2) 
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, которые не образую непрерывной границы уже внутри квадранта. 

На втором квадранте определим функцию 
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 такую, что в узлах сетки она принимает следующие значения: 
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Тогда функция 
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Приведём подобные члены при соответствующих степенях переменных, в итоге получим:
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Вычислим градиент 
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Найдём теперь квадрат нормы градиента функции 
[image: image192.wmf])
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Градиент функции 
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Граница для второго квадранта 
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          Получаем уравнение границы для второго квадранта:
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          Таким образом, подобно первому квадранту, складывается ситуация и во втором квадранте. Поэтому билинейная интерполяция не подходит для построения непрерывной границы объекта. 
Аналогичные результаты получаем и для бикубической интерполяции, которая также не позволяет вывести уравнение непрерывной границы. 
§5 Построение непрерывной границы объектов на изображения
Для построения непрерывной границы объекта можно использовать другие интерполяционные формулы, например, кубические сплайны. В этом случае, исходя из свойств кубических сплайнов, в частности, их дважды непрерывно дифференцируемость (
[image: image199.wmf]2
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), можно утверждать, что граница будет непрерывной. Но сплайны также обладают и отрицательным свойством: они нелокальны. Это означает, что при измерении значения функции в одной точке меняется и вся интерполяционная формула, а значит, и меняется всё уравнение границы. Хотелось бы получить более устойчивые результаты. 
Именно поэтому будем самостоятельно выстраивать интерполяционную формулу для функции яркости, исходя из общего определения (4.) через весовую функцию (ядро). 
Напомним, что для функции 
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 интерполирующую функцию можно находить в виде:
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где 
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 есть ядро интерполяции. 
Необходимо определить те свойствами, которыми должна обладать функция 
[image: image203.wmf])
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Исходя из определения границы объекта, необходимо, чтобы исходная функция
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 была дважды непрерывно дифференцируемой (
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Подбираем функцию 
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 в одномерном случае. 
Ограничимся интерполяцией по 16 точкам, поэтому для одномерного случая 
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Потребуем, чтобы 
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 была чётной функцией. Она определена на 
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и отлична от нуля на отрезке от 
[image: image213.wmf]]

2

;

2

[

-

. В силу чётности рассматриваем её на отрезке 
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 задаётся кусочно на отрезке от 
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Исходя из требования (5.), пусть текущая точка имеет координаты 
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Тогда общий вид 
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Примерный график 
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Рис. 13. Примерный график 
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Тогда на функции 
[image: image225.wmf])

(

0

x

K

 и 
[image: image226.wmf])

(

1

x

K

, исходя из выше сказанного, накладываются следующие условия:
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Исходя из условий (1)-(3) системы (34.), получаем следующий вид 
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Условия (6)-(7) системы (34.) обеспечивают вид функции 
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В зависимости от выбора количества коэффициентов 
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 будем получать многочлены различных степеней, при этом выбор количества неопределённых коэффициентов должен быть такой, что степени 
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Неопределённые коэффициенты находятся с помощью остальных условий (5)-(6) системы (34.). Кроме того, введём дополнительное условие на функции 
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Допустим, мы интерполируем функцию 
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Данное равенство понимается как равенство двух многочленов, следовательно, должны совпадать коэффициенты при соответствующих степенях. 
Таким образом, получаем систему, из которой и будут находиться неопределённые коэффициенты 
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За счёт условия (3) система (37.) получается переопределённой, поэтому может так случится, что она будет иметь одно решение, или бесконечное множество, или не иметь решений. 
Рассмотрим различные случаи для степеней 
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 уже имеет степень 4. Затем можно брать степень 5, 6, ... В этом случае мы уже получаем многозначность коэффициентов в функциях 
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, поэтому в работе остановимся только на 4 степени. Вычисление неопределённых коэффициентов для степени 5 приведены в Приложении 3, для степени 6 – в Приложении 4.
Вернёмся к случаю, когда 
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Подставляем эти функции в систему (37.), из которой и находим коэффициенты 
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Тогда полностью на отрезке 
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Найдём первую и вторую производные ядра интерполяции 
[image: image264.wmf])
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, отметим, что они будут непрерывными по построению самой функции 
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Для наглядности изобразим на одном рисунке графики функции 
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 (синего цвета). Отметим, что уже вторая производная не имеет непрерывной производной, то есть 
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Рис. 14 Графики 
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Прежде, чем переходить к двухмерному случаю, рассмотрим некоторые особенности интерполяции функции 
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Напомним, что нам даны значения функции 
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Рассмотрим случай, когда 
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Используя (44.), найдём интерполяционную формулу для функции (45.). Особенностью интерполирования с помощью 
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Рис. 15 График интерполированной функции 
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Приведём пример вычисления значения 
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 в некоторой точке с помощью формулы (44.):
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Тогда для интерполированной функции 
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Построим схематично график второй производной, значения которой будем находить с шагом 0,1.
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Рис. 16 График 
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Тогда граница 
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Найдём теперь значение первой производной 
[image: image301.wmf])

(

x

f

¢

 в этих точках с помощью формулы (42.), чтобы определить, какая же из этих линий является граничной. 
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Тогда первая производная достигает своего максимума по модулю в точке 
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Это означает, что истинная граница задаётся уравнением: 
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В ходе рассмотрения данного примера мы получили, что первоначально граница может состоять из ложных и истинных границ. Значит, и в двухмерном случае мы будет получать как ложные, так и истинные границы. 
Для того, чтобы отсечь ложные границы необходимо задать некоторое пороговое значение для второй производной (в двухмерном случае – длина градиента). Тогда настоящая граница будет проходить через те точки, в которых значение первой производной (длина градиента) больше указанного порогового значения. 
Второй способ отсечения ложных границ заключается в том, чтобы граница проходила бы только через те точки, в которых значение длины градиента достигает максимума. 

Перейдём теперь к примерам для искусственных изображений. Заметим, что рисунки с изображением границы и длиной градиента преобразованы так, чтобы чётче было видно результаты. Так, рисунки с изображением границы являются инвертированными, рисунки с длиной градиента являются нормализованными, то есть длины градиенты были умножены на соответствующий коэффициент, чтобы максимальное значение длины градиента равно 255.

Пример 1. Рассмотрим сначала, какова будет граница для простейшей матрицы, все элементы которой равны 0, и лишь один – равен 1:

	0
	0
	0
	0
	0

	0
	0
	0
	0
	0

	0
	0
	1
	0
	0

	0
	0
	0
	0
	0

	0
	0
	0
	0
	0


Тогда линия границы в этом случае будет выглядеть следующим образом:

[image: image307.png]



Рис. 17.1 Линия границы в Примере 1

В результате получили как бы три непрерывных границы, две из которых являются ложными. Чтобы их отсечь учтём значение длины градиента в точках изображения. Длина градиента графически может быть представлена так:

[image: image308.png]



Рис. 17.2 Длина градиента в Примере 1.

Тогда если учитывать длину градиента, то получим следующую кривую:
[image: image309.png]



Рис. 17.3 Истинная граница в Примере 1.

то есть, фактически, граница получилась в точности та, которую и можно было ожидать.
Пример 2. Случай двух точек, то есть матрицы вида:

	0
	0
	0
	0
	0

	0
	0
	0
	0
	0

	0
	0
	1
	1
	0

	0
	0
	0
	0
	0

	0
	0
	0
	0
	0
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Рис. 18.1. Линия границы в Примере 2
	[image: image311.png]



Рис. 18.2 Длина градиента в Примере 2.


[image: image312.png]



Рис. 18.3 Истинная граница в Примере 2.

Пример 3. Случай, когда половина изображения тёмная, а другая половина – светлая. Его матрица имеет вид:
	1
	1
	1
	0
	0

	1
	1
	1
	0
	0

	1
	1
	1
	0
	0

	1
	1
	1
	0
	0

	1
	1
	1
	0
	0


	[image: image313.png]



Рис. 19.1. Линия границы в Примере 3
	[image: image314.png]



Рис. 19.2 Длина градиента в Примере 3.


[image: image315.png]



Рис. 19.3 Истинная граница в Примере 3.

Перейдём теперь к конкретному изображению. В качестве примера мы взяли нечётное изображение буквы «б». На Рис. 20.1 представлено изображение, увеличенное в несколько раз. 
[image: image316.bmp]
Рис. 20.1 Исходное изображение

Сначала мы работали с исходным изображением. Все границы на нём имеют вид:
[image: image317.png]



Рис. 20.2 Все границы исходного изображения
Длина градиента графически распределяется по точкам изображения так:
[image: image318.png]



Рис. 20.3 Длина градиента на исходном изображении
Тогда с учётом длины градиента имеем уже меньшее количество границ:
[image: image319.png]



Рис. 20.4 Границы с учётом длины градиента

Далее, мы применили размывку с различным радиусом к исходному изображению. Получилось, что с увеличением радиуса размытия уменьшается максимальная длина градиента по изображению, и граница становится более сложной. Все рисунки находятся в Приложении 5.
Таким образом, с помощью нового ядра 
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 мы получили такую интерполяцию для функции 
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, что эта функция имеет непрерывную границу. 

Глава 3 Адаптивные алгоритмы интерполяции функции двух переменных

§ 1 Постановка задачи
Напомним, что задача об интерполяции функции двух переменных 
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),сводится к задаче о нахождении функции 
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, принадлежащую известному классу и принимающую на указанной сетке те же значения, что и 
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Рассмотренные в Главе 1 алгоритмы интерполяции являются неадаптивными. В своей сущности они не учитывают особенности локальных структур, которые образуются функцией 
[image: image327.wmf])
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, в частности границ объекта. В этом и заключается их основной недостаток. Адаптивные же алгоритмы пространственно приспосабливают интерполяционные коэффициенты к границам объктов. 

Таким образом, в идеале, задача сводится к задаче о нахождении таких интерполяционных формул (качественно новых), которые бы изменялись в зависимости от того, как проходит граница на изображении.

Приведём графический пример, в чём же будет заключаться разница между неадаптивным алгоритмом (например, билинейная интерполяция) и адаптивным. 
Пусть нам дана прямоугольная сетка 
[image: image328.wmf]2
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, на которой задана функция 
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. Так же известно, как проходит сетка внутри этой сетки (Рис. 21). 

[image: image330]
Рис. 21 Прямоугольная сетка 
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 с известным поведением границы внутри неё 
Тогда, если мы хотим увеличить изображение в 5 раз, то, используя билинейную интерполяцию, получаем одну формулу для 
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 без учёта границы. 
С помощью же адаптационных алгоритмов мы получим как минимум 2 формулы для вычисления значений 
[image: image333.wmf])
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 в недостающих точках: слева от границы и справа от границы. 
При билинейной интерполяции в точках, близко лежащих к границе, изображении будет более размытое, тогда как при адаптационных алгоритмах оно будет более чёткое. 

В англоязычной литературе [2, 3, 9, 10] вопрос об адаптационных алгоритмах представлен узким кругом работ, остальные же работы копируют указанные. Но даже в этих источниках описание алгоритмов очень скудно, приводятся по большей части уже конкретные результаты работы алгоритмов и сравнение результатов с действием неадаптационных алгоритмов. 
В более простом случае, можно ограничиться адаптацией уже имеющихся алгоритмов билинейной или бикубической интерполяции на каждом из участков, отделённых границей.

К сожалению, нахождение непрерывной границы объекта оказалось более объёмной работой, чем предполагалось, поэтому новых интерполяционных формул не было выведено. Но это может стать темой для других магистерских диссертации. Пока же ограничимся общими соображениями об адаптационных алгоритмах интерполирования. 
Заключение

В ходе работы были проанализированы существующие методы интерполяции, использующиеся в компьютерной графике, дискретные алгоритмы нахождения границы объекта.
Тогда для функции 
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 назовём границей множество точек, удовлетворяющих уравнению 
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Для нахождения непрерывной границы на изображении было предложено ядро интерполяции 
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По построению данного ядра функция 
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 принадлежит классу 
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, что обеспечивает непрерывность второй производной 
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Графики 
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, первой и второй производной представлены на Рис. 

[image: image343.png]



Тогда функция 
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 интерполируется с помощью ядра 
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 следующим образом: 
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В результате нахождения границ изображения, исходя из определения, мы получаем, что часть границ является ложными. Для их отсечения находим длины градиента яркости и граница будет истинной, если в ней длина градиента максимальна (или больше некоторого порогового значения). В работе приведены примеры нахождения всех границ на изображении и нахождения только истинных границ. 
Из-за объёмности разработки алгоритмов нахождения непрерывной границы объекта интерполяционных формул для адаптивных алгоритмов не было предложено, но был проведён анализ того, как работают данные алгоритмы. 

Продолжение работы в данном направлении может стать темой для других магистерских диссертации. 
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Приложение 1
Рабочий лист расчётов для формулы бикубической интерполяции

(Maple 7.0)
> f1:=a00*((x-1)/(0-1))*((x-2)/(0-2))*((x-3)/(0-3))*((y-1)/(0-1))*((y-2)/(0-2))*((y-3)/(0-3));
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> f2:=a10*((x-0)/(1-0))*((x-2)/(1-2))*((x-3)/(1-3))*((y-1)/(0-1))*((y-2)/(0-2))*((y-3)/(0-3));
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> f3:=a20*((x-0)/(2-0))*((x-1)/(2-1))*((x-3)/(2-3))*((y-1)/(0-1))*((y-2)/(0-2))*((y-3)/(0-3));
[image: image349.wmf] := 
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> f4:=a30*((x-0)/(3-0))*((x-1)/(3-1))*((x-2)/(3-2))*((y-1)/(0-1))*((y-2)/(0-2))*((y-3)/(0-3));
[image: image350.wmf] := 
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> f5:=a01*((x-1)/(0-1))*((x-2)/(0-2))*((x-3)/(0-3))*((y-0)/(1-0))*((y-2)/(1-2))*((y-3)/(1-3));
[image: image351.wmf] := 
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> f6:=a11*((x-0)/(1-0))*((x-2)/(1-2))*((x-3)/(1-3))*((y-0)/(1-0))*((y-2)/(1-2))*((y-3)/(1-3));
[image: image352.wmf] := 
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> f7:=a21*((x-0)/(2-0))*((x-1)/(2-1))*((x-3)/(2-3))*((y-0)/(1-0))*((y-2)/(1-2))*((y-3)/(1-3));
[image: image353.wmf] := 
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> f8:=a31*((x-0)/(3-0))*((x-1)/(3-1))*((x-2)/(3-2))*((y-0)/(1-0))*((y-2)/(1-2))*((y-3)/(1-3));
[image: image354.wmf] := 
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> f9:=a02*((x-1)/(0-1))*((x-2)/(0-2))*((x-3)/(0-3))*((y-0)/(2-0))*((y-1)/(2-1))*((y-3)/(2-3));
[image: image355.wmf] := 
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> f10:=a12*((x-0)/(1-0))*((x-2)/(1-2))*((x-3)/(1-3))*((y-0)/(2-0))*((y-1)/(2-1))*((y-3)/(2-3));
[image: image356.wmf] := 
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Приложение 1 (продолжение)

> f11:=a22*((x-0)/(2-0))*((x-1)/(2-1))*((x-3)/(2-3))*((y-0)/(2-0))*((y-1)/(2-1))*((y-3)/(2-3));
[image: image357.wmf] := 
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> f12:=a32*((x-0)/(3-0))*((x-1)/(3-1))*((x-2)/(3-2))*((y-0)/(2-0))*((y-1)/(2-1))*((y-3)/(2-3));
[image: image358.wmf] := 
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> f13:=a03*((x-1)/(0-1))*((x-2)/(0-2))*((x-3)/(0-3))*((y-0)/(3-0))*((y-1)/(3-1))*((y-2)/(3-2));
[image: image359.wmf] := 
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> f14:=a13*((x-0)/(1-0))*((x-2)/(1-2))*((x-3)/(1-3))*((y-0)/(3-0))*((y-1)/(3-1))*((y-2)/(3-2));
[image: image360.wmf] := 
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> f15:=a23*((x-0)/(2-0))*((x-1)/(2-1))*((x-3)/(2-3))*((y-0)/(3-0))*((y-1)/(3-1))*((y-2)/(3-2));
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> f16:=a33*((x-0)/(3-0))*((x-1)/(3-1))*((x-2)/(3-2))*((y-0)/(3-0))*((y-1)/(3-1))*((y-2)/(3-2));
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> F:=f1+f2+f3+f4+f5+f6+f7+f8+f9+f10+f11+f12+f13+f14+f15+f16;
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> F1:=collect(expand(F),[x,y], distributed);
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Приложение 2

Расчёты для нахождения ядра 
[image: image379.wmf])
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(Maple 7.0)

> R0:=x->1-x^2+(x-1)*x^2*(a0+a1*x);
[image: image380.wmf] := 
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> R1:=x->(x-1)*(x-2)^3*b0;
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> R0xt:=diff(R0(x),x);
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> R1xt:=diff(R1(x),x);
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> R0xxt:=diff(R0xt,x);
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> R1xxt:=diff(R1xt,x);
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> R0x:=x->-2*x+x^2*(a0+a1*x)+2*(x-1)*x*(a0+a1*x)+(x-1)*x^2*a1;
[image: image386.wmf] := 
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> R0xx:=x->-2+4*x*(a0+a1*x)+2*x^2*a1+2*(x-1)*(a0+a1*x)+4*(x-1)*x*a1;
[image: image387.wmf] := 
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> R1x:=x->(x-2)^3*b0+3*(x-1)*(x-2)^2*b0;
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> R1xx:=x->6*(x-2)^2*b0+6*(x-1)*(x-2)*b0;
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> Su:=R0(x)+R0(1-x)+R1(x+1)+R1(2-x);
[image: image390.wmf]Su

 := 

 - 

 + 

 - 

 - 

 + 

 - 

2

x

2

(

)

 - 

x

1

x

2

(

)

 + 

a0

a1

x

(

)

 - 

1

x

2

x

(

)

 - 

1

x

2

(

)

 + 

a0

a1

(

)

 - 

1

x

x

(

)

 - 

x

1

3

b0

(

)

 - 

1

x

x

3

b0


> expand(Su);
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> S:=collect(expand(Su),x);
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> eq1:=R0x(1)=R1x(1);
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> eq2:=R0xx(1)=R1xx(1);
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> eq3:=2*a1+2*b0=0;
[image: image395.wmf] := 

eq3

 = 

 + 

2

a1

2

b0

0


Приложение 2 (продолжение)
> eq4:=-4*b0-4*a1=0;
[image: image396.wmf] := 
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> eq5:=-2+a0+3*a1+3*b0=0;
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> eq6:=2-a0-a1-b0=0;
[image: image398.wmf] := 

eq6

 = 

 - 

 - 

 - 

2

a0

a1

b0

0


> sol:=solve({eq1,eq2,eq3,eq4,eq5,eq6},{a0,a1,b0});
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Приложение 3
Расчёты для нахождения ядра 
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(Maple 7.0)
> R0:=x->1-x^2+(x-1)*x^2*(a0+a1*x+a2*x^2);
[image: image401.wmf] := 
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> R0xt:=diff(R0(x),x);
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> R0xxt:=diff(R0xt,x);
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> R0x:=x->-2*x+x^2*(a0+a1*x+a2*x^2)+2*(x-1)*x*(a0+a1*x+a2*x^2)+(x-1)*x^2*(a1+2*a2*x);
[image: image404.wmf] := 
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> R0xx:=x->-2+4*x*(a0+a1*x+a2*x^2)+2*x^2*(a1+2*a2*x)+2*(x-1)*(a0+a1*x+a2*x^2)+4*(x-1)*x*(a1+2*a2*x)+2*(x-1)*x^2*a2;
[image: image405.wmf]R0xx
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> R1:=x->(x-1)*(x-2)^3*(b0+b1*x);
[image: image406.wmf] := 
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> R1xt:=diff(R1(x),x);
[image: image407.wmf] := 
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> R1xxt:=diff(R1xt,x);
[image: image408.wmf] := 
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> R1x:=x->(x-2)^3*(b0+b1*x)+3*(x-1)*(x-2)^2*(b0+b1*x)+(x-1)*(x-2)^3*b1;
[image: image409.wmf] := 
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> R1xx:=x->6*(x-2)^2*(b0+b1*x)+2*(x-2)^3*b1+6*(x-1)*(x-2)*(b0+b1*x)+6*(x-1)*(x-2)^2*b1;
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> Su:=R0(x)+R0(1-x)+R1(x+1)+R1(2-x);
[image: image411.wmf]Su
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> expand(Su);
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> S:=collect(expand(Su),x);
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(

)

 + 

 + 

 + 

3

a2

2

a1

b1

2

b0

x

4

(

)

-

 - 

 - 

 - 

6

a2

2

b1

4

b0

4

a1

x

3

 + 

 := 

(

)

 + 

 - 

 + 

 + 

 + 

4

a2

3

a1

2

a0

3

b0

2

b1

x

2

(

)

 - 

 - 

 - 

 - 

 - 

2

a2

a1

b1

b0

a0

x

1

 + 

 + 

 + 


Приложение 3 (продолжение)

> eq1:=R0x(1)=R1x(1);
[image: image414.wmf] := 
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> eq2:=R0xx(1)=R1xx(1);
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> eq3:=(3*a2+2*a1+b1+2*b0)=0;
[image: image416.wmf] := 
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> eq4:=-6*a2-2*b1-4*b0-4*a1=0;
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> eq5:=4*a2+3*a1-2+a0+3*b0+2*b1=0;
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> eq6:=2-b1-a1-a2-b0-a0=0;
[image: image419.wmf] := 
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> 

> sol:=solve({eq1,eq2,eq3,eq4,eq5,eq6},{a0,a1,a2});
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Приложение 4

Расчёты для нахождения ядра 
[image: image421.wmf])
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(Maple 7.0)

> R0:=x->1-x^2+(x-1)*x^2*(a0+a1*x+a2*x^2+a3*x^3);
[image: image422.wmf] := 
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> R0xt:=diff(R0(x),x);
[image: image423.wmf]R0xt
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> R0xxt:=diff(R0xt,x);
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> R0x:=x->-2*x+x^2*(a0+a1*x+a2*x^2+a3*x^3)+2*(x-1)*x*(a0+a1*x+a2*x^2+a3*x^3)+(x-1)*x^2*(a1+2*a2*x+3*a3*x^2);
[image: image425.wmf]R0x
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> R0xx:=x->-2+4*x*(a0+a1*x+a2*x^2+a3*x^3)+2*x^2*(a1+2*a2*x+3*a3*x^2)+2*(x-1)*(a0+a1*x+a2*x^2+a3*x^3)+4*(x-1)*x*(a1+2*a2*x+3*a3*x^2)+(x-1)*x^2*(2*a2+6*a3*x);
[image: image426.wmf]R0xx
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> R1:=x->(x-1)*(x-2)^3*(b0+b1*x+b2*x^2);
[image: image427.wmf] := 
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> R1xt:=diff(R1(x),x);
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> R1xxt:=diff(R1xt,x);
[image: image429.wmf]R1xxt
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> R1x:=x->(x-2)^3*(b0+b1*x+b2*x^2)+3*(x-1)*(x-2)^2*(b0+b1*x+b2*x^2)+(x-1)*(x-2)^3*(b1+2*b2*x);
[image: image430.wmf]R1x
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> R1xx:=x->6*(x-2)^2*(b0+b1*x+b2*x^2)+2*(x-2)^3*(b1+2*b2*x)+6*(x-1)*(x-2)*(b0+b1*x+b2*x^2)+6*(x-1)*(x-2)^2*(b1+2*b2*x)+2*(x-1)*(x-2)^3*b2;
[image: image431.wmf]R1xx
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Приложение 4 (продолжение)

> Su:=R0(x)+R0(1-x)+R1(x+1)+R1(2-x);
[image: image432.wmf]Su
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> expand(Su);
[image: image433.wmf]1

2

x

6

x

5

a3

10

a3

x

3

a1

x

4

a2

x

2

2

x

2

a2

x

5

a3

x

2

a3

x

b1

x

b2

x

2

b2

x

x

a0

 + 

 - 

 - 

 - 

 + 

 - 

 - 

 + 

 - 

 - 

 + 

 - 

 - 

3

a1

x

2

6

a2

x

3

10

a3

x

4

2

x

4

a1

2

x

6

a3

x

2

a0

4

x

3

a1

3

x

4

a2

x

b0

2

b1

x

2

2

b2

x

3

 + 

 - 

 + 

 + 

 + 

 + 

 - 

 + 

 - 

 + 

 - 

3

x

2

b0

2

x

3

b1

6

x

4

b2

4

x

3

b0

x

4

b1

6

x

5

b2

2

x

4

b0

2

x

6

b2

 + 

 - 

 + 

 - 

 + 

 - 

 + 

 + 


> S:=collect(expand(Su),x);
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> eq1:=R0x(1)=R1x(1);
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> eq2:=R0xx(1)=R1xx(1);
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> eq3:=2*a3+2*b2=0;
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eq3

 = 

 + 

2

a3

2

b2

0


> eq4:=-6*b2-6*a3=0;
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> eq5:=2*a1+b1+3*a2+6*b2+10*a3+2*b0=0;
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> eq6:=-2*b2-10*a3-4*b0-6*a2-4*a1-2*b1=0;
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> eq7:=4*a2+b2-2+5*a3+3*a1+a0+2*b1+3*b0=0;
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> eq8:=2-b1-a2-a1-a3-b0-a0-b2=0;
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> sol:=solve({eq1,eq2,eq3,eq4,eq5,eq6,eq7,eq8},{a0,a1,a2,a3,b0,b1,b2});
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 = 

a3

-

b2

 = 

b0

-

 - 

 + 

 - 

1

3

a1

22

3

b2

14

3

a2

 = 

a0

 - 

 + 

 - 

1

2

a1

10

3

b2

8

3

a2

,

,

,

{

 := 

 = 

b1

 - 

 + 

 + 

4

a1

32

3

b2

19

3

a2

2

 = 

a1

a1

 = 

a2

a2

 = 

b2

b2

,

,

,

}


Приложение 5
Результаты нахождения границы изображения, 

преобразованного различными радиусами размытия
Исходное изображение
[image: image444.bmp]
Радиус размытия 2:

	[image: image445.png]



Все границы
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Длины градиента
	[image: image447.jpg]



Истинные границы


Радиус размытия 3:
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Все границы
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Длины градиента
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Истинные границы


Приложение 5 (продолжение)

Радиус размытия 4:
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Все границы
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Длины градиента
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Истинные границы


Радиус размытия 5:
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Все границы
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Длины градиента
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Истинные границы


Радиус размытия 6:
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Все границы
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Длины градиента
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Истинные границы
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