Введение

Задача решения обыкновенных дифференциальных уравнений сложнее задачи вычисления однократных интегралов, и доля задач, интегрируемых в явном виде, здесь существенно меньше.

Когда говорят об интегрируемости в явном виде, имеют в виду, что решение может быть вычислено при помощи конечного числа «элементарных» операций: сложения, вычитания, умножения, деления, возведения в степень, логарифмирования, потенцирования, вычисления синуса и косинуса и т.п. Уже в период, предшествовавший появлению ЭВМ, понятия «элементарной» операции претерпели изменение. Решения некоторых частных задач настолько часто встречаются в приложениях, что пришлось составить таблицы их значений, в частности таблицы интегралов Френеля, функций Бесселя и ряда других, так называемых специальных функций. При наличии таких таблиц исчезает принципиальная разница между вычислением функций sin x, ln x,… и специальных функций. В том и другом случаях можно вычислять значения этих функций при по​мощи таблицы, и те и другие функции можно вычислять, приближая их многочленами, рациональными дробями и т.д. Таким образом, в класс задач, интегрируемых в явном виде, включались задачи, решения кото​рых выражаются через специальные функции. Однако и этот, более ши​рокий, класс составляет относительно малую долю задач, предъявляемых к решению. Существенное расширение класса реально решаемых дифференциальных уравнений, а следовательно, и расширение сферы применения математики произошло с разработкой численных методов и активным повсеместным использованием ЭВМ.

Таким образом численные методы для обыкновенных дифференциальных уравнений естественным образом разделяются на два класса. В один из них входят методы, использующие одно стартовое значение на каждом шаге («одношаговые методы»), а другой образуют методы, опирающиеся на несколько значений решения («многошаговые методы»). В этой работе исследуются одношаговые методы.
Работа начинается с изложения теории методов Рунге—Кутты, включая вывод (с помощью помеченных деревьев) условий, определяющих порядок аппроксимации и оценки погрешностей.

Метод Эйлера для решения начальной задачи
F’ y’=f(x,y),
y(x0)=yo






(1.1)
был описан Эйлером (1768) в его «Интегральном исчислении» (раздел второй, гл. VII). Метод прост для понимания и программирования. Его глобальная погрешность имеет вид Ch, где С — постоянная, зависящая от задачи, и  h максимальная длина шага. Если желательно, скажем, получить 6 точных десятичных знаков, то требуется, следовательно, порядка миллиона шагов, что не слишком удовлетворительно. С другой стороны, еще со времен Ньютона известно, что можно найти гораздо более точные методы, если в (1.1) не зависит от у, т. е. если мы имеем задачу

F y’=f(x),
y(x0)=yo





(1.1’)
решаемую квадратурой:
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(1.2)
В качестве примера рассмотрим «правило средней точки» (или первую квадратурную формулу Гаусса):

F y(x0+h0)
[image: image2.wmf]»

y1=y0+h0f(x0+h0/2),
y(x1+h1)
[image: image3.wmf]»

y2=y1+h1f(x1+h1/2),



(1.3’)
................................................

y(X)
[image: image4.wmf]»

Y=yn-1+hn-1f(xn-1+hn-1/2),

где hi=xi+1-xi и x0,…,xn-1,xn= X  граничные точки подинтервалов, на которые разбит интервал интегрирования. Известно, что оценка глобальной погрешности этой формулы у(X) — Y имеет вид Ch2. Таким образом, если желаемая точность составляет 6 десятичных знаков, ее обычно можно получить приблизительно за тысячу шагов, т. е. этот метод в тысячу раз быстрее. Поэтому Рунге (1895) поставил следующий вопрос: нельзя ли распространить метод (1.3') и на задачу (1.1)? Первый шаг длины h=h0 должен иметь вид

y(x1+h1)
[image: image5.wmf]»

y0+hf(x0+h/2,y(x0+h/2))


 (1.3)
Но какое значение взять для y(x0+h/2)? За. неимением лучшего естественно использовать один малый шаг метода Эйлера длины h/2. Тогда из (1.3) получим

 k1=f(x0,y0,),

 k2= f(x0+h/2,y0+h/2*k1)




(1.4)
 y1=y0+hk2.

Может показаться странным, что для вычисления k2 мы предлагаем сделать шаг методом Эйлера, о неэффективности которого говорилось выше. Однако решающим обстоятельством является умножение k2 в третьем выражении на h, в результате чего влияние погрешности становится менее существенным. Точнее говоря, вычислим для у1 в (1.4) разложение Тейлора по степеням h:
y1=y0+hf(x0+h/2,y0+h/2f0)=






(1.5)
= y0+hf(x0,y0)+h2/2(fx+fyf)(x0,y0 )+

+h3/8(fxx+2fxyf+fyyf2) (x0,y0 )+….

Его можно сравнить с рядом Тейлора для точного решения, который получается из (1.1) повторным дифференцированием с заменой y’ на f каждый раз, когда оно появляется.:
 y(x0+h)=y0+hf(x0,y0f0)+h2/2(fx+fyf) (x0,y0 )+
+h3/6(fxx+2fxyf+fyyf2+fyfx+fy2f) (x0,y0 )+…
.(1.6)
Вычитая из последнего равенства предыдущее, получим для погрешности первого шага выражение

 y(x0+h)-y1=

=h3/24(fxx+2fxyf+ffyyf2+4(fyfx+fy2f)) (x0,y0 )+….

Таким образом, если все частные производные f второго порядка ограничены, то 
|| у (х0 +h)-у1 ||
[image: image6.wmf]£

 Kh3.
Чтобы получить приближенное значение решения задачи (1.1) в конечной точке X, будем применять формулы (1.4) последовательно к интервалам (х0, х1), (х1, х2),..., (xn-1,X). Таким образом, (1.4) является усовершенствованием метода Эйлера. Для вычислении с высокой точностью надо найти еще лучшие методы, и этим мы будем заниматься главным образом

Общая формулировка методов Рунге-Кутты
Рунге (1895) и Хойн (1900) построили новые методы, включив в (1.4) один или два добавочных шага по Эйлеру. Но именно Кутта (1901) сформулировал общую схему того, что теперь называется методом Рунге-Кутты.
В частном случае п = 1  формула (1.3)  имеет вид

F yi+1=yi+hf(x1,y1),
h=xi+1-xi ,

Определение 1.1. Пусть s-целое положительное число («число стадий», или «этапов») и a21 а31, а32, ..., as1, as2, as,s-1, ..., b1, ..., bs, c2, ..., cs -вещественные коэффициенты. Тогда метод называется   s-стадийным   (s-этапным) явным  методом Рунге-Кутты (ЯМРК) для задачи (1.1).
k1=f(x0,y0),

k2=f(x0+c2h,y0+ha21k1),

k3=f(x0+c3h,y0+h(a21k1+ a32k2)),

                                                               





 (1.8) 
ks=f(x0+csh,y0+h(as1k1+ …+ as,s-1ks-1)),

y1=y0+h(b1k1+…+ bsks)

Обычно коэффициенты сi удовлетворяют условиям

C2=a21,        c3=a31+a32,            ,cs=as1+…+as,s-1


(1.9)

Или, короче,

Сi=
[image: image7.wmf].
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    (1.9’)
Эти условия были приняты Куттой без каких-либо комментариев. Смысл их в том, что все точки, в которых вычисляется f, являются приближениями первого порядка к решению. Эти условия сильно упрощают вывод условий, определяющих порядок аппроксимации для методов высокого порядка. Однако для методов низких порядков эти предположения не являются необходимыми .

В частном случае п =1 формула (1.3) имеет вид

F yi+1=yi+hf(x1,y1),
h=xi+1-xi ,
Этот метод называется методом Эйлера. Можно построить другой класс расчетных формул, к которому принадлежит метод Эйлера. Укажем сначала простейшие методы этого класса, получаемые из наглядных соображений. Пусть известно значение y(x) и требуется вычислить значение у(х + h).  Рассмотрим равенство
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(2)
При замене интеграла в правой части на величину hy’(x) погрешность имеет порядок  0(h2),  т.е.

y(x + h) = у{x) + hy'(x) + 0(h2).
Поскольку  у'(x)= f(x, у(x)), отсюда имеем

у(x + h) = у(x) + hf{x, у(x)) + 0(h2).
Отбрасывая член порядка 0(h2) и обозначая х = xi, x + h = xi+1, получим расчетную формулу Эйлера (1). Для получения более точной расчетной формулы нужно точнее аппроксимировать интеграл в правой части (2). Воспользовавшись квадратурной формулой трапеции, получим

у{x + h) = у(x)+h/2(у'(x) + у'(x + h)) + 0(h3)
иначе



у(x + h) = у(x) + h/2(f{x, у(x)) + f(x + h, у(x +h)))+0(h3)


(3)
соответствующая  расчетная формула

yi+1=yi+h/2(f(xi,yi)+f(xi+1,yi+1))





(4)
называется неявной формулой Адамса второго порядка точности. В некоторых случаях, в частности, когда f линейна по у, это уравнение может быть разрешено относительно yi+1.. Обычно же это уравнение неразрешимо явно относительно yi+1, поэтому произведем дальнейшее преобразование алгоритма.

Заменим у(x + h)  в правой части (3) на некоторую величину

у* = у(х + h)+ 0(h2).






(5)
Тогда правая  часть изменится на величину

h/2(f(x +h, у*) -f(x +ht, у(x +ht)))= 
[image: image9.wmf]2

h

fy(x +h, 
[image: image10.wmf]y

) (у*- y{x+h)),

где у находится между у* и y(x + h). Вследствие предположения (5) эта величина имеет порядок 0(h3). Таким образом, при условии (5) имеет место соотношение

у(x + h) = у(x)+
[image: image11.wmf]2

h

(f(x,y(x)) + f(x+ h,y*)) + 0(h3)
Условию (5) удовлетворяет результат вычислений по формуле Эйлера


у* = у(x) + hf{x, y(x))
. Последние соотношения определяют пару расчетных формул
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(6)
При малых h выражение в правой части (4) удовлетворяет условию сжимаемости поэтому уравнение (4) также можно решать методом простой  итерации:
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Если j
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 вычисляется по методу Эйлера:

y0i+1=yi+hf(xi ,yi)
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 получаемое на первом шаге итерации, совпадает с yi+1, получаемом по формуле (6). Дальнейшие итерации не приводят к повышению порядка точности по h; в то же время иногда главный член погрешности уменьшается при переходе от 
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 к следующим приближениям 
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 Если такое уменьшение погрешности компенсирует возрастание вычислительных затрат на шаге, то оно целесообразно.
Построим другую пару формул с погрешностью на шаге такого же порядка. Интеграл в правой части (2) заменим по формуле прямоугольников:

y(x+h)=y(x)=hy’(
[image: image19.wmf]2
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или, что все равно,
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Если

y*=y(x+h/2)+O(h2)

то, как и в предшествующем случае,  имеем

у(x+ h) =y(x)+hf(x+h/2,y*)+O(h3) .
В качестве у*  можно взять результат вычислений  по формуле Эйлера с шагом 

h/2: у* =у(х) + |/(а:, у(х)).  Этим соотношениям соответствует пара расчетных формул


[image: image21.wmf])

,

(

2

2

1

i

i

i

i

y

x

f

h

y

y

+

=

+



[image: image22.wmf]÷
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Полученные методы относятся  к семейству  методов Рунге—Кутта, имеющих следующий вид. В процессе вычислений фиксированы некоторые  числа

c2, ...,cs
b1, …, bs ,
aij,
0<j<i≤s
 последовательно  получаем 
k1(h)=f(x0,y0),

k2(h)=f(x0+c2h,y0+ha21k1),

k3(h)=f(x0+c3h,y0+h(a21k1+ a32k2)),

                                      






                          (1.8) 

ks(h)=f(x0+csh,y0+h(as1k1+ …+ as,s-1ks-1)),

y1=y0+h(b1k(h)1+…+ bsks(h))
Рассмотрим вопрос о выборе параметров ci, bi, aij. Обозначим φ(h)=y(x+h)-y1(h). Если f(x у) достаточно гладкая функция своих аргументов, то k1(h), …,ks(h) и φ(h) гладкие функции параметра h. Предположим, что f{x,у) настолько гладкая, что существуют производные φ’(h),..., φ(p+1)(h), а ci, bi, aij, выбраны так, что φ(0)=…= φ(p)(h) 0. Кроме того, предположим, что существует некоторая гладкая функция f0(x у), для которой соответствующее значение φ(p+1)(0)≠0. Согласно формуле Тейлора выполняется равенствоf
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(8)
 где 0<θ<1, Величина φ(h) называется погрешностью метода на шаге, а p-порядок погрешности метода
Определение 1.2. Метод Рунге-Кутты (1.8) имеет порядок р, если для достаточно гладких задач (1.1)

||y(х0+h)-у1 ||
[image: image24.wmf]£

Khp+1




 (1.10)
т. е. если ряды Тейлора для точного решения у (х0+h) и для y1 совпадают до члена hp включительно.

При s=1 имеем 
φ(h)=y(x+h)-y(x)-b1hf(x,y)

φ’(0)=( y(x+h)-b1f(x,y))│0=h=f(x,y)(1-b1)

φ’’(h)=y’’(x+h)

Равенство φ(0)=0 выполняется для всех гладких функций f(x,y) лишь в случае b1= 1. Этому значению b1 соответствует метод Эйлера. Для погрешности этого метода на шаге, согласно (8), получаем  выражение.(lдля краткости y=y(x))
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Рассмотрим случай s= 2.  Имеем

φ(h)=y(x+h)-y-b1hf(x,y)-b2hf
[image: image26.wmf])
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Вычислим производные функции φ(h):

φ’(h)=y’(x+h)-y-b1f(x,y)-b2f
[image: image29.wmf])
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-b2h(c2fx
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+a21fy
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)f(x,y)

φ’’(h)=y’’(x+h)-2b2(c2fx
[image: image32.wmf])
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+a21fy
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f(x,y))-
b2h(c22fxx
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f(x,y)+a221 fyy
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φ’’(h)=y’’’(x+h)-3b2(c22fxx
[image: image37.wmf])
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+2c2 a21fxy
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Согласно исходному дифференциальному уравнению

y’=f,
y’’=fx+fyf,
y’’’=fxx+1fxyf+fyyf2+fyy’’.
Подставим в выражения φ(h), φ’(h), φ’’(h), φ’’’(h) значение h=0 и воспользуемся этими соотношениями; получим

φ(0)=y-y=0

φ’(0)=(1-b1-b2)f(x,y),
 φ’’(0)=(1-2b2c2)fx(x,y)+(1-2b2a21)fy(x,y)f(x,y)



(9)

φ’’’(0)=(1-3b2c22)fxx(x,y)+(2-6b2c2a21)fxy(x,y)f(x,y)+

+ (1-3b2a221)fyy(x,y)(f(x,y))2+fy(x,y)y’’(x)
Соотношение φ’(0)=0 выполняется при всех f(x,y), если
1-b1- b2=0, или b1+ b2=1

Соотношение φ’’(0)=0 выполняется, если 

1-2b1c2=0

и
1-2b1a21=0
из чего следует c2=a21
Делая выводы из приведенных выше вычислений становится совершенно понятно откуда берутся условия
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После статьи Бутчера (1964) вошло в обычай символически представлять метод (1.8) посредством следующей таблицы:
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a21

a31 a32

.     .

.      .

as1  as2  … as,s-1
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Примеры:
Рунге, порядок 2

	0

½
	0

1/2

	
	0      1


Рунге, порядок 2

	0

1/2

1

1
	0

1/2

0          1
0       0     .1

	
	1/6    2/3     0     1/6


Хойн, порядок 3
	0

1/3

2/3
	0

1/3

0       2/3

	
	1/4     0      3/4 


Условия порядка дл я методов Рунге-Кутты
В этом разделе описывается общая структура условий, определяющих порядок метода, или условий порядка,, как их называют для краткости [Мерсон (1957), Бутчер (1963)]. Со времени появления этих первых работ способ вывода условий порядка прошел большую эволюцию. Он совершенствовался главным образом под влиянием более поздних работ Бутчера, с которым авторы много раз обсуждали эти вопросы. 

Для упрощения вывода целесообразно преобразовать уравнение (1.1) к автономной форме путем добавления х к зависимым переменным:
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(2.1)

Основная трудность вывода условий порядка состоит в уяснении связи между формулами и соответствующими корневыми помеченными деревьями. Эта связь выявляется наиболее естественным образом, если воспользоваться удачно выбранной системой индексных и тензорных обозначений [как в работах Гилла (1951), Хенричи (1962), Гира (1971)]. Как это принято в тензорной нотации, мы будем обозначать компоненты векторов верхними индексами, причем, чтобы избежать путаницы, будем использовать для этих индексов заглавные буквы. Тогда автономную систему общего вида можно записать так:

(yJ)=fJ(y1,…,yn),


J=1,…,n



(2.2)
Перепишем прежде всего формулы метода (1.8) для автономного дифференциального уравнения (2.2). Чтобы сделать запись всех формул (1.8) более симметричной, мы перейдем от функций k1=f(gi) к их аргументам gi. Тогда формулы (1.8) примут вид
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(2.3)
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В частности, если система (2.2) происходит из (2.1), то приJ= 1
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Второе равенство вытекает из условия (1.9), которое, как видим, становится вполне естественным. Если оно удовлетворено, то для вывода условий порядка достаточно рассмотреть только автономное уравнение (2.2).

Как указывалось выше, нам надо сравнить ряды Тейлора для 
[image: image46.wmf]J
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 и для точного решения. Для этой цели вычислим сначала значеия производных 
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 и 
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 по h при h = 0. Ввиду сходства обеих формул достаточно проделать это для. 
[image: image49.wmf]J
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 В правые части формул (2.3) входят выражения вида h
[image: image50.wmf]j

(h), и мы воспользуемся формулой Лейбница:

(hφ(h))(q)│h=0=q(φ(h))│h=0
Теперь вспомнив основные правила дифференциального исчисления, можно придти к следующим выражениям : Но поскольку эти вычисления слижком долгие приведем лищь их результаты

q=0: согласно (2.3),
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(2.5; 0)
q=1из (2.3) и (2.4) получим



[image: image52.wmf]00

0

)

1

(

)

(

y

y

j

J

ij

h

J

i

f

a

g

=

=

å

=









(2.5; 1)
q=2: чтобы применить формулу (2.4), нам понадобится первая производная от fJ (gj):

f
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(2.6; 1)
где, как это принято, 
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. Подставим сюда выражение для 
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 из формулы (2.5; 1), заменив в ней индексы i, j. J на j, k, K. Применяя теперь формулу (2.4) к правой части равенства (2.3), найдем, что
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(2.5; 2)
q=3: сначала продифференцируем выражение (2.6;1), чтобы найти
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(2.6; 2)
Подставим сюда значения производных 
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 при h=0, которые уже найдены (формулы (2.5;1) и (2.5;2)), затем опять из (2.3) с помощью (2.4) получим
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Для величин (yJ1)(q)│h=0 (q=l 2, 3) справедливы те же формулы (2.5; 1—3), если в них заменить аij на bj
Производные точного решения
Производные точного решения получить гораздо легче. Для этого надо взять уравнение (2.2):






(yJ)(1)=f J(y)





(2.7; 1)
и просто дифференцировать его, подставляя вместо производных правые части (2.2). Для второй производной получим
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(2.7; 2)
Дифференцируя (2.7; 2) еще раз, найдем
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(2.7; 13)
Условия для порядка 3

Чтобы порядок метода был равен 3, производные, определяемые выражениями (2.5;1-3) с заменой аи на bj, должны быть равны производным (2.7; 1—3), причем для любого дифференциального уравнения. Сопоставляя соответствующие выражения, убеждаемся, что имеет место

Теорема 2.1. Метод Рунге—Кутты (2.3) [или (1.8)] имеет порядок 3 тогда и только тогда, если выполнены следующие равенства:
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Эти выражения можно еще более упростить, подставив в них 
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согласно (1.9),
Деревья и элементарные дифференциалы
Теоретически ясно, как продолжать этот процесс, но на практике он скоро приводит к очень сложным формулам. Поэтому целесообразно перейти к графическому представлению. Для этого заметим, что в каждом члене формулы (2.5; 3) индексы /, k, I связаны в пары в качестве нижних индексов в ajk, ajl, akl,, и точно таким же образом индексы J, К, L связаны попарно в качестве верхних и нижних индексов в выражениях fJKL, fJKL, fJK, fKL. Графически представить эти связи можно так:
F
t31=[image: image69.png]\/



t32=[image: image70.png]



(для первого и второго члена соответственно). Назовем эти объекты “Помеченными деревьями”, потому что это связные графы (деревья), вершины которых помечены индексами суммирования. Их можно представить и как отображения. Например, помеченным деревьям t3i и ^32 соответствуют отображения

f
l→ j, k→ j
и
l→ k, k→ j
Эти отображения каждой вершине графа (кроме одной) ставят в соответствие другую вершину, связанную с ней направленным вниз ребром.

Определение 2.1. Пусть А — упорядоченное множество индексов: 
A = {j<k<l<m<...}, и Aq,-его подмножество, состоящее из первых q индексов. Назовем (корневым) помеченным деревом порядка q (q ≥1) отображение

F
t: Aq –{j}→ Aq,

такое, что t(z)<z для всех z 
[image: image71.wmf]Î

 Aq –{j}. Множество 'всех помеченных деревьев порядка q обозначается LTq. Будем называть z «сыном» t(z), a t (z)-«отцом»  z (t — отображение «сыновей» на «отцов»). Вершина j («праотец» всей «династии») называется корнем t. Порядок q помеченного дерева равен числу всех его вершин и обычно обозначается р(t).
Определение 2.2. Назовем выражение
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(2.10)
элементарным, дифференциалом, соответствующим помеченному дереву t. LTq Здесь суммирование производится по q-.1 индексам К, L, .... (которые соответствуют множеству Aq - {/}), и каждое слагаемое является произведением q символов f, верхние индексы которых пробегают все множество Aq вершин t, а нижние индексы - множество соответствующих «сыновей».:
Примерами элементарных дифференциалов являются

f
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соответствующие помеченным деревьям t31 и t32. Эти выражения входят в формулы (2.5; 3) и (2.7;;3).
Определение 2.3. Два помеченных дерева t и и назовем эквивалентными, если они имеют одинаковый порядок q и существует подстановка γ: Aq→Aq, такая, что γ (j) =j и tγ= γu на множестве Aq — {j}.

Легко видеть, что этим мы определили отношение эквивалентности на множестве LTq.
Определение 2.4. Класс эквивалентности помеченных деревьев порядка q называют (корневым) деревом порядка q. Множество всех деревьев порядка q обозначается Tq.. Порядок дерева определяется как порядок его представителя из LTq и тоже обозначается ρ(t)- Обозначим, далее, через α(t) (для t
[image: image75.wmf]Î

Tq) число элементов в классе эквивалентности t, т е. число различных возможных монотонных индексаций t)

Представители всех деревьев порядка ≤5 приведены в табл. 2.1

Число деревьев для порядков  1, 2, ..., 10 представлено в табл.  2.2.

Таблица 2.1. Деревья и элементарные дифференциалы вплоть до порядка пять
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Таблица 2.2 Число деревьев до 10-го порядка
	q
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Card (Tq)
	1
	1
	2
	4
	9
	20
	48
	115
	286
	719


Производные численного решения

Чтобы обобщить формулы (2.5; 1—3), нам потребуются следующие определения
Определение 2.5. Пусть t- помеченное дерево с корнем j. Введем величину





Φj(t)=
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где суммирование производится по q -1 индексам k, I, ... (как в определении 2.4), каждое слагаемое является произведением q- 1 коэффициентов а, у каждого из которых индексы составляют одну из пар «отец»- «сын» дерева t. Если множество Aq записано в виде (2.10), то



Φj1(t)=
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(2.13)
Определение 2.6. Для каждого t 
[image: image79.wmf]Î

 LTq определим величину у (t) как произведение γ(t) на порядки всех деревьев, которые получаются из t, если последовательно удалять их корни 

Обе введенные величины, разумеется, не зависят от индексации, поэтому как Фj (t), так и γ (t) имеют смысл и для  Tq. Примеры приведены в табл. 2.1..

На основе данных определений, и нескольких других определений и теорем не приведенных  в данном разделе. Можно придти к 

Теорема 2.13. Чтобы метод Рунге—Кутты (1.8) имел порядок р, необходимо и достаточно выполнения равенств
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(2.14)
для всех деревьев t порядка, меньшего или равного р

Эта теорема позволяет легко сосчитать число условий порядка для любого р. Результаты подсчета, сделанного с помощью табл. 2.2, приведены в табл. 2.3.Теперь становится ясно, что конструирование формул Рунге-Кутты высоких порядков -нелегкая задача.
Таблица 2.3. Число условий порядка
	Порядок р
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Число условий
	1
	2
	4
	8
	17
	37
	85
	200
	486
	1250


Оценка погрешности. Вложенные формулы Рунге—Кутты
Со времен работы Лагранжа (1797) и особенно Коши всякий установленный численно результат принято сопровождать надежной оценкой погрешности. Лагранж дал известные оценки погрешности многочленов Тейлора, а Коши вывел оценки для погрешности метода ломаных Эйлера (см. разд. 1.7). Через несколько лет после первых успехов методов Рунге-Кутты Рунге (1905) также пришел к заключению, что для этих методов нужны оценки погрешностей
Строгие оценки погрешности

Способ, которым Рунге получил оценку погрешности, делаемой на одном шаге («локальной погрешности»), может быть описан в нескольких строках (далее следует свободный перевод):

«Для метода порядка р рассмотрим локальную погрешность

e(h)=y(x0+ h) -y1

и воспользуемся ее тейлоровским разложением:

e(h)= e(0)+h e’(h)+ …+
[image: image81.wmf]!

p

h

p

e(p)(θh),

где 0<θ<1 b e(0)= e(0)=…=e(p)(0)=0

Явное вычисление e(p)(h) дает выражение вида

e(p)(h)=E1(h)+hE2(h),
где Е1(h) и Е2(h) содержат частные производные f до порядков р -1 и р соответственно. Далее, поскольку e(p)(0)=0, имеем E1(0)=0. Таким образом, если ограничены все частные производные f до порядка p включительно, имеем Е1 (h)=О (h) и Е2 (h)=О (1). Следовательно, существует постоянная С, такая что | е(p)(h)|≤Ch и
| е(p)(h)|≤C
[image: image82.wmf]!

1

p

h

p

+


Бибербах (1923, разд. 1-й, гл. II, § 7) использовал несколько иной подход. Запишем





e(h)=y(x0+h)-y1= y(x0+h)-y0-h
[image: image83.wmf]å
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 (3.1)
 и воспользуемся тейлоровскими разложениями 
y(y0+h)=y0+y’(x0)h+…y(p+1)(θh)
[image: image84.wmf])!
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,
ki(h)= ki(0)+ k’i(h)+… + ki(p)(θih)
[image: image85.wmf]!
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Теорема 3.1. Если метод Рунге—Кутты (1.8) имеет порядок р и если все частные производные f (х, у) до порядка р включительно существуют (и непрерывны), то локальная погрешность метода (1.8) допускает следующую строгую оценку
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Стоит так же отметить, что для методов высших порядков строгие оценки погрешностей становятся очень не практичными. Поэтому гораздо более реалистично рассматривать первый ненулевой член в тейлоровском разложение погрешности.
Но даже упрощенные оценки погрешностей , которые довольствуются лишь главным членом погрешности, не представляют практического интереса, потому что они требуют вычисления и оценивания верхних границ ряда частных производных высоких порядков. Между тем главное преимущество методов Рунге—Кутты по сравнению с методом ряда Тейлора как раз в том и состоит, что они не требуют вычисления этих производных. Для практики, однако, оценки погрешностей необходимы, с одной стороны, чтобы обеспечить длину шага hi, достаточно малую для достижения требуемой точности вычисляемых результатов, а с другой стороны- чтобы гарантировать достаточно большую длину шага во избежание бесполезной вычислительной работы. Поэтому мы обсудим. теперь альтернативный методы оценивания погрешностей.
Самый старый способ, который использовал Рунге в своих численных примерах, состоит в повторении вычислений с уменьшенной. вдвое длиной шага и сравнении результатов: те десятичные знаки, которые не изменились, считаются правильными

Экстраполяция по Ричардсону

Идея Ричардсона, которая была опубликована в его классической работе [Ричардсон (1910)], посвященной главным образом дифференциальным уравнениям в частных производных, и разъяснена во всех подробностях в более поздней работе [Ричардсон (1927)1, состоит в более осторожном использовании известного поведения погрешности как функции h.

Предположим, что, пользуясь некоторым определенным методом Рунге—Кутты порядка р и исходя из заданной начальной точки (х0, t/0), мы провели расчет для двух шагов при длине шага А и получили при этом численные результаты ух и у2. Исходя из той же начальной точки (х0, у0), сделаем теперь расчет для одного большого шага длины 2h и обозначим полученное численное решение ω. Как мы знаем из теоремы 3.2, погрешность ух представима в виде

e1=y(x0+h)-y1=Chp+1+O(hp+2) 


(3.2)

где С выражается через коэффициенты погрешности метода и элементарные дифференциалы FJ (t)(y0) порядка р+1. Погрешность у2 состоит из двух частей: из перенесенной погрешности первого шага, имеющей вид
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 локальной погрешности второго шага, тоже выражаемой формулой (3.2), но с элементарными дифференциалами, вычисленными при у1= у0 + О(h). Таким образом, получаем, что

e2= y (x0+2h)-у2= (I+О (h)) Chp+1+
+(С+О(h)) hp+1 +О (h p+2),






(3.3)
откуда
*
e2=2Chp+1+O(hp+2)
.По аналогии с (3.2) для большого шага имеем

y{x0 + 2h)-ω =C(2h)p+1+0 (hp+2).
(3.4)

Если пренебречь членами О(hp+2), формулы (3.3) и (3.4) позволяют исключить неизвестную постоянную С и «экстраполировать».
значение у0, лучше аппроксимирующее у (x0 + 2h). Итак, мы получили следующий результат.

Теорема 3.2. Пусть некоторым методом РК порядка р в результате выполнения двух шагов длины h найдено численное значение у2, а в результате выполнения одного большого шага длины 2h получено значение w. Тогда погрешность у2 может быть оценена по формуле
у (х0 + 2h)-у2 =
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(3.5)

а выражение
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(3.6)
аппроксимирует величину у (x0 +2h) с порядком  р+1.■

Формула (3.5) дает очень простой способ оценки погрешности, а (3.6) позволяет дополнительно увеличить точность на один порядок1). «...Развиваемая в следующих разделах улучшенная теория сложна и наводит на мысль, что практика может быть столь же сложной, тогда как в действительности она проста». (Ричардсон.)

Автоматическое управление длиной шага

Мы хотим теперь написать программу, которая автоматически подбирала бы длину шага так, чтобы локальная погрешность не превышала  предписанной допустимой величины (допуска).

Если начальная длина шага была выбрана равной h, программа выполняет вычисление двух шагов длины h и одного шага длины 2h, как описано выше. Затем на основе формулы (3.5) вычисляется погрешность:
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(3.7)

Часто используют и другие нормы, например евклидову. В (3.7) di  масштабирующий множитель. Для вычисления абсолютной

погрешности полагают dt = 1, а для относительной 
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. Часто используют и смешанное масштабирование типа
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или 
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или что-нибудь еще в этом роде. Затем величина err сравнивается с заданной величиной допустимой погрешности tol, что позволяет, зная зависимость погрешности от длины шага Chp+l, вычислить оптимальную длину шага
h(tol/err)1/(p+1)


(3.8)

Далее, для получения хорошей программы требуется известная осторожность. Умножим (3.8) на гарантийный фактор fac. Обычно выбирают fac равным 0.8, 0.9, (0.25)1/(p+1) или (0.38)1/(p+1) , чтобы в ближайшее время погрешность была приемлемой с высокой вероятностью. Кроме того, нельзя допускать, чтобы длина шага h возрастала или убывала слишком быстро. Для этого можно выбирать новую длину шага, например следующим образом:
hnew=h·min(facmax, max(facmin, fac·(tol/err)1/(p+1)))   


(3.8’)
Тогда, если err ≤ tol, два  вычисленных шага считаются припятыми, и решение продолжается исходя из у2 или уг (в последнем случае говорят о методе «локальной экстраполяции»), причем в качестве длины нового шага берется hnew. В противном случае оба шага отбрасываются, и вычисления повторяются с новой длиной шага hneu. Максимальный коэффициент увеличения шага facmax обычно выбирают между 1.5 и 5. Он Предотвращает слишком сильное увеличение длины шага программой и способствует ее надежности. Понятно, что, если его выбрать слишком малым, это может привести и к излишнему увеличению вычислительной работы. Наконец, для шагов, выполняемых непосредственно после отбрасывания забракованных шагов, рекомендуется положить facmax= 1 [Шампайн и Уотте (1979)].

Вложенные формулы Рунге-Кутты

Теперь приступим к непосредственно к «вложенным формулам Рунге-Кутты». 

Идея их состоит в том, чтобы построить такие формулы РК, которые сами содержали бы кроме численного приближенного значения y1 некоторое выражение 
[image: image95.wmf]y
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 более высокого порядка (или каким-либо иным образом более точное, чем ух). Последнее могло бы тогда служить для управления погрешностью и длиной шага на каждом шаге. В частности, это удешевило бы выбраковку шагов

Итак, нам надо найти такую таблицу коэффициентов гораздо более удобным способом являтся использование вложенных формул методов 
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Чтобы величина 
y1=y0+h(b1k1+…+bsks)
имела порядок p, а
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- порядок q (обычно q=p-1 или q=p+1)
Согласно теореме 2.13, мы должны удовлетворить условиям
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для всех деревьев порядка ≤p


(3.11)
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для всех деревьев порядка ≤q


(3.11’)
Первые методы такого типа предложили Мерсон (1957), Ческино (1962) и Зонневельд (1963) Однако эти методы еще не пол​ностью удовлетворяют сформулированным нами выше требованиям. У Мерсона ух имеет порядок 5 только для линейных -уравнений с постоянными коэффициентами. Поэтому этот метод переоценивает погрешность при малых п, но все же работает вполне хорошо и применяется весьма широко, особенно пользователями библиотеки NAG («команда, приносящая результаты»). Точно так же у Зонневельда уг оценивает не погрешность аппроксимации, а «последний  учтенный  член». Метод Ческино не экономичен, потому что он оценивает погрешность со слишком высокой точностью

Вложенные методы RK(4,4,3)

На основе классических методов RK(4,4,3) попытаемся найти соответствующие вложенные методы. Так как не существует методов RK(5,5), то следующая, дополнительная стадия вложенного метода может давать точность порядка 4 или 3
Рассмотрим метод типа RK(4,4) с параметрами с2, с3:
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и расширим его до  вложенного метода RK(4,4,3)
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Невозможно подобрать вложенный метод так, чтобы он имел порядок 5 или 4. Но он может иметь порядок 3. Такие методы различаются лишь последней строчкой и она имеет вид
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где β- произвольная костанта.

Выпишем для этого случая формулы, по которым производится расчет:
k1=f(x0,y0),

k2=f(x0+c2h,y0+ha21k1),

k3=f(x0+c3h,y0+h(a31k1+ a32k2)),
k4=f(x0+c3h,y0+h(a41k1+ a42k2+ a43k3)),

y1=y0+h(b1k1+b2k2+ b3k3+ b4k4)
k5=f(x0+c5h,y1)),

и для глубокой оценки погрешности можно применить выражение
err
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h(β1k1+β2k2+ β3k3+ β4k4+ β5k5)
где вектор β=(βi) имеет вид
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В случае с2=1/3, с3=2/3 (правило 3/8) получим:
k1=f(x0,y0),

k2=f(x0+h/3,y0+hk1/3),

k3=f(x0+2h/3,y0+h(-k1/3+k2)),
k4=f(x0+h,y0+h(k1-k2+ k3)),

y1=y0+h(k1+3k2+ 3k3+k4)/8

k5=f(x0+c5h,y1)),

и для грубой оценки вектора погрешности можно применить выражение

err
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h(-k1+3k2-3k3-3k4+4k5)


Замечание. Численные примеры показывают, что чаще всего приведенная оценка является немного завышенной (до 30%). Учитывая, что отношение этой оценки и реально погрешности зависит соотношения значений 4-х и 5-х частных производных функции, на большую точность не следует и рассчитывать. Приведенная оценка вполне может использоваться для управления длиной шага при расчете по обычным методам Рунге-Кутта порядка 4.
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