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Введение

Обыкновенные дифференциальные уравнения возникают тогда, когда неизвестная функция зависит лишь от одной независимой переменной. Соотношение между независимой переменной, неизвестной функцией и ее производными до некоторого порядка составляет дифференциальное уравнение. В настоящее время теория обыкновенных дифференциальных уравнений представляет собой богатую, широко разветвленную теорию. Одними из основных задач этой теории являются существование у дифференциальных уравнений таких решений, которые удовлетворяют дополнительным условиям (начальные данные Коши, когда требуется определить решение, принимающее заданные значения в некоторой точке и заданные значения производных до некоторого конечного порядка, краевые условия и другие), единственность решения, его устойчивость. Под устойчивостью решения понимают малые изменения решения при малых изменениях дополнительных данных задачи и функций, определяющих само уравнение. Важными для приложений являются исследование характера решения, или, как говорят, качественного поведения решения, нахождение методов численного решения уравнений. 

В настоящее время важную роль в развитии теории дифференциальных уравнений играет применение современных электронных вычислительных машин. Исследование дифференциальных уравнений часто облегчает возможность провести вычислительный эксперимент для выявления тех или иных свойств их решений, которые потом могут быть теоретически обоснованы и послужат фундаментом для дальнейших теоретических исследований. 

Вычислительный эксперимент стал также мощным средством теоретических исследований в физике. Он проводится над математической моделью физического явления, но при этом по одним параметрам модели вычисляются другие параметры и делаются выводы о свойствах изучаемого физического явления. Цель вычислительного эксперимента – построение с необходимой точностью с помощью ЭВМ за возможно меньшее машинное время адекватного количественного описания изучаемого физического явления. В основе такого эксперимента очень часто лежит численное решение системы уравнений с частными производными. Отсюда происходит связь теории дифференциальных уравнений с вычислительной математикой и, в частности, с такими ее важными разделами, как метод конечных разностей, метод конечных элементов и другие.

Методы Рунге-Кутты применяются для численного решения обыкновенных дифференциальных уравнений. Они характеризуются двумя параметрами (p, n), где p – порядок метода, n – количество шагов (или стадий). Классические методы Рунге-Кутты имеют порядок 4.

Нахождение методов Рунге-Кутты более высокого порядка сводится к решению большой системы полиномиальных уравнений, сложность которой с увеличением порядка метода растет со скоростью, большей чем экспоненциальная. Данная работа посвящена методу Рунге – Кутты пятого порядка. 
Дипломная работа состоит из введения, двух глав, заключения, списка литературы и приложения. 
Глава I. Общие сведения о методе Рунге-Кутты

§ 1. Постановка задачи Коши и основные положения

Обыкновенным дифференциальным уравнением называется уравнение, связывающее независимую переменную x, неизвестную функцию y(x) этой независимой переменной и её производные 
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где 
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 – функция указанных аргументов, заданная в некоторой области их изменения.

Порядком дифференциального уравнения называется порядок старшей производной, входящей в уравнение.

Если в соотношении (1) функция F такова, что его можно представить в виде
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то уравнение называется обыкновенным дифференциальным уравнением n-го порядка, разрешенным относительно старшей производной.
Решением дифференциального уравнения n-го порядка называется функция y(x), непрерывная на некотором интервале (a, b) вместе со своими производными до (n – 1) порядка включительно, имеющая производную 
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 и такая, что подстановка y(x) в уравнение обращает его в тождество.

График решения дифференциального уравнения называется интегральной кривой.

Одной из важнейших задач в теории и приложениях дифференциальных уравнений является задача Коши (начальная задача), в которой требуется найти решение дифференциального уравнения, удовлетворяющее заданным начальным условиям. Для уравнения (2) она записывается следующим образом:
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где 
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 – заданные числа.

Теорема (о существовании и единственности решения задачи Коши (3)). Пусть выполнены следующие условия:

· функция 
[image: image8.wmf](
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 определена и непрерывна в некоторой замкнутой области 
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, а также имеет в 
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 ограниченные частные производные по переменным 
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· точка 
[image: image12.wmf](

)

(

)

1

0

0

0

0

,

,

,

,

-

¢

n

y

y

y

x

K

 лежит внутри области 
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.

Тогда решение задачи Коши (3) существует и единственно.

Общим решением дифференциального уравнения n-го порядка в области 
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 – область, в которой выполнены условия теоремы) называется функция 
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, зависящая от n произвольных постоянных, и такая, что при подстановке в уравнение она обращает его в тождество при любых значениях 
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. Геометрически общее решение в области G представляет собой семейство непересекающихся интегральных кривых, полностью покрывающих всю область.

Общим интегралом дифференциального уравнения называется соотношение вида 
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неявно определяющее общее решение.

При конкретных значениях 
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, из общего решения выделяется частное решение, а общий интеграл становится частным интегралом. В каждой точке (x, y) частного решения или частного интеграла выполняются условия теоремы.
§ 2. Общая формулировка методов Рунге – Кутты
Задача Коши:
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Определение 1. Пусть n – целое положительное число («число стадий», или «этапов») и 
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– вещественные коэффициенты. Тогда метод
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называется n – стадийным (n – этапным) явным методом Рунге – Кутты для задачи (4).

Обычно коэффициенты 
[image: image24.wmf]i
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 удовлетворяют условиям 
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или, короче,
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Эти условия были приняты Куттой без каких-либо комментариев. Смысл их в том, что все точки, в которых вычисляется f, являются приближениями первого порядка к решению. Эти условия сильно упрощают вывод условий, определяющих порядок аппроксимации для методов высокого порядка. Однако для методов низких порядков эти предположения не являются необходимыми.

Определение 2. Метод Рунге – Кутты (5) имеет порядок p, если для достаточно гладких задач (4)
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т.е. если ряды Тейлора для точного решения 
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 совпадают до члена 
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 включительно.

§ 3. Обозначения метода Рунге-Кутты
Введем некоторые обозначения: n – шаговый метод Рунге-Кутты порядка p задается с помощью нижней треугольной матрицы 
[image: image31.wmf]A

~

 размерности (n × n) с нулевой диагональю:
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и вектором 
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. Их можно объединить в одну расширенную матрицу А размера (n + 1)×(n + 1):
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Для вычисления коэффициентов метода Рунге-Кутта составляются сложные полиномиальные уравнения. При увеличении порядка точности метода увеличивается количество уравнений и их переменных.
	Порядок метода
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Количество уравнений
	8
	17
	37
	85
	200
	486
	1205


Глава II. Новое семейство методов Рунге – Кутты порядка 5
§ 1. Обозначения метода Рунге-Кутты порядка 5

Шестишаговый метод Рунге – Кутты порядка 5 задаётся нижнетреугольной матрицей 
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 размера 6 ( 6 вида:
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и вектором 
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. Их можно объединить в одну расширенную матрицу A размера 7 ( 7:
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Задача заключается в том, чтобы найти матрицу A, коэффициенты которой удовлетворят некоторой системе из 17 нелинейных уравнений с 21 переменной.

Обозначим 
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Тогда
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§ 2. Исходный пример
В [3, стр. 5], в качестве упражнения предлагается проверить, был ли прав Кутта (1901) утверждая, что следующая матрица 
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имеет порядок 5. Ответил на этот вопрос Нюстер в 1925 г. Он же вычислил, какие коэффициенты должны были быть на самом деле:
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Поскольку из упрощающих предположений всегда следует равенство c6 = 1, все методы с c6 отличные от 1 не удовлетворяют ни одному упрощающему предположению. Такие методы будем называть нестандартными.  
Заметим, в данном случае коэффициент c6 = 12/15, т.е. не выполняется ни одно упрощающее предположение. Это говорит о том, что возможно существует целое семейство решений нестандартного метода порядка 5.

Хашиным С.И. в 2000 году была разработана программа, которая с помощью численного алгоритма, в окрестности имеющегося нестандартного решения, определяет локальную размерность многообразия решений уравнений Бутчера. Она оказалась равной четырем.

§ 3. Решение системы уравнений Бутчера

Система уравнений [3]
1. 
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1

6

5

4

3

2

1

=

+

+

+

+

+

b

b

b

b

b

b

 
2. 
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3. {b*A2e }                                            =1/6;
4. 
[image: image45.wmf];
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5. {b*A3e}                                             =1/24;
6. {b* A2e* Ae}                                     =1/8;
7. 
[image: image46.wmf];
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8. {b*A(Ae* Ae)}                                  =1/12;
9. {b*A4e}                                             =1/120;
10. {b*A(A2e* Ae)}                                 =1/40;
11. {b*A(Ae*Ae*Ae)}                             =1/20;
12. {b*A2(Ae*Ae)}                                  =1/60;
13. {b*A3e*Ae}                                       =1/30;
14. {b*A(Ae*Ae)*Ae}                             =1/15;
15. {b*A2e*A2e}                                      =1/20;
16. {b*A2e*Ae*Ae}                                 =1/10;
17. 
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Решение системы

Итак, нам требуется найти решение системы из 17 уравнений от 21 переменной. Нахождение решений осложняется тем, что полное многообразие решений состоит из нескольких неприводимых компонент различной размерности. В данной работе мы найдем лишь одну из этих компонент, характерным признаком которой является отличие коэффициента c6 от 1.

Для решения воспользуемся свободно распространяемой системой компьютерной алгебры Maple 4 Campus version, которая имеет вполне достаточные для нас средства для решения линейных и нелинейных уравнений и их систем. 
В процессе решения на каждом шаге будем выделять из исходной системы некоторый набор уравнений и переменных так, чтобы выбранные уравнения оказывались линейными по выбранным переменным. Таким образом, на каждом шаге мы будем решать лишь систему линейных уравнений, причем количество уравнений и переменных совпадают (Приложение).

Для начала в качестве свободных параметров, подчинённых лишь некоторым очевидным ограничениям, выберем коэффициенты c2, c3, c5, c6. Пусть b2 = 0. Выразим c4, a32, a42, a43 через свободные переменные:
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В получающейся системе уравнения (1), (9), (10), (12), (15), (16) оказываются тождествами. В итоге остается система из 11 нелинейных уравнений от 15 переменных: 
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На следующем шаге заметим, что уравнения (3), (8), (11) оказываются линейными относительно переменных a63, a64, a65. Эта система имеет единственное решение, которое можно найти с помощью Maple-команды:

solve({eq[3], eq[8], eq[11]}, {a[6,3], a[6,4], a[6,5]}),
что позволяет выразить переменные a63, a64, a65 через остальные. Подставив найденные выражения в остающиеся уравнения, мы получим уже 8 уравнений от 12 переменных.

Далее отметим, что после указанной подстановки уравнения (2), (4), (7), (17) оказываются линейными относительно переменных b3, b4, b5, b6. Эта линейная система уравнений имеет единственное решение, которой можно найти с помощью Maple-команды:

solve({eq[2], eq[4], eq[7] , eq[17]}, {b[3], b[4], b[5], b[6]}),
что позволяет выразить переменные b3, b4, b5, b6 через остальные. Подставив найденные выражения в остающиеся уравнения, мы получим уже 4 уравнения от 8 переменных.

Далее, аналогично, командой

solve({eq[6], eq[14]}, {a[5,3], a[5,4]})
мы сокращаем систему до двух уравнений (5) и (13) от 6 переменных. Первое из них после приведенных подстановок оказывается линейным относительно a62. После его нахождения и подстановки результата во второе уравнение, оно оказывается опять линейным относительно оставшейся переменной a52.
В итоге получаем полное решение системы:
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Таким образом, обнаружено новое семейство 6-стадийных методов Рунге-Кутты порядка 5, причем не удовлетворяющее ни одному упрощающему предположению.
§ 4. Численный пример

Для удобства проверок выпишем одно из решений системы. Подберем свободные переменные c2, c3, c5, c6 так, чтобы все коэффициенты метода были не слишком громоздкими:
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§ 5. Эффективность нового семейства методов Рунге-Кутты пятого порядка

Рассмотрим нестандартный метод Рунге-Кутты 5 порядка, он описывается следующими параметрами:

c2,

c3, a32,

c4, a42, a43,
c5, a52, a53, a54,
c6, a62, a63, a64, a65,

b1, b2,  b3,  b4,  b5,  b6,
и образует четырехмерное семейство. В качестве независимых параметров можно взять коэффициенты (c2, c3, c5, c6). Метод с данными значениями (c2, c3, c5, c6) будем обозначать RK(c2, c3, c5, c6). 

С точки зрения объема вычислений все методы RK(c2, c3, c5, c6) совершенно одинаковы, однако достигаемая точность существенно различается. Поэтому задача нахождения оптимальных коэффициентов (c2, c3, c5, c6) является весьма существенной.

Так как для разных систем дифференциальных уравнений будут получаться разные соотношения, то следует взять большое количество различных систем уравнений (несколько сотен) и усреднить по ним результат. Для этого нами была создана программа в среде Delphi, при работе которой, используются два класса:
· RungeKutt – класс, задающий метод Рунге-Кутты;

· EQ – класс, задающий систему дифференциальных уравнений.

В программе рассматриваются системы вида:
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Выделим основные этапы работы программы:
1. определили основные характеристики метода: порядок, число стадий;
2. случайным образом задали матрицы A, B для 1000 систем уравнений;
3. фиксируем коэффициенты (c2, c3, c5, c6);

4.  находим все параметры метода по формулам, описанным в § 3 II главы;
5. делаем два шага метода Рунге-Кутты с шагом h/2 для первой системы (начальное приближение – единичный вектор);

6. делаем один шаг метода Рунге-Кутты с шагом h для первой системы (начальное приближение – единичный вектор);

7. вычисляем погрешность для данного шага этой системы, как разность между вектором полученным на 5 этапе и вектором полученным на 6 этапе;
8. применяем 5, 6, 7 пункты для каждой системы уравнений;
9. вычисляем усредненную погрешность (err) для данного набора коэффициентов (c2, c3, c5, c6);

10. изменяем коэффициенты (c2, c3, c5, c6), возвращаемся к 4 пункту.

Таким образом, были найдены оптимальные методы Рунге-Кутты пятого порядка:

	с2
	с3
	с5
	с6
	err

	0.2
	0.3
	0.9
	0.8
	1.659E-10

	0.21
	0.29
	0.88
	0.85
	1.529E-10

	0.216
	0.290
	0.877
	0.854
	1.525E-10


Заключение

Методы Рунге-Кутта, используемые для численного решения обыкновенных дифференциальных уравнение, характеризуются двумя основными параметрами (p, n) - порядком метода и количеством стадий соответственно. Классические методы имеют параметры (4, 4). Нахождение метода сводится к нахождению его матрицы коэффициентов: нижнетреугольной действительной матрицы размера (n + 1)*(n + 1) с нулевой диагональю. Если матрица описывает некоторый метод Рунге-Кутта, то ее коэффициенты должны удовлетворять уравнениям Бутчера, соответствующих деревьям веса < p.

Обычно, при построении методов Рунге-Кутты используются так называемые «упрощающие предположения», то есть некоторые дополнительные соотношения между коэффициентами матрицы метода, при выполнении которых часть уравнений будет следовать из остальных.

В литературе описывается некоторое 4-х мерное семейство 6-стадийных методов порядка 5. При его построении существенно используются упрощающие предположения. Однако, можно найти также метод порядка 5, не удовлетворяющий ни одному упрощающему предположению. Такие методы будем называть нестандартными. 

На основе этого метода, с помощью численного алгоритма, была определена локальная размерность многообразия решений уравнений Бутчера, в окрестности имеющегося нестандартного решения, она оказалась равной четырем.

Используя эти данные, удалось аналитически найти указанное семейство решений. Свободными переменными были выбраны (c2, c3, c5, c6). Поскольку из упрощающих предположений всегда следует равенство c6 = 1, все методы с c6 отличными от 1 не удовлетворяют ни одному упрощающему предположению.

Таким образом, нами было обнаружено новое семейство 6-стадийных методов Рунге-Кутты порядка 5, причем не удовлетворяющее ни одному упрощающему предположению.
С точки зрения объема вычислений все методы Рунге-Кутты с параметрами (c2, c3, c5, c6) совершенно одинаковы, однако достигаемая точность существенно различается. Поэтому задача нахождения оптимальных коэффициентов (c2, c3, c5, c6) является весьма существенной.
Для решения этой задачи нами была разработана программа в среде Delphi, которая находит оптимальные методы пятого порядка.
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Приложение
> restart: with(linalg):
-------------------------------------------

> simp := proc(z) local i,j; 
>   for i from 1 to rowdim(z) do for j from 1 to coldim(z) do
>   z[i,j]:=factor(z[i,j]) od:od:
> end:
-------------------------------------------

> n:=6:
> n1:=n+1:
> A:=linalg[matrix](n1,n1,[0$(n1*n1)]):
> A[2,1] := c[2]:
> for i from 3 to n do
>   for j from 2 to i-1 do A[i,j]:=a[i,j]: od:
>   A[i,1] := c[i] - sum( A[i,jj], jj=2..i-1 ):
> od:
> for j from 2 to n do A[n1,j]:=b[j]: od:
> A[n1,1] := 1 - sum( A[n1,jj], jj=2..n ):
> for j from n1 to 9 do b[j]:=0: od:
> b[1]:=A[n1,1]:
> simp(A): evalm(A);
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> e:=linalg[matrix](n1,1,[1$n1]):
> s:=(r1,r2)->linalg[matrix]( n1,1, [r1['i',1]*r2['i',1]$'i'=1..n1] ):
> psi[1] := e:                    w[1] := 0: delta[1] :=  1: # e
> psi[2] := evalm(A &* e):        w[2] := 1: delta[2] :=  1: # Ae
> psi[3] := evalm(A &* psi[2]):   w[3] := 2: delta[3] :=  2: # A2e
> psi[4] := s( psi[2], psi[2]):   w[4] := 2: delta[4] :=  1: # Ae*Ae
> psi[5] := evalm(A &* psi[3]):   w[5] := 3: delta[5] :=  6: # A3e
> psi[6] := s( psi[3], psi[2]):   w[6] := 3: delta[6] :=  2: # A2e*Ae
> psi[7] := s( psi[4], psi[2]):   w[7] := 3: delta[7] :=  1: # Ae*Ae*Ae
> psi[8] := evalm(A &* psi[4]):   w[8] := 3: delta[8] :=  3: # A(Ae*Ae)
> psi[9] := evalm(A &* psi[5]):   w[9] := 4: delta[9] := 24: # A4e       
> psi[10]:= evalm(A &* psi[6]):   w[10]:= 4: delta[10]:=  8: # A(A2e*Ae)
> psi[11]:= evalm(A &* psi[7]):   w[11]:= 4: delta[11]:=  4: # A(Ae*Ae*Ae)             
> psi[12]:= evalm(A &* psi[8]):   w[12]:= 4: delta[12]:= 12: # A2(Ae*Ae)
> psi[13]:= s( psi[5], psi[2]):   w[13]:= 4: delta[13]:=  6: # A3e*Ae
> psi[14]:= s( psi[8], psi[2]):   w[14]:= 4: delta[14]:=  3: # A(Ae*Ae)*Ae
> psi[15]:= s( psi[3], psi[3]):   w[15]:= 4: delta[15]:=  4: # A2e*A2e
> psi[16]:= s( psi[3], psi[4]):   w[16]:= 4: delta[16]:=  2: # A2e*Ae*Ae
> psi[17]:= s( psi[4], psi[4]):   w[17]:= 4: delta[17]:=  1: # Ae*Ae*Ae*Ae
> numb_psi := 17:
> bb := row(A, n1):
> for i from 1 to numb_psi do 
>  eq[i] := evalm( bb &* psi[i] )[1] - 1/(1+w[i])/delta[i]: 
> od;
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> eq[9]:=0;
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> for i from 1 to numb_psi do eq[i]:= factor(eq[i]); od;
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> sol :=solve({eq[3],eq[8],eq[11]},{a[6,3],a[6,4],a[6,5]}):
> assign(sol):
> for i from 1 to numb_psi do eq[i]:= factor(eq[i]); od:
> simp(A): evalm(A):
> sol :=solve({eq[2],eq[4],eq[7],eq[17]},{b[3],b[4],b[5],b[6]}):
> assign(sol):
> for i from 1 to numb_psi do eq[i]:= factor(eq[i]); od:
> sol :=solve({eq[6],eq[14]},{a[5,3],a[5,4]}):
> assign(sol):
> for i from 1 to numb_psi do eq[i]:= factor(eq[i]); od:
> a[6,2]:=solve(eq[5],a[6,2]):
> for i from 1 to numb_psi do eq[i]:= factor(eq[i]); od:
> simp(A):
> a[5,2]:=solve(eq[13],a[5,2]):
> for i from 1 to numb_psi do eq[i]:= factor(eq[i]); od;
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> a[3,2]:=factor(a[3,2]);
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> a[4,2]:=factor(a[4,2]);
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> a[4,3]:=factor(a[4,3]);
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> a[5,2]:=factor(a[5,2]);
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> a[5,3]:=factor(a[5,3]);
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> a[5,4]:=factor(a[5,4]);
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> a[6,2]:=factor(a[6,2]);
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> a[6,3]:=factor(a[6,3]);
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> a[6,4]:=factor(a[6,4]);
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> a[6,5]:=factor(a[6,5]);
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> b[2]  :=factor(b[2]);
[image: image198.wmf] := 
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> b[3]  :=factor(b[3]);
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> b[4]  :=factor(b[4]);
[image: image200.wmf]b

4

4

15

(

)

 - 

 + 

5

c

3

2

4

c

3

1

4

 := 

(

)

 + 

 - 

 - 

 - 

 + 

 - 

 + 

15

c

3

30

c

5

c

6

c

3

20

c

5

c

3

20

c

6

c

3

12

15

c

6

20

c

5

c

6

15

c

5

c

3

2

(

(

)

 - 

 - 

 + 

2

c

6

c

3

8

c

6

c

3

10

c

6

c

3

2

(

)

 - 

 + 

 - 

10

c

5

c

3

2

8

c

5

c

3

2

c

5

c

3

(

)

 - 

 + 

10

c

3

2

8

c

3

1

)


> b[5]  :=factor(b[5]);
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> b[6]  :=factor(b[6]);
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