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1. Введение.
Компьютерная графика — область деятельности, в которой компьютеры используются как для синтеза изображений, так и для обработки визуальной информации, полученной из реального мира. Также компьютерной графикой называют и результат этой деятельности.

Первые вычислительные машины не имели отдельных средств для работы с графикой, однако уже использовались для получения и обработки изображений. Программируя память первых электронных машин, построенную на основе матрицы ламп, можно было получать узоры.

Существенный прогресс компьютерная графика испытала с появлением возможности запоминать изображения и выводить их на компьютерном дисплее.

Разработки в области компьютерной графики сначала двигались лишь академическим интересом и шли в научных учреждениях. Постепенно компьютерная графика прочно вошла в повседневную жизнь, стало возможным вести коммерчески успешные проекты в этой области.

Множество задач, возникающих в компьютерной графике, решается посредством сегментации изображения.

Сегментация изображения – процесс перехода рассмотрения изображения как совокупности пикселей, каждый из которых характеризуется своей яркостью и положением, к совокупности областей точек, характеризующихся большим числом характеристик: геометрических, текстурных, распределение яркости по сегменту и целым рядом иных.

Актуальность. Сегментация визуальной информации является предварительным этапом любой системы обработки изображений, так как позволяет упростить последующий анализ однородных областей изображения, их яркостных и геометрических характеристик. Сегментацию следует рассматривать как начальный этап построения формального описания сцены, качество выполнения которого во многом определяет успех решения задачи распознавания изображений, интерпретации и идентификации визуально наблюдаемых объектов. На практике алгоритмы сегментации изображений применяются в разных задачах, например, для анализа качества продукции, определения площади наводнения, прогнозирования урожайности, распознавания лесных пожаров, вычисления высоты прилива с помощью аэрофотоснимков, распознавания печатного и рукописного текста. Еще одним важным применением этих алгоритмов является распознавание участков кожи человека на фотоснимках.  К таким задачам относятся идентификация злокачественных опухолей и заболеваний кожи, автоматическая локализация головы человека на фотографии в системах распознавания и т.п. Существующие решения не всегда дают удовлетворительный (качественный) результат, поэтому необходимы новые решения с использованием базовых подходов сегментации, усовершенствование и доработка уже существующих алгоритмов. Нельзя не упомянуть Интернет. Всемирная компьютерная сеть, развивающаяся в настоящее время гигантскими шагами, вмещающая в себя огромное число изображений, требует новых и все более совершенных подходов к работе с изображениями.

Таким образом, разработка более совершенных алгоритмов сегментации является актуальной задачей, стоящей перед учеными, развивающими данную область знаний.

Цель исследования. Для решения задачи сегментации изображений было разработано много методов и алгоритмов. Одним из них является алгоритм сегментации изображения путем выделения непрерывных границ (алгоритм предложен в работе С.И. Хашина «Сегментация изображения путем выделения непрерывных границ»[1], ученый получает бикубическую функцию, овалы которой являются основой для сегментации). При решении ряда задач компьютерной графики часто возникают ситуации, когда для каждого из нескольких миллионов точек изображения требуется найти нули некоторой бикубической функции на единичном квадрате. Задача может быть решена стандартными численными методами, хотя их применение оказывается в данном случае достаточно трудоемким т.к. для подавляющего большинства точек изображения таких нулей нет, но на проверку этого тратится слишком много времени.

Таким образом цель магистерской диссертации - найти легко проверяемый критерий отсутствия нулей бикубической функции на единичном квадрате, имея информацию о ее коэффициентах. 

Структура исследования. Наша работа условно может быть разделена на две логические части. Теоретическая часть посвящена основным теоретическим выкладкам, связанным с материалом исследования, она позволяет понять структуру, основные признаки и функции исследуемых явлений. Практическая часть — связана с непосредственным исследованием данной бикубической функции, формулировкой, доказательством теоремы, посвященной нахождению условий на коэффициенты исследуемой бикубической функции, при которых данная функция не имеет решений на единичном квадрате.

Основные результаты. 

Основным результатом работы является теорема из параграфа 5 (стр.25), позволяющая существенно ускорить алгоритм нахождения нулей бикубической функции на единичном квадрате.
Определенный интерес представляют также теоремы 1 и 2 из параграфа 4 о нулях кубической функции на единичном отрезке.
1.1. Постановка задачи.
Пусть заданы значения функции (яркости) в 16-ти соседних точках изображения:
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Через них выражается по некоторым формулам функция 
[image: image2.wmf])

,

(

y

x

r

 на центральном единичном квадрате т.е. между
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Причем функция 
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) оказывается бикубической, то есть является многочленом от 
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 и имеет степень 3 по каждой из переменных:
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«Непрерывной границей» на единичном квадрате (
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) будем называть линию 
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. Однако, уравнение 
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может вообще не иметь решений в единичном квадрате, и в подавляющем большинстве случаев так и будет, поэтому важная задача, найти условия на исходную функцию (на значения
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при которых уравнение 
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 не будет иметь решений в единичном квадрате.
2. Общие сведения
2.1. Общие сведения о кубической функции

Числовая функция действительного аргумента 
[image: image16.wmf]x

, определённая на всевозможных аргументах 
[image: image17.wmf]x

 действительного линейного пространства и имееющая степень 3, называется кубической функцией и имеет вид
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где 
[image: image19.wmf]0

¹

a

. Другими словами кубическая функция задается многочленом третьей степени.
График кубической функции называется кубической параболой и имеет вид, показанный на рисунке 2.1.
[image: image20.png]



Рис. 2.1
Кубическое уравнение — уравнение вида
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. Для графического анализа кубического уравнения в декартовой системе координат используется кубическая парабола.
Заменяя в этом уравнении x новым неизвестным y, связанным с x равенством 
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, уравнение можно привести к более простому (каноническому) виду:
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Число x, обращающее уравнение в тождество, называется корнем или решением уравнения. Над полем комплексных чисел, согласно основной теореме алгебры, кубическое уравнение всегда имеет 3 корня (с учётом кратности).

Так как каждый вещественный многочлен нечётной степени имеет хотя бы один вещественный корень, все возможные случаи состава корней кубического уравнения исчерпывается тремя, описанными ниже. Эти случаи легко различаются с помощью дискриминанта
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Возможны только три случая:

1. Если 
[image: image28.wmf]0
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, тогда уравнение имеет три различных вещественных корня.

2. Если 
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, то уравнение имеет один вещественный и пару комплексно сопряжённых корней.

3. Если 
[image: image30.wmf]0
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, тогда хотя бы два корня совпадают. Это может быть когда уравнение имеет двойной вещественный корень и ещё один отличный от них вещественный корень; либо, все три корня совпадают, образуя корень кратности 3. Разделить эти два случая помогает результант кубического уравнения и его второй производной: у многочлена есть корень кратности 3 тогда и только тогда, когда указанный результант также равен нулю.
Таким образом, кубическая парабола (2.1) имеет три существенно различные формы в зависимости от значения 
[image: image31.wmf]D

: первая 
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. На рисунках 2.2, 2.3, 2.4 кубическая парабола изображена во всех трех случаях соответственно:
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Рис. 2.2
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Рис. 2.3
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Рис. 2.4
2.2. Общие сведения о бикубических функциях

Числовая функция 
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 двух действительных аргументов 
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 и 
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, определённая на всевозможных аргументах 
[image: image41.wmf]x

 и 
[image: image42.wmf]y

действительного линейного пространства и имеющая степень 3 по каждому из этих аргументов, называется бикубической функцией двух аргументов и имеет вид
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3. Нули квадратичной функции на единичном отрезке
Для начала докажем несколько лемм, а для краткости записи в работе полученных условий будем вводить предикаты.
Лемма 1. Путь дана функция
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тогда верны следующие утверждения:
1. Функция 
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 только положительные значения тогда и только тогда, когда выполнено одно из следующих условий:
1) 
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2. Функция 
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 только отрицательные значения тогда и только тогда, когда одновременно выполнены следующие условия
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Доказательство.

1. Так как коэффициент функции 
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Рис. 3.1
2. Рассмотрим случай, когда квадратное уравнение 
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Рис. 3.2
3. Аналогично рассмотрим второй случай, когда 
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Рис. 3.3
1. Так как коэффициент функции 
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 принимала отрицательные значения на концах отрезка т.е. 
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Рис. 3.4
Лемма доказана.

Области, соответствующие найденным в теореме условиям, графически можно изобразить на плоскости 
[image: image126.wmf])
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. На рисунке 3.5 области A, B, C, D, E, F, G, H соответствуют условиям, при которых функция (3.1) принимает только положительные значения, области I, J - условиям, при которых функция (3.1) принимает только отрицательные значения.
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Рис. 3.5
Введем предикат 
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[image: image129.wmf]q
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 принимает только положительные значения на единичном отрезке, и 
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, который равен 1, если эта функция принимает только отрицательные значения на единичном отрезке.
Лемма 2. Пусть дана функция
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(3.2)
тогда верны следующие утверждения:

1. Если 
[image: image132.wmf]0
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, то
1) Функция 
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 принимает только положительные значения на отрезке 
[image: image134.wmf][
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2) Функция 
[image: image136.wmf])
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 принимает только отрицательные значения на отрезке 
[image: image137.wmf][
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2. Если 
[image: image139.wmf]0

<

a

, то
1) Функция 
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 принимает только положительные значения на отрезке 
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 тогда и только тогда, когда 
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2) Функция 
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 принимает только отрицательные значения на отрезке 
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[image: image145.wmf]1
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Доказательство.
1) Нам необходимо найти условия на коэффициенты функции 
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, при которых выполняется
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т.к. 
[image: image148.wmf]0
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, мы можем поделить обе части неравенства на 
[image: image149.wmf]a
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Следовательно, задача нахождения условий на коэффициенты функции (3.2), при которых она принимает только положительные значения, сводится к задаче нахождения условий, при которых принимает только положительные значения функция (3.1). Таким образом, согласно Лемме 1 и введенному предикату 
[image: image151.wmf]1

P

, функция (3.2) принимает на отрезке 
[image: image152.wmf][
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 только положительные значения тогда и только тогда, когда 
[image: image153.wmf]1
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;
2) Нам необходимо найти условия на коэффициенты функции 
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, при которых выполняется
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Т.к. 
[image: image156.wmf]0
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, мы можем поделить обе части неравенства на 
[image: image157.wmf]a

, получим
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Следовательно, задача нахождения условий на коэффициенты функции (3.2), при которых она принимает только отрицательные значения, сводится к задаче нахождения условий, при которых принимает только положительные значения функция (3.1). Таким образом, согласно Лемме 1 и введенному предикату 
[image: image159.wmf]2
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, функция (3.2) принимает на отрезке 
[image: image160.wmf][
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 только положительные значения тогда и только тогда, когда 
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.

3) Нам необходимо найти условия на коэффициенты функции 
[image: image162.wmf])
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, при которых выполняется
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Т.к. 
[image: image164.wmf]0
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 мы можем поделить обе части неравенства на 
[image: image165.wmf]a

, получим
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Следовательно, задача нахождения условий на коэффициенты функции (3.2), при которых она принимает только положительные значения, сводится к задаче нахождения условий, при которых принимает только положительные значения функция (3.1). Таким образом, согласно Лемме 1 и введенному предикату 
[image: image167.wmf]2
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, функция (3.2) принимает на отрезке 
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 только положительные значения тогда и только тогда, когда 
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4) Нам необходимо найти условия на коэффициенты функции 
[image: image170.wmf])
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Т.к. 
[image: image172.wmf]0
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, мы можем поделить обе части неравенства на 
[image: image173.wmf]a

, получим

[image: image174.wmf]0
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.
Следовательно, задача нахождения условий на коэффициенты функции (3.2), при которых она принимает только отрицательные значения, сводится к задаче нахождения условий, при которых принимает только положительные значения функция (3.1). Таким образом, согласно Лемме 1 и введенному предикату 
[image: image175.wmf]1
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, функция (3.2) принимает на отрезке 
[image: image176.wmf][
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 только положительные значения тогда и только тогда, когда 
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.
Лемма доказана.
Введем предикат 
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, который равен 1, если функция 
[image: image179.wmf]c
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 принимает только положительные значения на единичном отрезке, и 
[image: image180.wmf])
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, который равен 1, если эта функция принимает только отрицательные значения на единичном отрезке.
4. Нули кубической функции на единичном отрезке

Теорема 1. Путь дана функция
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(3.3)
1) Функция принимает на отрезке [0,1] только положительные значения тогда и только тогда, когда выполнено одно из следующих условий: 
1) 
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2) 
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2) Функция 
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 принимает на отрезке [0,1] только отрицательные значения тогда и только тогда, когда выполнено одно из следующих условий:
1) 
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3) 
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Доказательство.
1) 
[image: image211.wmf]0
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, 
[image: image212.wmf]0
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. Согласно п. 2.1 графиком функции 
[image: image213.wmf])
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 является кубическая парабола (см. рис. 2.1). Рассмотрим случай, когда 
[image: image214.wmf]0
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 имеет только одно решение, т.е. 
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, а это значит функция 
[image: image216.wmf])
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 принимает отрицательные значения слева от корня, и положительные справа от корня. Для того, чтобы в этом случае функция 
[image: image217.wmf])
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 была положительна на отрезке [0,1] достаточно, чтобы она была положительна в нуле. Получаем 
[image: image218.wmf]0
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, или 
[image: image219.wmf]0
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c

. Рассмотренный случай показан на рис. 3.6.
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Рис. 3.6

[image: image221.wmf]
2) Рассмотрим случай, когда 
[image: image222.wmf]0
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 т.е. 
[image: image223.wmf]0
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 имеет три корня. Для того, чтобы функция была положительна на единичном отрезке достаточно, чтобы она была положительна на концах отрезка, т.е. 
[image: image224.wmf]0
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, 
[image: image225.wmf]0
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 и внутри единичного отрезка. Так как старший коэффициент больше нуля, мы имеем дело с кубической параболой следующего вида:
[image: image226.jpg]s
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Рис. 3.6
При выполнении первых двух условий 
[image: image227.wmf])
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f

 может быть отрицательна тогда, когда локальный минимум принадлежит единичному отрезку, т.е. 
[image: image228.wmf]]
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, а нам необходимо исключить данную ситуацию, т.е. локальный минимум должен находится вне отрезка. Если 
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, тогда единичный отрезок будет лежать справа от третьего корня, где функция принимает только положительные значения, значит при выполнении всех условий 
[image: image230.wmf])
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 будет положительна на всем отрезке.
3) Рассмотрим случай, когда 
[image: image231.wmf]0
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, 
[image: image232.wmf]0
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 имеет три корня. Для того, чтобы функция была неотрицательна на отрезке [0,1] достаточно, чтобы она была положительна на концах отрезка, т.е. 
[image: image233.wmf]0
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, 
[image: image234.wmf]0
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, и внутри отрезка [0,1]. Так как старший коэффициент больше нуля, мы имеем дело с кубической параболой, представленной на рис. 3.2. При выполнении первых двух условий 
[image: image235.wmf])
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 может быть отрицательна тогда, когда локальный минимум принадлежит единичному отрезку, т.е. 
[image: image236.wmf]]
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, а нам необходимо исключить данную ситуацию, т.е. локальный минимум должен находиться вне отрезка. Случай, когда отрезок лежит справа от третьего корня мы рассматривали, осталось рассмотреть случай, когда отрезок лежит между первым и вторым корнями. Если 
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, тогда единичный отрезок будет лежать между первым и вторым корнями, где функция принимает только положительные значения, значит при выполнении всех условий 
[image: image238.wmf])

(

x

f

 будет положительна на всем отрезке.
[image: image239.jpg]5

10





Рис. 3.7
1) 
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. Согласно п. 2.1 графиком функции 
[image: image242.wmf])
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является кубическая парабола (см. рис. 2.1). Рассмотрим случай, когда 
[image: image243.wmf]0
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 имеет только одно решение, т.е. 
[image: image244.wmf]0
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, а это значит, функция 
[image: image245.wmf])

(

x

f

 принимает отрицательные значения слева от корня, и положительные справа от корня. Для того, чтобы в этом случае функция 
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 была отрицательна на отрезке [0,1], достаточно, чтобы она была отрицательна в единице. Получаем 
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Рис. 3.8
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 имеет три корня. Для того, чтобы функция была отрицательна на единичном отрезке, достаточно, чтобы она была отрицательна на концах отрезка, т.е. 
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 и внутри единичного отрезка. Так как старший коэффициент больше нуля, мы имеем дело с кубической параболой следующего вида:
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Рис. 3.9
При выполнении первых двух условий функция 
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 может быть положительна тогда, когда локальный максимум принадлежит единичному отрезку, т.е. 
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, а нам необходимо исключить данную ситуацию, т.е. локальный максимум должен находиться вне отрезка. Если 
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, тогда единичный отрезок будет лежать между вторым и третьим корнями, где функция принимает только отрицательные значения, значит при выполнении всех условий 
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 имеет три корня. Для того, чтобы функция была отрицательна на единичном отрезке достаточно, чтобы она была отрицательна на концах отрезка, т.е. 
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 и внутри единичного отрезка. Так как старший коэффициент больше нуля, мы имеем дело с кубической параболой следующего вида:
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Рис. 3.10
При выполнении первых двух условий 
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, тогда единичный отрезок будет лежать между вторым и третьим корнями, где функция принимает только отрицательные значения, значит при выполнении всех условий 
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Теорема доказана.
Введем предикат 
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[image: image278.wmf])

,

,

(

6

c

b

a

P

, который равен 1, если эта функция принимает только отрицательные значения на единичном отрезке.
Теорема 2 (о нулях кубической функции на единичном отрезке). Пусть дана функция
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тогда верны следующие утверждения:

1. Если 
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3. Если 
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 принимает на отрезке [0,1] только отрицательные значения тогда и только тогда, когда 
[image: image294.wmf]1

)

,

,

(

5

=

l

l

l

c

b

a

P

.

где 
[image: image295.wmf]2

2

3

2

2

3

27

18

4

4

c

abc

b

b

a

c

a

D

l

l

l

-

+

-

+

-

=

 дискриминант 
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Доказательство.
1) Доказательство для функции (3.4) в случае, если 
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 сводится к доказательству для функции (3.2) т.е. следует из Леммы 2;

a) Нам необходимо найти условия на коэффициенты функции (3.4), при которых выполняется
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Следовательно, задача нахождения условий на коэффициенты функции (3.4) при которых функция она принимает только положительные значения, сводится к задаче нахождения условий, при которых принимает только положительные значения функция (3.3). Таким образом, согласно Теореме 1 и введенному предикату 
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 функция (3.4) принимает на отрезке [0,1] только положительные значения тогда и только тогда, когда 
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b) Нам необходимо найти условия на коэффициенты функции (3.4), при которых выполняется
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Следовательно, задача нахождения условий, при которых функция (3.4) принимает только отрицательные значения, сводится к задаче нахождения условий, при которых принимает только отрицательные значения функция (3.3). Таким образом, согласно Теореме 1 и введенному предикату 
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 функция (3.4) принимает на отрезке [0,1] только отрицательные значения тогда и только тогда, когда 
[image: image309.wmf]1

)

,

,

(

6

=

l

l

l

c

b

a

P

;

a) Нам необходимо найти условия на коэффициенты функции (3.4), при которых выполняется
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 мы можем поделить обе части неравенства на 
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Следовательно, задача нахождения условий, при которых функция (3.4) принимает только положительные значения, сводится к задаче нахождения условий, при которых функция (3.3) принимает только отрицательные значения. Таким образом, согласно Теореме 1 и введенному предикату 
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 функция (3.4) принимает на отрезке [0,1] только положительные значения при 
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b) Нам необходимо найти условия на коэффициенты функции (3.4), при которых выполняется
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<

l

 мы можем поделить обе части неравенства на 
[image: image319.wmf]l

, получим
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Следовательно, задача нахождения условий при которых функция (3.4) принимает только отрицательные значения, сводится к задаче нахождения условий при которых функция (3.3) принимает только положительные значения. Таким образом, согласно Теореме 1 и введенному предикату 
[image: image321.wmf])

,

,

(

5

c

b

a

P

 функция (3.4) принимает на отрезке [0,1] только отрицательные значения тогда и только тогда, когда 
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Теорема доказана.

Введем предикат 
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, который равен 1, если функция 
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 принимает только положительные значения на единичном отрезке, и 
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, который равен 1, если эта функция принимает только отрицательные значения на единичном отрезке.
5. Теорема о нулях бикубической функции на единичном квадрате.
Теорема. Пусть дана бикубическая функция двух переменных
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(3.1)
Тогда если выполняется хотя бы одно из следующих утверждений:
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3) Для каждого x, 
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4) Для каждого x, 
[image: image342.wmf]1

0

£

£

x

:


[image: image343.wmf]1

)

,

,

,

(

3

2

1

0

7

6

5

4

11

10

9

8

15

14

13

12

4

=

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

P

 и


[image: image344.wmf]1

)

3

2

,

3

2

,

3

2

,

3

2

(

3

2

1

7

6

5

11

10

9

15

14

13

3

=

+

+

+

+

+

+

+

+

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

P

, и


[image: image345.wmf]1

)

3

,

3

,

3

,

3

(

3

2

17

6

11

10

15

11

4

=

+

+

+

+

a

a

a

a

a

a

a

a

P

, и


[image: image346.wmf]1

)

,

,

,

(

3

7

11

15

3

=

a

a

a

a

P

.
функция 
[image: image347.wmf])
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 не будет иметь нулей на единичном квадрате.
Доказательство теоремы.

1) Разложим функцию в 
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Тогда, если для каждого фиксированного y, 0<y<1 выполняется
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то функция 
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 будет положительна на единичном квадрате и следовательно не будет иметь нулей на единичном квадрате. Итак, для каждого y, 0<y<1 мы получаем:
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По Теореме 2 и введенному ранее предикату 
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Утверждение 1 доказано.
2) Разложим функцию в 
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 ряд Тейлора в x=1
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Если для каждого фиксированного y, 0<y<1 выполняется
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то функция 
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 будет отрицательна на единичном квадрате и следовательно не будет иметь нулей на единичном квадрате. Итак, для каждого y, 0<y<1 мы получаем:
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По Теореме 2 и введенному ранее предикату 
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Утверждение 2 доказано.
3) Аналогично п. 1, если в y=0 для каждого фиксированного x, 0<x<1 мы имеем:
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то функция 
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 не будет иметь нулей на единичном квадрате. Далее, для каждого x, 0<x<1 мы имеем:
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По Теореме 2 и введенному ранее предикату 
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Утверждение 3 доказано.
4) Аналогично п. 2, если для каждого фиксированного x, 0<x<1 мы имеем:
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то функция 
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 не будет иметь нулей на единичном квадрате. Итак получим
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 EMBED Equation.3  
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По Теореме 2 и веденным ранее предикатам 
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Утверждение 4 доказано.

Теорема доказана.
Заключение.
Компьютерная графика вместе с компьютерами прочно вошла в жизнь человека, представить без нее мир уже практически невозможно. Она везде — на телевидении и в медицине, в телефонах и разнообразных бытовых устройствах. Современная жизнь очень быстрая,  изменчивая, от науки и производства требует соответствия этому темпу, способности быстро развиваться, соответствовать все возрастающим потребностям общества. 

Технология обработки изображений претерпевает постоянные  изменения, появляются новые алгоритмы и методы для работы, совершенствуются уже существующие алгоритмы, что позволяет ускорить вычисления, избежать громоздких расчетов, сохранить драгоценное время.

В нашей работе нам удалось оптимизировать алгоритм сегментации изображения путем выделения непрерывных границ с вычислительной точки зрения. Нами были найдены условия на коэффициенты бикубической функции, при которых данная функция не имеет решений на единичном квадрате. 

Основной результат диссертации сформулирован в виде теоремы, которая полностью доказана.
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