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Введение

 В процессе изучения теории кривых часто можно встретить задачу о нахождении гладкой кривой фиксированного порядка, проходящей через данные точки. Как правило, эта задача разрешается однозначно лишь в том случае, когда число заданных точек на единицу меньше, чем число параметров в уравнении кривой. Так, например, кривая третьего порядка однозначно задается девятью точками, а в общем уравнении содержатся 10 параметров. Однако если по условию задачи нам дано меньшее количество точек, то мы получаем целое семейство кривых. Встает вопрос, как найти длину дуги между двумя точками, причем так, чтобы она проходила через все данные точки и имела наименьшую длину.  Разрешению этой проблемы и посвящена работа.

Цель работы:

Реализовать алгоритм поиска кратчайшей кривой фиксированного порядка, проходящей через данные точки.
Задачи: 

1) изучить теоретический материал по выбранной теме;

2) реализовать алгоритмы:

а) поиска параметрического уравнения кривой, проходящей через данные точки;


б)   поиска минимума функции нескольких переменных;


в)   поиска длины дуги кривой, соединяющей две данные точки;

3) объединить вышеперечисленные алгоритмы в 
основной алгоритм для получения результата работы;

4) создать графический интерфейс и визуализировать процесс 
минимизации.

Исходные данные: 

Координаты точек на плоскости, через которые должна проходить наша кривая. Длина дуги ищется между первой и последней указанной точкой.

Возвращаемые данные: 


Уравнение кривой и наименьшая длина дуги между данными точками.

Для построения общего алгоритма нам потребуется реализовать ряд вспомогательных алгоритмов – поиска длины дуги, поиска минимума функции нескольких переменных и поиска уравнения кривой, проходящей через заданные точки. Мы воспользуемся уже существующими методами решения этих задач. 
Будем искать длину дуги кривой как предельную длину вписанной в нее  ломаной, а минимум функции – по методу наискорейшего градиентного спуска. Для составления уравнения кривой мы будем решать систему линейных уравнений методом Жордана-Гаусса.
Эти алгоритмы хорошо известны, поэтому мы на их основе создадим свой собственный алгоритм поиска кратчайшей кривой, проходящей через данные точки.
Наша идея такова: по условию задачи нам дано менее, чем достаточное количество точек, поэтому построить по ним однозначно кривую мы не можем. Однако мы можем составить уравнение кривой с параметрами, подставив данные координаты в общее уравнение кривой выбранного порядка. Решим полученную систему – получим бесконечное множество решений и выразим все коэффициенты в общем уравнении кривой через параметры – свободные неизвестные в решении системы.
Затем составим функцию, которая будет вычислять длину дуги кривой по параметрическому уравнению. Будем использовать имеющийся алгоритм поиска длины дуги, однако, поскольку уравнение кривой будет задано неявно, то значение составленной функции будет зависеть от значений параметров. Далее реализуем основную идею нашей работы.
Будем  искать  минимум  составленной  функции по алгоритму  минимизации функции нескольких переменных. То есть будем искать минимум функции, вычисляющей длину дуги между данными точками. В  результате  выполнения   алгоритма  минимизации мы получим коэффициенты в уравнении кривой, по которым можно будет единственным образом, явно выделить  из семейства кривых ту, по которой путь от начальной точки до конечной будет наименьшим. Подставляя коэффициенты, получим явное уравнение, а значение, которое выдаст алгоритм минимизации, будет определять наименьшую длину дуги. 
Для ясности описание алгоритмов будет дополнено соответствующими формулами. Нумерация формул и рисунков предусмотрена внутри каждой главы.
ГЛАВА I. Теоретическая справка
§1. Длина дуги кривой


Рассмотрим плоскость 
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определяют закон движения точки М с координатами x и y на плоскости. Введем понятие простой плоской кривой. Множество 
[image: image3.wmf]{
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 всех точек М, координаты x и y которых определяются уравнениями  
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, называется простой плоской кривой L, если различным значениям параметра t из 
[image: image6.wmf][

]

b

a

;

 отвечают разные точки множества 
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Примером простой кривой является график полуокружности радиуса r, лежащей в верхней полуплоскости с центром в начале координат:
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Будем говорить, что уравнения 
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 задают параметризуемую кривую L, если существует такая система сегментов 
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, разбивающих множество 
[image: image12.wmf]{

}

t

, что для значений t из каждого сегмента этой системы уравнения (1) определяют простую кривую. Участок прямой между точками M1 и M2 называется отрезком, соединяющим эти точки, а совокупность конечного числа примыкающих друг к другу отрезков называется ломаной. Пусть плоская кривая L параметризуется уравнениями (1). И пусть T – произвольное разбиение сегмента 
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 точками 
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. Обозначим через M0, M1,…, Mn точки на кривой L. Возникающую при этом ломаную 
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 будем называть ломаной, вписанной в кривую L и отвечающей разбиению T сегмента 
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 этой ломаной есть расстояние между точками 
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 и длина 
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Введем понятие спрямляемой кривой.
Кривая L  называется спрямляемой, если множество 
[image: image25.wmf]{
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 длин вписанных в кривую L ломаных 
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, отвечающих всевозможным разбиениям T сегмента 
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, ограничено. При этом точная верхняя грань множества 
[image: image28.wmf]{

}

l

 называется длиной дуги L и обозначается символом 
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Приведем некоторые свойства спрямляемых кривых:

10. Если кривая L спрямляема, то длина 
[image: image30.wmf]L

 ее дуги не зависит от параметризации кривой.
Доказательство: Пусть имеются две параметризации кривой L, а  t  и  s – параметры этих параметризаций на сегментах 
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. Так как t представляет собой строго монотонную и непрерывную функцию от s, а s строго монотонную и непрерывную функцию от t, то каждому разбиению T сегмента 
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 соответствует определенное разбиение P сегмента 
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 и наоборот. Очевидно, что вписанные в L ломаные, отвечающие соответствующим разбиениям сегментов 
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 тождественны, и поэтому их длины равны. Но тогда и точные верхние грани двух тождественных числовых множеств равны, т.е. равны длины кривой L при различных параметризациях.
20. Если спрямляемая кривая L разбита при помощи конечного числа точек M0, M1,…, Mn на конечное число кривых Li, причем точки M0, M1,…, Mn соответствуют значениям 
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, то каждая из кривых Li  спрямляема и сумма длин 
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 всех кривых Li  равна длине  
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 кривой L.
Доказательство: Очевидно, это свойство достаточно доказать для случая, когда кривая L разбита точкой С на две кривые L1 и  L2. Обозначим через 
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значение параметра t, которому отвечает точка С. Тогда точки кривой L1 соответствуют значениям параметра t из сегмента
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, а точки кривой L2 соответствуют значениям параметра t из сегмента 
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. Пусть T1 и T2 – произвольные разбиения указанных сегментов, а T  -  разбиение сегмента 
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, полученное объединением разбиений T1 и T2. Если 
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 - длины ломаных, вписанных в кривые L1,  L2 и L, и отвечающих разбиениям T1,  T2   и T указанных выше сегментов, то очевидно 







[image: image48.wmf]l

l

l

=

+

2

1






     (2)
Поскольку числа 
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 - положительны, то из равенства (2) и спрямляемости кривой L следует, что множества длин вписанных в кривые L1 и  L2 ломаных, отвечающих всевозможным разбиениям сегментов 
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, ограничены, т.е. кривые L1 и  L2 спрямляемы. Отметим, что из равенства (2) и из определения длины дуги кривой следует, что длины 
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Действительно, из равенства (2) вытекает, что для любых разбиений T1 и T2  сегментов 
[image: image58.wmf][

]

g

a

;

 и 
[image: image59.wmf][

]

b

g

;

 справедливо неравенство 
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Покажем, что в неравенстве (3) на самом деле знак неравенства можно заменить на знак равенства. Предположим противное, т.е. предположим, что 
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положительно. Из определения длины 
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 дуги кривой L вытекает, что для положительного числа 
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 ломаной l0, вписанной в кривую L и отвечающей этому разбиению, удовлетворяет неравенству  
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 ломаной, отвечающей разбиению T, тем более удовлетворяет неравенству 
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 образовано объединением некоторых разбиений T1 и T2 сегментов 
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Приведем достаточное условие спрямляемости кривой и формулу для вычисления длины ее дуги. 

Теорема: Пусть функции 
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 непрерывны и имеют непрерывные первые производные на сегменте 
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. Тогда кривая L, определяемая параметрическими уравнениями 
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 спрямляема и длина 
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 ее дуги может быть вычислена по формуле:
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§2. Решение систем линейных уравнений методом Жордана-Гаусса

Система m линейных уравнений с n неизвестными в развернутой записи выглядит следующим образом:
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(5)
где 
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Решением системы линейных уравнений (5) называется набор чисел 
[image: image89.wmf]0
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, при подстановке которых вместо соответствующих неизвестных в уравнения системы (5) эти уравнения обращаются в истинные равенства. 

Система линейных уравнений (5) называется совместной, если она имеет хотя бы одно решение. В противном случае она называется несовместной. Совместная система линейных уравнений называется определенной, если она имеет единственное решение, то есть если множество ее решений L состоит из единственного вектора. В противном случае, т.е. если L содержит более одного элемента, система называется неопределенной.

Система (5) называется однородной, если вектор-столбец ее правых частей является нулевым. Очевидно, что любая однородная система линейных уравнений является совместной, поскольку она всегда имеет нулевое решение. 

Матрицу 
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будем называть матрицей ступенчатого вида, если 
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где символы 
[image: image92.wmf]´

 обозначают ненулевые элементы, именуемые ключевыми, а * обозначают произвольные элементы. На пустых местах подразумеваются нули.


Будем говорить, что ступенчатая матрица имеет вид Жордана-Гаусса, если все ключевые элементы равны единице и нули стоят не только ниже, но и выше ключевых элементов, т.е. матрица имеет вид:

 
[image: image93.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

...

...

1

...

*

0

...

...

*

0

...

...

*

0

...

*

1

*

0

...

*

*

0

...

*

1

0

...

*

1

A


Производить элементарные преобразования над системами линейных уравнений удобнее, используя вспомогательную матрицу B размера 
[image: image94.wmf])
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, получающуюся слиянием матрицы коэффициентов в уравнениях системы и столбца их правых частей. Матрица 
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 называется расширенной матрицей системы линейных уравнений. 
Теорема: Пусть B – расширенная матрица, соответствующая системе линейных уравнений (5) в матричном виде; 
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 - ступенчатый вид матрицы B; r – количество ступенек в матрице 
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. Тогда в матрице 
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 ступенек либо столько же, либо на одну больше.
1) Если количество ступенек для 
[image: image99.wmf]'
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 равно r+1 , то последняя ступенька приходится на последний столбец 
[image: image100.wmf]'
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 и система линейных уравнений (5) несовместна.

2) Если количество ступенек для 
[image: image101.wmf]'
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 равно r, то (5) совместна и возможны следующие два случая:
a. Если количество ступенек r равняется числу неизвестных n , то система линейных уравнений (5) является определенной. Приводя в этом случае матрицу 
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 к виду Жордана-Гаусса и вычеркивая нулевые строки, мы получим матрицу
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последний столбец которой определяет единственное решение системы (5): 
[image: image104.wmf]b
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б.  Если 
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r

<

, то система (5) является неопределенной  и ее общее 
      решение      содержит      n – r     неизвестных,    принимающих  

      произвольные    значения.    Для    отыскания общего решения 
      приведем матрицу 
[image: image106.wmf]'

B

 к  модифицированному  виду Жордана- 

      Гаусса, вычеркнем нулевые строки и получим матрицу вида
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В качестве свободных неизвестных можно выбрать неизвестные, приходящие на зону матрицы H. Если предположить, что порядок неизвестных в ходе преобразований не был изменен, то в качестве свободных неизвестных будут фигурировать 
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, а общее решение системы (5) будет иметь следующую структуру:
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где вектор 
[image: image110.wmf]0
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 является частным решением системы (5), которое получается, если положить все свободные неизвестные равными нулю, а векторы 
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 являются частными решениями однородной системы, построенной по системе (5), причем вектор 
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 получается, если положить 
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, а остальные свободные неизвестные приравнять к нулю.
§3. Минимизация многомерной функции
Подавляющее число задач оптимизации, представляющих практический интерес, являются многомерными: в них целевая функция зависит от нескольких аргументов, причем иногда их число может быть весьма большим.

Математическая постановка таких задач может быть сформулирована так: ищется наименьшее (наибольшее) значение целевой функции, заданной на некотором множестве G возможных значений ее аргументов.

Как и в одномерном случае, характер задачи и соответственно возможные методы решения существенно зависят от той информации о целевой функции, которая нам доступна в процессе ее исследования. В одних случаях целевая функция задается аналитической формулой, являясь при этом дифференцируемой функцией. Тогда можно вычислить ее частные производные, получить явное выражение для градиента, определяющего в каждой точке направления возрастания и убывания функции, и использовать эту информацию для решения задачи. В других случаях никакой формулы для целевой функции нет, а имеется лишь возможность определить ее значение в любой точке рассматриваемой области (с помощью расчетов, в результате эксперимента и т.д.). В таких задачах в процессе решения мы фактически можем найти значения целевой функции лишь в конечном числе точек, и по этой информации требуется приближенно установить ее наименьшее значение для всей области.

Одним из методов оптимизации является метод покоординатного спуска.
Рассмотрим функцию двух переменных. Ее линии постоянного уровня представлены на рис. 1, а минимум лежит в точке 
[image: image114.wmf])

,

(

*

2

*

1

x

x

. (Напомним, что линией постоянного уровня называется кривая в двумерном сечении пространства параметров (в данном случае в плоскости (х1, х2), значение функции на которой - константа). Простейшим методом поиска является метод покоординатного спуска. Из точки А мы производим поиск минимума вдоль направления оси х1 и, таким образом, находим точку B, в которой касательная к линии постоянного уровня параллельна оси x1. Затем, производя поиск из точки B в направлении оси x2, получаем точку C, производя поиск параллельно оси x1, получаем точку D, и т.д. Таким образом, мы приходим к оптимальной точке. Любой из одномерных методов может быть использован здесь для поиска вдоль оси. Очевидным образом эту идею можно применить для функций n переменных.
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Рис. 1. Метод покоординатного спуска.
Рассмотрим данный метод более детально на примере некоторой целевой функции.

Пусть нужно найти наименьшее значение целевой функции 
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. Здесь через M обозначена точка n-мерного пространства с координатами 
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. Выберем какую-нибудь начальную точку 
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 и рассмотрим функцию f при фиксированных значениях всех переменных, кроме первой: 
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. Тогда она превратится в функцию одной переменной x1. Изменяя эту переменную, будем двигаться от начальной точки 
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 в сторону убывания функции, пока не дойдем до ее минимума при 
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, после которого она начинает возрастать. Точку с координатами 
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обозначим через M1, при этом 
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Фиксируем теперь переменные: 
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 и рассмотрим функцию f как функцию одной переменной 
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. Изменяя x2, будем опять двигаться от начального значения 
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 в сторону убывания функции, пока не дойдем до минимума при 
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обозначим через M2, при этом 
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. Проведем такую же минимизацию целевой функции по переменным x3,x4,...,xn. Дойдя до переменной xn, снова вернемся к x1 и продолжим процесс.

Эта процедура вполне оправдывает название метода. С ее помощью мы построим последовательность точек M0,M1,M2,... которой соответствует монотонная последовательность значений функции 
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. Обрывая ее на некотором шаге k, можно приближенно принять значение функции 
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 за ее наименьшее значение в рассматриваемой области.

Отметим, что данный метод сводит задачу поиска наименьшего значения функции нескольких переменных к многократному решению одномерных задач оптимизации. Если целевая функция 
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 задана явной формулой и является дифференцируемой, то мы можем вычислить ее частные производные и использовать их для определения направления убывания функции по каждой переменной и поиска соответствующих одномерных минимумов.

Метод градиентного спуска

Рассмотрим функцию f , считая для определенности, что она зависит от трех переменных х, у, z. Вычислим ее частные производные 
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 и образуем с их помощью вектора, который называют градиентом функции: 
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Здесь i, j, k - единичные векторы, параллельные координатным осям. Частные производные характеризуют изменение функции по каждой независимой переменной в отдельности. Образованный с их помощью вектор градиента дает общее представление о поведении функции в окрестности точки (x, y, z). Направление этого вектора является направлением наиболее быстрого возрастания функции в данной точке. Противоположное ему направление, которое часто называют антиградиентным, представляет собой направление наиболее быстрого убывания функции. Модуль градиента 
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определяет скорость возрастания и убывания функции в направлении градиента и антиградиента. Для всех остальных направлений скорость изменения функции в точке (x, y, z) меньше модуля градиента. При переходе от одной точки к другой как направление градиента, так и его модуль, вообще говоря, меняются. Понятие градиента естественным образом переносится на функции любого числа переменных. 

Перейдем к описанию метода градиентного спуска. Основная его идея состоит в том, чтобы двигаться к минимуму в направлении наиболее быстрого убывания функции, которое определяется антиградиентом. Эта идея реализуется следующим образом.

Выберем каким-либо способом начальную точку, вычислим в ней градиент рассматриваемой функции и сделаем небольшой шаг в обратном, антиградиентном направлении. В результате мы придем в точку, в которой значение функции будет меньше первоначального. В новой точке повторим процедуру: снова вычислим градиент функции и сделаем шаг в обратном направлении. Продолжая этот процесс, мы будем двигаться в сторону убывания функции. Специальный выбор направления движения на каждом шаге позволяет надеяться на то, что в данном случае приближение к наименьшему значению функции будет более быстрым, чем в методе покоординатного спуска.

Метод требует вычисления градиента целевой функции на каждом шаге. Если она задана аналитически, то это, как правило, не проблема: для частных производных, определяющих градиент, можно получить явные формулы. В противном случае частные производные в нужных точках приходится вычислять приближенно, заменяя их соответствующими разностными отношениями: 
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Отметим, что при таких расчетах 
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, нельзя брать слишком малым, а значения функции нужно вычислять с достаточно высокой степенью точности, иначе при вычислении разности 


[image: image142.wmf])

,...,

,...,

(

)

,...,

,...,

(

1

1

n

i

n

i

i

x

x

x

f

x

x

x

x

f

f

-

D

+

»

D


будет допущена большая ошибка. 

Метод наискорейшего спуска можно рассматривать как модификацию метода градиентного спуска, суть которой состоит в поиске точки минимума вдоль "наилучшего" направления. Не ясно, какое направление является "наилучшим", но известно, что направление градиента является направлением наискорейшего возрастания функции. Следовательно, противоположное направление является направлением наискорейшего убывания функции. Если мы находимся в точке xi на некотором шаге процесса оптимизации, то поиск минимума функции осуществляется вдоль направления 
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 - значение, минимизирующее функцию 
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Значение 
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 может быть найдено с помощью одного из методов одномерного поиска. Блок-схема метода наискорейшего спуска приведена на рисунке ниже.
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Рис. 2. Блок-схема метода наискорейшего спуска.
Проблема многоэкстремальности
На рис. 3 приведены линии уровня функции с двумя локальными минимумами в точках O1 и O2. Такие функции принято называть многоэкстремальными. Сравнивая между собой значения функции в точках 
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, находим, что наименьшее значение функция достигает в точке O2.

Однако может так произойти, что начав поиск наименьшего значения с помощью метода градиентного спуска из точки A1, мы придем в точку O1, которую ошибочно можно принять за искомый ответ. С другой стороны, если мы начнем поиск с точки A2, то окажемся на правильном пути и быстро придем в точку O2.

Как бороться с многоэкстремальностью? Универсального ответа на этот вопрос нет. Самый простой прием состоит в том, что проводят поиск несколько раз, начиная его с разных точек. Если при этом получаются разные ответы, то сравнивают в них значения целевой функции и выбирают наименьшее. Расчеты останавливают после того, как несколько новых поисков не меняют полученного ранее результата. Выбор начальных точек поиска, обоснованность прекращения расчетов в значительной степени зависят от опыта и интуиции специалистов, решающих задачу.
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Рис. 3.  Пример функции с двумя локальными минимумами в точках O1 и O2.[image: image152.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.intuit.ru/img/empty.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image153.png]




 HYPERLINK "http://www.intuit.ru/department/mathematics/mathprog/11/test/" 
ГЛАВА II. Описание реализованных алгоритмов
§1. Поиск параметрического уравнения кривой фиксированного порядка, проходящей через данные точки
Постановка задачи: пусть даны координаты нескольких точек (от 2 до 14). Требуется найти семейство кривых фиксированного порядка, проходящих через данные точки.
Исходные данные:

· координаты точек;
· степень искомой кривой.

Возвращаемое значение:

коэффициенты в уравнении кривой, проходящей через данные точки.


В нашей работе реализован алгоритм поиска уравнения кривой от 1 до 4 порядка. В зависимости от выбранного пользователем порядка, уравнение кривой будем искать в следующем виде:

Таблица 1

Общее уравнение кривой фиксированного порядка

	Порядок
	Общее уравнение кривой
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Дальнейшее описание алгоритма из-за прямой зависимости от вида уравнения кривой целесообразно описывать на примере кривой какого-то одного порядка. Опишем алгоритм для кривой третьего порядка.
Известно, что кривая третьего порядка однозначно задается десятью параметрами. Следовательно, для однозначного определения коэффициентов в уравнении кривой нам необходимо знать координаты девяти точек, ей принадлежащих. 

Пусть нам даны координаты 
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 точек (для второго порядка – 
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). Найдем параметрическое уравнение кривой, проходящей через них. Отметим тот факт, что количество параметров в уравнении, задающем кривую, будет зависеть от количества данных точек. 
Составим систему линейных уравнений следующим образом: подставим координаты точек в общее уравнение кривой. Матрица нашей системы будет иметь вид:
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Приведем матрицу к виду Жордана-Гаусса. Получим 
[image: image164.wmf]r

 ступеней, то есть 
[image: image165.wmf]r

 - ранг нашей матрицы. Заметим, что столбцы со ступенями не обязательно идут подряд. Для нас это важный факт, поскольку нам точно нужно знать, какие именно коэффициенты являются параметрами, а какие через них выражаются. Поэтому в процессе приведения матрицы к виду Жордана-Гаусса мы будем запоминать номера столбцов, в которых будут ступени в одномерный массив размерности 10 – по количеству неизвестных коэффициентов. В исходном коде он назван Columns. Мы будем ставить в соответствующую ячейку массива единицу, если в столбце с номером этой ячейки есть ступень, и ноль, если ступени нет. Таким образом, потом мы сможем восстановить номера главных и свободных неизвестных. 
Итак, имеем 
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 главных неизвестных и 
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свободных. Теперь мы точно можем сказать, что количество параметров в параметрическом уравнении нашей кривой будет равно 
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. 
Чтобы выразить главные неизвестные через свободные, создадим новый массив Solve, в который поместим 
[image: image169.wmf]r
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 столбцов со свободными неизвестными в нашей преобразованной матрице (10 столбцов отвечают неизвестным и один – свободному члену в каждом уравнении). В этот массив мы запишем не только данные из столбцов, отвечающих свободным неизвестным, но и номера столбцов со ступенями и без. Они понадобятся нам тогда, когда мы будем выражать главные неизвестные через свободные. А реализуем это следующим образом. 
Заполнение массива Solve производится проходом по исходной матрице системы, приведенной к виду Жордана-Гаусса. Для каждого столбца этой матрицы будем смотреть, содержит ли он ступеньку, или нет. Для проверки этого факта будем использовать массив Columns. Будем проверять значение соответствующей ячейки этого массива. Если в этой ячейке стоит 1, то значит, этот столбец отвечает главной неизвестной системы. Нам не нужно переносить его в массив решений. Однако запомнить, что переменная с текущим номером главная необходимо (для последующего выражения главных переменных через свободные), поэтому мы  запишем ее номер в массив Solve в ячейку с номером 
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.  А если в ячейке массива Columns стоит 0, то мы копируем текущий столбец в массив решений. Стоит отметить, что копирование всех столбцов будем производить с противоположным знаком. А в ячейку массива Solve с номером 
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 поместим номер свободной неизвестной. 
Более подробно поясним алгоритм на примере. 

Пусть нам даны координаты 6 точек. Составим систему, подставив их координаты в общее уравнение кривой. Для полученной системы составим матрицу и приведем ее к виду Жордана-Гаусса. Пусть в преобразованной матрице 6 ступеней в столбцах с номерами 0, 1, 2, 4, 6 и 7 и наша матрица имеет вид:
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где 
[image: image173.wmf]ij
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 - некоторые числа. 

Следовательно, в массив решений системы мы перенесем столбцы с номерами 3, 5, 8 и 9. Заметим, что элементы последнего столбца – свободные члены общего уравнения кривой. Массив Solve будет иметь вид:
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С помощью такого представления решения системы можно немедленно и единственным образом получить выражения главных переменных через свободные, получив данные из соответствующей строки. Например, 
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Таким образом, используя этот массив, мы можем получить выражения для всех коэффициентов параметрического уравнения нашей кривой. Количество параметров будет равно 
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, где 
[image: image177.wmf]r

 - ранг исходной матрицы. Если взять вместо параметров конкретные значения – получим явное уравнение кривой. В приведенном выше примере параметрическое уравнение кривой будет иметь следующий вид:
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Аналогичным образом строятся параметрические уравнения кривых первой, второй и четвертой степеней. Наша дальнейшая задача – найти не какую-то кривую, проходящую через данные точки, а выбрать из семейства таких кривых ту, длина дуги которой между начальной и конечной точками будет наименьшей. Подробнее о том, как мы будем искать нужные значения параметров – в следующих параграфах.
§2. Поиск минимума функции нескольких переменных

Постановка задачи: пусть функция нескольких переменных задана своим уравнением. Требуется найти локальный минимум данной функции.
Исходные данные:

· Функция нескольких переменных;

· Начальное приближение аргументов;

Возвращаемое значение:

· Координаты точки минимума;

· Значение функции в точке минимума.

Алгоритм поиска минимума функции нескольких переменных
Мы использовали метод наискорейшего градиентного спуска. В первой главе описана общая схема работы данного метода. В данном методе, в отличие от метода градиентного спуска, где движение в направлении антиградиента функции  происходит небольшими равными шагами, мы будем двигаться оптимальными шагами. Оптимальными – значит, что при поиске следующего приближения 
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 параметр будет выбираться так, чтобы  значение минимизируемой функции максимально уменьшилось. То есть будем искать значение параметра t, минимизирующее одномерную функцию 
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Для минимизации одномерной функции мы реализовали метод квадратичной аппроксимации, идея которого состоит в том, что в некоторой окрестности минимума функции она аппроксимируется полиномом второго порядка и в качестве точки минимума исходной функции (или в качестве очередного приближения к этой точке) принимается точка минимума аппроксимирующего полинома. 

Квадратичная аппроксимация является одним из шагов в минимизации одномерной функции. Опишем общий алгоритм минимизации одномерной функции 
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Таблица 2

Ход алгоритма одномерной минимизации

	Номер шага
	Выполняемые действия

	Шаг 1.
	Вычисляем антиградиент функции 
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 - текущем начальном приближении, а также выбираем одно из допустимых значений переменной t. 

	Шаг 2.
	По значениям функции 
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	Шаг 3.
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	Шаг 4.
	Находим отрезок 
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 допустимых значений переменной и запускаем на нем алгоритм одномерной минимизации методом деления отрезка пополам. Пусть 
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	Шаг 6.
	Минимум функции 
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	Шаг 8.
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	Шаг 9.
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	Шаг 10.
	Если 
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	Шаг 11. 
	Находим следующее приближение по формуле 
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 и возвращаем величину сдвига по антиградиенту, равную 
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По окончании работы алгоритма мы получаем величину сдвига по оси абсцисс и, если нужно, выполняем движение (вычисляем новое приближение к минимуму). Далее вычисляем величину сдвига по оси ординат. Условиями останова общего алгоритма минимизации является близость значений dy и dx  к нулю с точностью до 10-10.
§3. Поиск длины дуги кривой между данными точками

Постановка задачи: пусть кривая задана на плоскости своим уравнением. Также пусть даны координаты двух точек. Найти наименьшую длину дуги кривой, соединяющей эти точки.
Исходные данные:
· Функция двух переменных;

· Координаты начальной и конечной точек;
Возвращаемое значение:
· Длина дуги, соединяющей начальную и конечную точки.
Алгоритм поиска наименьшей длины дуги, соединяющей две данные точки

Для реализации данного алгоритма нам потребуется несколько вспомогательных функций. 

В их числе функции, вычисляющие первые производные. В данном случае нам точно известно, что искомая функция имеет два аргумента, поэтому целесообразно будет использовать две разные функции.
Будем вычислять производные по 
[image: image228.wmf]x

  и по 
[image: image229.wmf]y

 по формулам (1.1) и (1.2) соответственно:
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(1.2)
Нам понадобится функция нормализации вектора до некоторой наперед заданной длины. Для этого будем передавать в качестве аргументов координаты вектора 
[image: image232.wmf]x

 и 
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, а также число, определяющее новую длину вектора. Для того чтобы нормализовать координаты вектора до заданной длины, необходимо поделить его координаты на выражение вида: 
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 - координаты вектора, а 
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 - наперед заданная длина.

Кроме того, необходимо прописать функцию, вычисляющую скалярное произведение двух векторов. Она также понадобится нам в основной программе, реализующей алгоритм. 
Пусть нам даны два вектора 
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, тогда скалярное произведение этих векторов будем вычислять по формуле: 
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. Функция scalProd() в исходном коде возвращает значение скалярного произведения двух векторов.
Теперь можно перейти к описанию основной функции, реализующей сам алгоритм нахождения наименьшей длины дуги. 
Исходными данными являются уравнение кривой и координаты начальной и конечной точек. В качестве шага для продвижения по кривой мы взяли число 0.001, производные будем вычислять с точностью 10-10, а близость к конечной точке будем определять с точностью 10-6. Параметры были выбраны исходя из особенностей функции и целесообразности вычислений. 

Для начала следует проверить, принадлежат ли начальная и конечная точки данной кривой. Если да, то можно переходить к следующему этапу алгоритма, в противном случае программа выдаст ошибку и завершит свою работу. Отметим, что в общем алгоритме такая ситуация исключена, так как функция длины дуги по построению будет проходить через все точки, введенные пользователем.
Будем изменять координаты начальной точки, постепенно продвигаясь по кривой до тех пор, пока не дойдем до конечной точки, то есть до тех пор, пока расстояние от текущей точки до конечной не будет меньше заданной точности.  

Следует отметить, что может не существовать пути из начальной точки в конечную, поэтому мы введем счетчик шагов. Длина дуги не должна превышать четырех расстояний между точками. Используем этот факт для вычисления предельного количества шагов алгоритма: 
[image: image241.wmf]step

y

y

x

x

count

)

,

(

4

0

2

0

2

-

-

=

r

, где 
[image: image242.wmf]count

- количество предельных шагов, 
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- длина одного шага, 
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- расстояние между начальной и конечной точками. Будем уменьшать счетчик после каждого шага, и, если значение счетчика станет равным нулю, программа выдаст сообщение об ошибке. 
Далее строим в начальной точке вектор-градиент. Для этого вычисляем производные по 
[image: image245.wmf]x

  и по 
[image: image246.wmf]y

. Теперь выясним, в какую сторону повернуть вектор - по часовой стрелке, или против. Для этого выполняем поворот по часовой стрелке и смотрим на знак скалярного произведения полученного вектора с вектором, соединяющим две исходные точки. Чтобы мы могли дальше продолжать вычисления, знак произведения должен быть положительным. В этом случае путь, по которому мы идем от начальной до конечной точки будет наименьшим. Если мы получили отрицательное число, поворачиваем вектор на 180 градусов и продолжаем вычисления. Конец полученного нами вектора может не лежать на заданной кривой. Если это так, то необходимо опустить его на кривую. Двигаем точку по градиенту до пересечения с кривой. Данное действие будем осуществлять с помощью вспомогательной функции NearestPoint().
Изменение координат в данной функции осуществляется в два этапа. На первом находятся значения частных производных по всем независимым параметрам, которое и определяет направление градиента в рассматриваемой точке. А на втором этапе осуществляется шаг в направлении обратном направлению градиента, то есть в направлении наискорейшего убывания целевой функции. При выполнении шага одновременно изменяются значения всех независимых переменных. Каждая из них получает приращение, пропорциональное соответствующей составляющей градиентного метода по данной оси. 

 В качестве следующего приближения в методе градиента берем
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Будем изменять координаты конечной точки вектора до тех пор, пока не приблизимся к кривой с точностью, заданной вначале. 

Полученный вектор необходимо нормализовать, поскольку двигаться по кривой нам нужно равномерно, а значения частных производных могут быть совершенно разными.

Далее находим расстояние между начальной и полученной точкой. Мы будем накапливать значение длины дуги, суммируя каждый раз расстояния между текущей начальной точкой и полученной по методу градиентов. В результате после остановки алгоритма получим полную длину дуги кривой между данными точками, причем наименьшей длины.
А пока меняем значение начальной точки на полученную и возвращаемся к началу алгоритма, к вычислению частных производных.

Продолжаем выполнение алгоритма до тех пор, пока не произойдет одно из двух событий: либо пути из начальной точки в конечную не существует и программа выдаст ошибку, либо путь существует и программа закончит свою работу, когда приблизится к конечной точке с заданной точностью и выдаст ответ.

 Итак, алгоритм нахождения наименьшей длины дуги между двумя заданными точками:

1) Проверяем, принадлежат ли начальная и конечная точки исходному уравнению кривой. Если да, переходим к шагу 2, если нет, то останавливаем работу программы и выдаем сообщение об ошибке;

2) Вычисляем предельное количество шагов выполнения цикла алгоритма;

3) Вычисляем оставшееся расстояние между начальной и конечной точками. Если оно меньше наперед заданного числа, то останавливаем работу алгоритма, если нет, переходим к шагу 4;
4) Вычисляем вектор-градиент в начальной точке;

5) Определяем, в какую сторону необходимо повернуть градиент, чтобы вычисляемая длина дуги была наименьшей, и поворачиваем его;

6) Нормализуем вектор-градиент;

7) Вычисляем конечную точку вектора-градиента. Если она принадлежит кривой, переходим к шагу 7, если не принадлежит, сдвигаем ее на кривую методом градиентов;
8) Вычисляем расстояние между текущей начальной точкой и конечной точкой градиента. Прибавляем это число к ранее накопленному;

9) Делаем конечную точку градиента начальной;

10) Если значение счетчика шагов алгоритма положительно, то переходим к шагу 3, если нет, останавливаем работу алгоритма и выдаем сообщение об ошибке.
§4. Поиск кратчайшей кривой фиксированного порядка, проходящей через данные точки

В прошлых главах были подробно описаны три алгоритма:

1. Алгоритм нахождения уравнения кривой, проходящей через данные точки;

2. Алгоритм нахождения минимума функции нескольких переменных;

3. Алгоритм нахождения длины дуги между двумя точками на заданной кривой.

Однако наша задача состоит не в том, чтобы реализовать отдельно решение этих трех проблем, а в том, чтобы решить более глобальную задачу. Нам необходимо выбрать из семейства кривых, проходящих через заданные точки, ту, по которой путь из одной точки до другой был бы наименьшим. 
Отметим, что нами не оговаривается характер непрерывности кривой. Главное, чтобы существовал путь от начальной до конечной точки. Кроме того, важно, чтобы функция, задающая кривую, была дифференцируемой, так как для получения результатов в процессе реализации алгоритмов нам приходится вычислять производные этой функции по всем ее переменным. 
Для реализации основного алгоритма мы воспользуемся тремя выше описанными.

Постановка задачи: пусть несколько точек заданы своими координатами. Требуется найти уравнение кривой выбранного порядка, проходящей через все эти точки, причем длина дуги, соединяющей начальную и конечную точки должна быть наименьшей.
Исходные данные:

· Количество точек;

· Массив с координатами данных точек;

Возвращаемое значение:
· Уравнение кривой, проходящей через данные точки;
· Длина дуги, соединяющей первую и последнюю точки.

Алгоритм поиска наименьшей длины дуги кривой фиксированного порядка, проходящей через данные точки


Для начала стоит отметить, что если нам дано достаточное количество точек (5 – для уравнения кривой второй степени, 9 – для третьей степени и 14 – для четвертой), то задача сводится к нахождению длины дуги кривой, соединяющей первую и последнюю точки. Для этого можно использовать соответствующий, описанный выше алгоритм. Если же нам дана только одна точка, то задача теряет смысл, поскольку для нахождения длины дуги кривой нам необходимы как минимум две точки. Также будем исключать вариант избыточного количества точек. Если, к примеру, пользователь выберет третью степень кривой и укажет 11 точек на плоскости, то, вообще говоря, может и не существовать кривой, проходящей через все эти точки, а даже если она существует, то она единственна. Наша задача теряет смысл. В дальнейшем будем рассматривать решение задачи в случае, когда даны от двух до четырнадцати точек в зависимости от выбранной степени кривой.
По координатам данных точек построим параметрическое уравнение кривой. Для этого будем использовать Алгоритм №1. Результатом выполнения алгоритма будет выражение всех коэффициентов в общем уравнении кривой через параметры, количество которых будет также определено по ходу алгоритма. 
Итак, пусть наше уравнение задается функцией от 
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параметров, т.е. 
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. Эта функция задает семейство кривых, проходящих через данные точки. В зависимости от значений параметров 
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 мы будем получать различные кривые, которые могут быть как непрерывными, так и разрывными. Нас буду интересовать только те кривые, по которым существует путь от начальной до конечной точки. 
Возьмем в качестве начальной первую введенную пользователем точку, а в качестве конечной – последнюю введенную. По этим точкам и по параметрическому уравнению кривой составим новую функцию, которая будет вычислять длину дуги данной. В качестве исходных данных передадим ей массив параметров в уравнении кривой, т.е. 
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  а также координаты начальной и конечной точек. Отметим, что если при каких-то значениях параметров, путь между точками будет получаться разрывным, функция, вычисляющая длину дуги, выдаст ошибку. В этом случае следует взять другие значения параметров и запустить весь алгоритм заново.
Будем искать минимум составленной функции по алгоритму №2. То есть будем искать минимум функции, вычисляющей длину дуги параметрически заданной кривой. Алгоритм минимизации возвращает координаты точки минимума и значение функции в этой точке. 

Поясним: В данном случае точка минимума – это те значения параметров в уравнении кривой 
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, при которых длина дуги между начальной и конечной точкой будет наименьшей. То есть в результате выполнения алгоритма минимизации мы получим коэффициенты в уравнении кривой из семейства кривых проходящих через заданные точки, при которых путь от одной точки до другой будет наименьшим. Подставляя коэффициенты в  
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, получим явное уравнение кривой, а значение, которое выдаст алгоритм минимизации – это и будет наименьшая длина дуги.
§5. Графический интерфейс и визуализация процесса минимизации
Для наглядного представления результата и удобства работы пользователя с программой мы реализовали простой интерфейс. На форме находится система координат с видимой областью размера 
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 единичных отрезков. В правой части формы содержится список точек, координаты которых пользователь может редактировать. Пользователю необходимо сначала выбрать количество точек, которое он собирается определить, а затем указать их координаты. Вводить точки можно двумя способами – кликнув мышкой на форме в области координат или задав конкретные координаты в соответствующих полях списка точек.  
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Также пользователь может выбирать степень кривой, по которой будет осуществляться поиск кратчайшего пути. Для этого ему необходимо выбрать из выпадающего меню число от 1 до 4. 

Начальная и конечная точки отображаются крупнее остальных для наглядности. С помощью нажатия на кнопку Refresh graphic, пользователь может обновить изображение на форме. Это полезно в том случае, если потребовалось изменить местоположение одной или нескольких точек и пользователь изменил некоторые координаты. Также менять местоположение точек можно прямо на форме с помощью мыши. Для этого необходимо кликнуть на нужную точку и, удерживая левую кнопку мыши, перетащить точку в другое место. 

С помощью нажатия на кнопку Clear можно очистить изображения на координатной плоскости – точки и кривые. По кнопке Start начнется работа общего алгоритма программы, а результат работы будет представлен в поле снизу. В это поле выводятся данные о найденных коэффициентах в уравнении кратчайшей кривой, а также длина дуги. Данные не очищаются с каждым запуском алгоритма, чтобы можно было проследить, к примеру,  изменение длины дуги в связи с изменением положения точек на плоскости. 
В процессе минимизации характер кривой меняется, нам было интересно посмотреть, что это за изменения, поэтому на каждом шаге минимизации мы реализовали изображение кривой, отвечающей текущему приближению. Поэтому в процессе выполнения общего алгоритма пользователь может наблюдать за тем, как меняется кривая и как уменьшается путь между начальной и конечной точками. 
Для визуализации кривой на каждом шаге будем фиксировать абсциссу точек, пробегая видимую область с заданным шагом, в результате чего уравнение кривой для каждого значения абсциссы будет зависеть от одной переменной. Решая это уравнение, найдем все значения ординат, соответствующие текущему значению абсциссы. Найденные точки отображаются на форме. Аналогичные действия проведем, фиксируя ординаты.
Уравнение одной переменной, которое необходимо решать для изображения кривой зависит в зависимости от выбранной пользователем степени искомой кривой от 2, 3 или 4 переменных. Для решения этих уравнений мы использовали разные методы. 
Решение уравнения второй степени мы выражали с помощью дискриминанта. Для решения уравнения третьей степени мы использовали формулу Кардано. Она применяется для уравнений вида 
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. Ниже приведено описание метода Кардано.
Сделаем замену переменной по формуле: 
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Получим уравнение: 
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. Раскроем скобки и получим уравнение:
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Уравнение приведено к каноническому виду 
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, где 
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Дискриминантом уравнения 
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 называется число: 
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Будем искать решение уравнения 
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 в виде: 
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. Подставим это выражение в уравнение 
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 и получим следующее равенство: 
[image: image267.wmf](

)

0

)

2

(

3

3

3

3

3

3

=

+

+

-

+

+

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

×

+

q

m

n

m

n

m

p

n

m

n

m

.

Число 
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 удовлетворяет этому равенству, если числа m и n удовлетворяют системе из двух уравнений: 
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Находим числа m и n:  
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Рассмотрим случаи: 

1) дискриминант 
[image: image271.wmf]0
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. Уравнение имеет три различных действительных корня. Нетрудно показать, то корни выражаются по формулам:

[image: image272.wmf])

3

cos(

3

2

1

F

p

y

-

=

, 
[image: image273.wmf])

3

2

3

cos(

3

2

2

p

+

-

=

F

p

y

, 
[image: image274.wmf])

3

4

3

cos(

3

2

3

p

+

-

=

F

p

y

, где 


[image: image275.wmf]ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

í

ì

=

>

+

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

<

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

=

0

,

2

,

0

,

2

27

4

0

,

2

27

4

3

2

3

2

q

q

q

p

q

arctg

q

q

p

q

arctg

F

p

p


2) 
[image: image276.wmf]0
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Уравнение имеет один действительный корень и два комплексно-сопряжённых корня. Комплексные корни в рамках нашей задачи нас не интересуют, поэтому нам необходимо только выражение для действительного корня. Оно будет иметь вид:
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3) 
[image: image278.wmf]0
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. В этом случае уравнение имеет три действительных корня, и два корня из трёх обязательно совпадают друг с другом. 

Учитывая равенство: 
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 из формул корней уравнения с положительным дискриминантом получим: 

[image: image280.wmf]3

1

2

2

q

y

-

=

, 
[image: image281.wmf]3

3

2

2

q

y

y

-

-

=

=


Таким образом, мы находим координаты точек, принадлежащих кривой третьей степени. 
Для решения уравнения четвертой степени мы использовали метод Декарта-Эйлера. Напомним, что уравнение имеет вид 
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 Сделав подстановку
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, получим уравнение в следующем виде (он называется «неполным»): 
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Корни y1, y2, y3, y4 такого уравнения равны одному из следующих выражений: 
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 EMBED Equation.3  [image: image286.wmf]2
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 EMBED Equation.3  [image: image287.wmf]3
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, в которых сочетания знаков выбираются таким образом, чтобы выполнялось соотношение: 
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, причём z1, z2 и z3 — это корни кубического уравнения 
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. А это уравнение можно решить описанным выше методом Кардано. 

Итак, на каждом шаге минимизации с помощью описанных алгоритмов прорисовывается кривая, отвечающая текущему приближению. В результате работы алгоритма выдается сообщение о найденных коэффициентах в уравнении кривой и длине дуги (локальном минимуме функции). Кривая изображается на экране.
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Заключение

Нашей целью была разработка алгоритма поиска кратчайшей кривой фиксированного порядка, проходящей через данные точки. Стоит отметить, что задача весьма глобальна. Однако с некоторыми допущениями, мы все же смогли придти к определенному результату. 
Мы реализовали алгоритмы поиска длины дуги кривой между двумя данными точками, поиска минимума функции нескольких переменных, поиска параметрического уравнения кривой, заданной набором точек, а также создали свой алгоритм на основе перечисленных. Кроме того, мы реализовали графический интерфейс для наглядного представления результатов. Пользователю дана возможность выбирать точки на координатной плоскости, указывать степень искомой кривой, и, что наиболее ценно, наблюдать за процессом минимизации функции длины дуги. Таким образом, реализуется практическая значимость нашей работы. 
 В результате работы общего алгоритма мы получаем уравнение кривой выбранного порядка, по которой путь от начальной до конечной точки является наименьшим, а также длину этого пути. 
Остается отметить, что исследование по выбранной нами теме можно продолжать и далее, основываясь на результатах, полученных нами. Можно, к примеру, рассмотреть другие алгоритмы минимизации функции многих переменных и сравнить с реализованным нами, или найти другой способ для вычисления длины дуги, может быть более точный. 
Мы же достигли поставленной цели, и поэтому можно считать нашу работу выполненной.
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