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Введение

1. Объект и предмет исследования.

Большинство нелинейных уравнений и систем, встречающихся на практике,  невозможно решить в явном виде. В данных случаях применяются численные методы. Более того, многие из тех задач, которые возможно решить аналитическими методами нередко гораздо быстрее и эффективнее решаются численными методами с требуемой точностью. Для случая одной переменной обычно рассматривают два основных метода численного решения уравнения f(x)=0: метод Ньютона и метода секущих (хорд). Метод Ньютона более эффективен, быстрее сходится, но требует вычисления производной. Для численного решения системы n уравнений от m неизвестных хорошо известно, как можно обобщить метод Ньютона. Построим обобщение метода секущих на случай нескольких переменных. Исследуем свойства метода. 
2. Цели и задачи исследования.
Целью работы является разработка алгоритма и программы решения нелинейных и трансцендентных уравнений методом секущих на случай нескольких переменных.
3. Мотивация выбора темы.
Тема исследования в настоящее время является актуальной, так как при обсуждении многомерного метода Ньютона следует учитывать значительный объем вычислений при решении системы в случае, когда число уравнений в системе велико. Вычисление последовательных приближений связано с большой вычислительной работой, так как на каждом шаге нужно решать систему со своей матрицей. Также недостатком метода Ньютона является тот факт, что не всегда возможно или трудно задать производные аналитически. И в связи с этим актуален поиск новых методов решения нелинейных систем уравнений.
Глава 1. Численные методы алгебры.
§1. Решение нелинейных алгебраических уравнений с одной переменной
Нелинейное алгебраическое уравнение с од​ной пе​​​ременной в общем случае может быть за​пи​са​но в виде

F(x) = 0,





 (1.1)

где функция F(x) определена и непрерывна на ко​​неч​ном или бесконечном интервале a < x < b. 

Вся​кое зна​чение [a, b], обращающее функ​цию F(x) в нуль, т.е. когда F() = 0, называется кор​​нем урав​​не​​ния (1.1) или нулем функции F(x). Чис​​​ло  на​​зывается кор​​нем k-й кратности, ес​ли при x  вмес​​те с функцией F(x) равны нулю и ее про​​из​вод​​ные до порядка (k - 1) вклю​чительно:

F(x) = F'(x) = ... = F(л - 1)(x) = 0.


Однократный корень называется простым. Два урав​нения называются равносильными (эк​ви​ва​​​ле​н​т​​ны​ми), если множества их решений сов​па​да​​ют. Не​ли​нейные уравнения с одной пе​ре​мен​ной под​раз​​де​ля​ются на алгебраические, когда функ​​ция F(x) в фор​муле (1.1) яв​ляется алгебраической, и транс​​​цен​ден​тные в про​тив​ном случае. Боль​шин​​ст​во ал​​геб​ра​и​чес​ких и тран​с​цен​ден​тных не​ли​ней​ных уравнений вида (1.1) ана​ли​ти​​чес​ки (т.е. точ​но) не решается, поэтому на прак​​тике для на​​хож​де​ния корней часто ис​поль​зу​ют​​ся численные ме​то​​ды. Рассмотрим не​ко​то​рые из них [Березин, Жидков, 1962; Бахвалов, 1973а, 1973б и др.].


Задача численного нахождения дейст​ви​тель​ных и ко​м​плексных корней уравнения [1.1] обы​ч​​но сос​​то​ит из двух этапов: отделения кор​ней, т.е. на​хож​де​ния до​ста​точно малых ок​рест​ностей рас​​смат​​ри​ва​е​мой об​лас​ти, в которых со​держится од​​но значение кор​ня, и уточ​не​ния кор​​ней, т.е. их вы​числения с за​дан​ной сте​пенью точ​ности в не​​ко​то​рой ок​рест​нос​ти. В свя​​зи с этим рас​смот​​рим вна​чале задачу от​де​ле​​ния кор​ней, а затем ряд ите​рационных ме​то​дов их уточнения.

1.1. Задача отделения корней. Уточнение корней методом половинного деления

В общем случае редко удается точно найти все кор​​​ни в алгебраических уравнениях, а если к то​му же ко​эф​фи​циенты в уравнении даны с по​греш​нос​тью, то во​прос о точном определении корней во​​​​об​ще теряет вся​кий смысл. Однако если пред​по​​​ло​​жить, что задано урав​нение типа (1.1), то тог​​да без огра​ничения об​щ​нос​ти можно ут​вер​ж​дать, что F(х) име​ет корни, для ко​то​рых су​щес​т​ву​​ет ок​рест​ность 

, содержащая толь​ко один прос​​той ко​рень. Та​кой корень иногда на​зы​ва​ют изо​​​​ли​ро​ван​ны​м. В ре​зуль​тате общая задача на​хо​ж​де​ния кор​ней или ну​лей функции бу​​дет состоять из сле​ду​ю​​​щих этапов:

     1) отделения корней, т.е. устано​вле​​ния ин​тер​ва​ла 

, где содержится один и толь​ко один ко​​рень урав​​нения;

     2) задачи уточнения одним из известных ме​​то​дов най​ден​ного корня  с за​дан​​​ной погрешностью .


Предположим теперь, что найден  от​ре​зок [а, b] та​​​кой, что F(а)F(b) < 0. Тогда, согласно те​​о​ре​ме Боль​ца​но-Коши [Бахвалов, 1973б], внут​ри от​рез​ка [а, b] су​щес​т​ву​ет точка , в которой F() = 0. Да​​лее не​об​хо​димо убе​дить​ся, что най​ден​​ная точка  единс​т​вен​ная на от​рез​ке [а, b]. Од​​ним из методов яв​ляется де​ле​ние отрезка на не​сколь​​​ко частей, на​при​​мер на че​ты​ре, и проверка на кон​​цах каждого из от​рез​ков зна​ка функции.


Нули функции на практике вычисляют при​бли​​​жен​​​но несколькими способами. Одним из са​мых рас​​​про​стра​ненных и не очень точных яв​ля​ет​ся гра​фи​​​ческий ме​тод, заключающийся в том, что F(х) пред​​​ставляют как F(х) = =(х) + (х), где (х) и (х) бо​лее простые по срав​нению с F(х) функ​​​ции. Да​лее стро​ят два гра​фи​ка y = (х); y = (х) и оп​ре​деляют точки их пе​ре​се​че​ния. Этим ме​​тодом вы​год​но решать уравнения вида хn + ах + b = 0 или ах + b + sin(сх) = 0 и т.п. Но следует пом​нить, что этот метод дает лишь грубое при​бли​жение ре​ше​​ния.


Другим, не менее распространенным яв​​ляется ме​тод про​изводных. Он за​клю​ча​​ет​ся в том, что ищут и при​рав​ни​ва​​ют к нулю про​​изводную функ​ции F'(х). Затем на от​рез​ках 

 рас​смат​ри​вают знак функ​​​ции F'(х), где хi - корни урав​не​ния F'(х) = 0. Таким об​​​ра​​​зом, всю чис​ло​вую ось раз​бивают на два ин​тервала и бо​​лее. Этот ме​тод еще называют ме​то​​дом экст​ремумов функ​ции.

Если исследуемая функция представлена по​ли​но​​мом n-й степени, то используют метод удаления кор​​​ней: опре​де​ля​ют один корень, и по теореме Ви​ет​​​та функ​цию F(х) пред​ставляют как F(х) =  g(х)(х - х1), где x1 - пер​вый най​ден​ный корень, а  g(х) - полином сте​пени (n - 1). Для про​вер​ки кратности корня x1 сле​​ду​​ет подставить в g(х), и если g(x1) = 0, то го​во​рят, что x1 является крат​ным корнем, а F(х) за​пи​​сы​ва​ет​​ся F(х) = g(х)(х - x1)2, где g(х) - те​перь по​ли​ном сте​​пени (n - 2). Следуя этому про​цес​​су, мож​но уда​лить все корни, т.е. пред​ста​вить



.


Чтобы погрешность с каждым шагом не уве​ли​чи​​ва​лась, а очередной корень определялся с вы​со​кой сте​пенью точности, следует уточнение корня де​​лать по F(х), а не по g(х). Это особенно важ​но, когда удалено мно​го (больше по​ло​ви​ны) корней.


Hа практике пред​по​ла​​га​емые корни уточняют раз​​лич​ными спе​ци​аль​ны​​ми вычислительными ме​то​​дами. Од​ним из них можно назвать ме​тод ди​хо​то​​мии ( по​ло​вин​ного деления), от​но​ся​щий​ся к ите​​ра​ци​он​ным. Он сос​то​ит в по​стро​е​нии по​​​сле​​до​ва​тель​ности вло​жен​ных от​рез​ков, на кон​​цах ко​то​рых F(х) имеет разные зна​ки. Каж​дый по​​​сле​​ду​ю​щий от​ре​зок получают де​ле​ни​​ем по​по​лам пре​ды​ду​​ще​го. Этот процесс по​стро​е​ния по​​​сле​​до​​ва​тель​нос​ти вло​жен​ных отрезков по​зво​ляет най​​​ти нуль функ​ции (F(х) = 0) с лю​бой за​дан​ной точ​​​ностью.


Опишем подробно один шаг итерации. Пусть на k-м ша​ге найден отрезок [аk , bk], на концах ко​​то​рого F(х) меняет знак. Заметим, что обязательно [аk, bk]  [а, b]. Разделим те​перь отрезок [аk, bk] пополам и вы​де​​лим F(), где  - се​ре​ди​​на [аk , bk]. Здесь воз​мож​​ны два слу​чая: первый, ког​да F() = 0, тогда мы го​ворим, что ко​рень найден; вто​рой, ког​да F() ( 0, тог​да срав​​ниваем знак F() с F(аk) и F(bk) и из двух по​​ло​​вин [аk, ] и [, bk] вы​бираем ту, на концах ко​то​рой функ​ция меняет свой знак. Та​ким образом, аk = а , bk = , если F()F(аk) < 0 , и аk =  , bk = b, ес​ли F()F(bk) < 0.

При заданной точности  деление пополам про​​​​​​дол​жа​ют до тех пор, пока длина отрезка не ста​​​​​нет меньше , тогда координата середины по​​след​​​​него най​​​денного от​резка и есть значение кор​​ня тре​бу​е​мой точ​ности.


Метод дихотомии — простой и надежный ме​тод по​​​ис​ка простого корня уравнения F(х) = 0. Он схо​дит​ся для лю​бых непрерывных функ​​ций F(х), в том чис​ле и не​​диф​фе​рен​ци​ру​е​мых. Недостатки метода:

    1) проблема определения отрезка, на ко​то​ром функ​​ция ме​няет свой знак (как правило, это отдельная вы​чис​ли​тель​ная задача, на​и​бо​лее слож​ная и трудоемкая час​ть ре​ше​ния);

    2) если корней на выделенном отрезке не​сколь​ко, то нельзя заранее сказать, к какому из них сой​​​дет​ся про​цесс;
    3) не применим к корням четной крат​нос​ти;

    4) для корней нечетной, но высокой кратности ме​​​тод неустойчив, дает большие ошибки;

    5) медленно сходится. Для достижения  не​​об​​хо​димо выполнить N итераций, т.е. для по​лу​че​​ния 3 верных цифр ( = 0.0005) на​до вы​полнить около 10 ите​​раций, ес​ли отрезок имеет единичную длину.
1.2. Приближенное решение уравнения F(x)=0 методом хорд (секущих)
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После того, как отрезок [а, b], на котором F(х) ме​​​​няет свой знак, определен можно уто​ч​​​​нять ко​рень раз​ными методами. Метод ди​хо​то​мии тре​​​бует большого ко​личества итераций и не всег​да схо​дит​​​ся к ис​ко​мо​​му кор​ню [Бахвалов, 1973а].


Если отрезок [а, b] де​лят не по​по​​лам, а в отношении F(а):F(b), то по​лу​​ча​​ют точку x, рас​по​ло​жен​ную ближе к пред​​по​ла​га​​емому кор​​ню урав​​​​нения по сравнению с точ​кой, най​​ден​ной ме​​то​дом ди​​​хо​томии. Новое при​бли​жен​ное зна​​чение кор​​ня при​ни​​ма​ется:



, где 

  .     (1.2)


При n  0 полагаем х0 = а. Геометрически этот спо​​​​соб эквивалентен замене кривой F(х) хордой А0В, про​хо​​дящей через A0 (b, F(b)) и В(а, F(а)) (см. рис. 1). Из ана​литической геометрии найдем х1 как точ​ку пере​се​че​ния хорды А0В с осью Ох: 



,

полагая при этом у = 0, име​ем 



.


Точку х2 ищем как пе​ре​се​​чение хорды А1В, где А1 (х1, F(х1)), с осью 0х (см. рис 1): 



,

полагая опять у = 0, имеем:



.


Далее каждое очередное хn будем определять по фор​муле



  .

(1.3)


Процесс продолжаем до тех пор, пока не нач​нет вы​​​полняться условие |хn - хn-1 | < . 


Оценим погрешность этого метода [Березин, Жид​​​​ков, 1962]. Пусть найдутся хn и хn-1 и пусть F'(х) не​пре​рыв​на и на всем отрезке [а, b] со​хра​ня​​​ет свой знак, при​чем вы​пол​ня​ет​ся условие: 

0 < m1 < |F'(х)| < М1 < +∞.


Примем, что хn определен по фор​муле (1.3), где n = 1, 2, ..., а; b - неподвижная точ​​​ка. Учитывая, что F() = 0, име​ем




и, применив теорему Лагранжа o конечном при​ра​​ще​​​нии функ​ции, получим:

( хn -1) F '(n -1) = (хn- хn -1) F '(Xn -1) ,

где n -1 [xn -1,Xn -1 [xn -1,сле​​до​ва​​тельно



.   (*)


Так как F'(х) сохраняет постоянный знак на от​резке [а, b], причем n-1 [xn-1,и Xn-1 [xn-1,, то чис​ли​тель дро​би можно ограничить раз​ностью между max (F'() ) и min( F'() ) на отрезке [а, b]: 

|F '(Xn-1) - F'( n-1)| < М1 - m1 .                  (**)

Из выражений (*) и (**) находим



,

 (1.4)

где М1 = sup ( |F '(х)| )  и m1 = inf ( |F '(х)| ) на от​рез​ке [а, b]. Ес​ли при этом отрезок [а, b] мал, то име​ет мес​​то не​ра​венство М1 < m1, тогда оценка 

 еще более упро​​​​щается, т.е., как толь​ко об​на​ружили, что рас​​стояние между двумя по​​сле​​​до​ва​тельно вы​чис​лен​​ны​ми корнями |хn - хn-1| 

  , где  - заданная предель​ная по​​​греш​​ность, то мож​но га​ран​тировать, что
|- х n-1|

.
1.3. Приближенное решение уравнения F(x)=0 методом касательных (Ньютона)


Если известно начальное приближение ре​ше​ния урав​не​ния F(х) = 0 на отрезке [а, b], то уточ​нить ко​рень мож​но, как уже говорилось, лю​бым спо​со​бом. Од​ним из са​мых эф​​фек​тив​​ных и точ​ных ре​ше​ний яв​​ля​ет​​​ся ме​тод Ньютона (ме​тод ка​са​тель​ных), который сос​​​тоит в по​строении ите​​​ра​ци​​он​​ной по​сле​до​ва​тель​нос​ти [Бах​ва​лов, 1973б]



,

схо​​дящейся к корню уравнения F() = 0. Для при​​​ме​​не​ния этого метода не​об​хо​ди​мо су​щест​во​ва​ние пер​​​вой и вто​рой производных и их зна​ко​по​​сто​ян​ст​во на ис​сле​ду​е​мом от​ре​зке.


Рассмотрим метод более подробно. Пусть най​​де​​​​но не​ко​торое 

= , где  [а, b]. При уточ​​не​нии корня по ме​то​ду Ньютона полагаем = 

, где 

- до​ста​точ​но ма​​лое число. Тогда, счи​тая  кор​​нем уравнения, на​хо​дим 

, при​ме​нив фор​му​лу Тей​лора: 



,

от​куда 

, и окончательно по​лу​​​​чаем ре​кур​рентную формулу



.

      
 (1.5)

Достаточные условия сходимости опре​​​де​ля​ют​ся те​о​ре​мой.


Теорема: Пусть F(х) определена и дважды диф​​​​​фе​рен​цируема на отрезке [а, b], причем F(а)F(b) < 0, а про​​из​вод​ные F'(х) и F"(х) со​хра​ня​​ют знак на от​рез​ке [а, b]. Тогда, ис​ходя из на​чаль​​но​​​​го при​бли​же​​ния х0  [а, b], удов​лет​во​ря​​ю​ще​го не​​​​равенству F'(х0)F"(х0) > 0, можно по​стро​ить по​​​​​сле​до​ва​тель​ность 



,  n = 0, 1, ...,

схо​дящуюся к единственному на отрезке [а, b] ре​ше​нию  урав​нения F() = 0.


Если нулевое приближение выбрано дос​та​точ​​но близко к корню, то итерации сходятся очень быстро, со ско​​ростью геометрической прогрессии.


Алгоритм данного метода очень простой и яс​ный и имеет, как и метод хорд, графическую ин​тер​​претацию (рис. 2).

    1.  Через точку А0(х, у) с координатами х = b, у = F(b) про​водим ка​са​тель​​ную.

    2.  На​ходим пересечение касательной с осью 0x (точ​к​а х1).

    3.  На​ходим значение функции в точке х = х1; y = F(х1).

    4.  Про​водим касательную в точке х = х1; y = F(х1) (точка А1).

    5.  Находим точку пересечения касательной с осью 0х (точ​ку х2), и так далее до вы​пол​не​ния ус​ловия 

.    За корень при​ни​маем хn.
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Рис. 2.

 

Геометрическая интерпретация метода

 

касательных (Ньютона)

 

 




Для оценки погрешности n-го приближения кор​​​ня [Березин, Жидков, 1962] можно вос​поль​зо​вать​​​ся не​ра​венством: 



, 

где М2 = sup |F"(х)| на отрезке [а, b], m2 =  inf |F'(х)| на от​рез​ке [а, b]. Таким образом, если 



,   то 

.

Последнее неравенство означает, что при удач​ном на​чаль​ном приближении корня после каж​дой ите​рации ко​личество верных цифр удваивается. Сле​​до​​ва​тельно, про​цесс вычисления корня мож​но пре​кра​тить, если



.


Заметим еще раз, что метод Ньютона эф​фек​ти​вен, если выбрано хо​ро​шее на​чальное при​бли​же​ние корня и график функ​ции име​ет большую кру​тиз​​ну в ок​рес​т​нос​ти кор​ня. В этом случае процесс бы​стро сходится. Ес​ли же чис​ленное значение F'(х) вблизи корня ма​ло, т.е. график почти па​​​рал​ле​лен оси 0х, то процесс вы​чис​ле​ния корня бу​дет дол​гим и ошиб​ки округ​ле​ния чисел в ма​​ши​не мо​гут выз​вать об​рат​ный про​цесс - решение на​ч​​​нет рас​хо​​дить​ся. В этом слу​чае мож​но по​со​ве​то​вать вос​​поль​зоваться для уточ​нения корня дру​​ги​ми бо​лее эф​​фективными методами.

1.4. Приближенное решение уравнения F(x)=0 комбинированным методом (хорд и касательных)

Методы хорд (1.3) и касательных (1.5) дают при​​​бли​же​ния корня с разных сторон. Поэтому их час​​то при​​ме​ня​ют в сочетании. Ком​​​​би​​нации ме​то​дов могут быть раз​лич​ны, но во всех слу​​чаях уточ​не​ние корня идет быстрее. Рас​​​смо​т​​рим несколько ва​ри​ан​тов рас​чет​ных схем ком​би​ни​​ро​ванного метода.
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Пусть дано уравнение (1.3), корень отделен и на​хо​дит​ся на отрезке [а, b]. Применим ком​би​ни​​ро​ван​ный ме​тод хорд и касательных с учетом гра​​фи​ка функции (рис. 3 и 4).
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Если F'(х)F"(х) > 0 (рис. 3), то метод хорд дает при​ближение корня с недостатком, а метод ка​са​тель​ных - с избытком. Если же F'(х)F"(х) < 0 (рис. 4), то, на​о​бо​рот, метод хорд дает приближение ко​рня с избытком, а ка​сательных - с недостатком.


Однако во всех случаях истинный корень за​клю​​чен между промежуточными корнями, по​лу​ча​ю​​​​щимися по методу хорд (1.3)
и методу ка​са​тель​​ных (1.5), т.е. вы​​полняется неравенство

а < х < < Х < b,

где х - значение корня с недостатком, а Х - с из​быт​​ком.


Из этих соображений складывается сле​ду​ю​щая схе​ма вычислений: в первом случае, когда вы​пол​ня​​ется ус​ло​вие F'(х)F"(х) > 0, то по​сле​до​ва​тель​ность {хi} (сле​ва) об​ра​зу​ет​ся по методу хорд, а по​сле​​до​ва​тель​ность {Хi} (справа) об​ра​зуется по ме​то​ду ка​са​тельных:



;



.


Во втором случае, когда F'(х)F"(х)<0, слева  лежит при​​ближенное значение корня, най​денное по методу ка​са​тельных, а справа - по методу хорд. При этом рас​чет​ные формулы будут не​сколько иные:



;



.


Другая вычислительная схема этого же метода да​ет более быструю сходимость:



;



.

Для начала процесса в этом случае полагают x0 = a, X0 = b. За приближенное значение для окончания вы​чис​ле​ний при любой из рассмотренных схем при​ни​мают сред​нее между Хn и хn:   ~  1/2 (Хn + хn).

1.5. Приближенное решение уравнения F(x) =  0 методом итераций

Часто этот метод на​зы​ва​ют еще методом по​сле​до​ва​тель​ных при​бли​же​ний.


Заменим уравнение (1.3) равносильным ему w(х) - х =0, преобразовав для этого функцию F(х). Из этого урав​не​ния получим w(х) = х и вы​бе​​​рем любым спо​со​бом х0 а, b], которое затем под​​​​ста​​вим в левую часть урав​​​не​ния w(х0) = х1. По​лу​чен​ное значение х1 снова под​​ста​вим в ле​вую часть и получим w(х1) = х2. Про​дол​жая этот про​цесс, за​пишем по​сле​до​ва​тель​ность чи​​сел х1 , х2 , ..., xn, ко​торая мо​жет либо схо​дить​ся, т.е. иметь предел, ли​бо рас​хо​дить​ся, т.е. не иметь предела. Тогда в со​​ответствии с по​лу​чен​ным результатом в первом слу​чае этот предел назовем кор​​нем урав​​нения (1.3), во втором случае сде​лаем вы​​вод о не​воз​можности по​лу​чения ре​ше​ния дан​ным спо​со​бом. Оба этих варианта оп​ределяются теоремой схо​​​​димости ите​рационного про​цесса.


Теорема. Пусть на отрезке [а, b] имеется един​​ствен​ный корень уравнения х = w(х) и во всех точ​​​ках этого от​рез​ка производная F'(х) удов​ле​т​во​​​ря​ет неравенству |F’(х)|< q < 1. Если при этом вы​​пол​ня​​ется и условие а <w(х) < b, то ите​ра​ци​он​ный про​цесс сходится, а за ну​ле​вое приближение х0 мо​жно взять любое число из отрезка [а, b].


Последнее утверждение означает, что {хi} [а, b]. Чем меньше |w'(х)|, тем лучше схо​ди​мость ите​ра​ци​​онного процесса.


Пусть теперь  - точное значение корня, а хk - при​​​бли​женное. Попробуем оценить погрешность ме​​​тода. Со​гласно теореме [Бахвалов, 1973а], q опре​​деляется из |w'(хk)| < q < 1. Тогда должно быть спра​​ведливо соот​но​ше​ние 

|- хk| <  q(q - 1)-1 |хk - хk -1|.

Если положить, что  отличается от хk на ве​ли​чи​ну, мень​шую , то | - хk| < и по​сле​до​ва​тель​ность {хk} на​до вы​чис​лять до тех пор, пока не бу​дут вы​пол​нены ус​ло​вия
 q(q - 1)-1 |хk  -  хk-1 | <  или |хk - хk-1 | < (q - 1)/q ,

откуда можно сделать сле​дующий вывод: так как урав​​не​ние F(х) = 0 при​водится к виду w(х)= х раз​ны​ми спо​со​ба​ми, то для метода итераций сле​ду​ет выб​рать такое ура​в​нение для w(х), для ко​то​ро​го вы​полняется усло​вие те​оремы.


В заключение отметим, что при ис​поль​зо​ва​нии ме​то​да простых итераций основным и, по​жа​луй, са​мым важ​ным моментом является выбор функ​​ции w(х) в урав​нении х =w(х), эк​ви​ва​лент​ном ис​ход​но​му. Для метода итераций следует под​​би​рать функ​цию w(х) так, чтобы обязательно вы​​пол​ня​лось условие |w'(х)| < q < 1. При этом не нужно за​бы​вать, что скорость сходимости по​сле​до​ва​тель​нос​ти приближений {хi} к корню  тем вы​​ше, чем мень​ше число q.

1.6. Приближенное решение уравнения F(x)=0 методом парабол

Если в методе Ньютона (1.5) вместо про​из​вод​​ной вы​чис​лять разность первого порядка, то это мож​но рас​смат​ри​вать как замену функции F(х) ин​тер​​по​ля​ци​он​ным мно​го​членом первой сте​​пени, по​​строенным по уз​лам хn, хn-1. Но по трем по​след​ним итерациям можно по​строить ин​тер​​по​​ля​ци​он​ный многочлен второй сте​пе​ни, т.е. за​менить гра​фик функции F(х) параболой. Если вос​​поль​зуем​ся вторым ин​​тер​по​ля​ци​он​ным мно​​го​чле​ном Нью​то​на, то приравняв его к нулю, по​лучим квад​рат​​ное уравнение: 

аz2 + bz + с = 0, 

где z = х - хn; а = F(хn, хn-1, хn-2); b = а(х - хn)+ F(хn, хn-1);   с= F(х0).


Тогда, решив уравнение, выбирают меньший по мо​ду​лю корень, который будет определять но​вое при​бли​же​ние: х n+1= хn + z.


Очевидно, что для начала расчетов надо опре​де​​лить пер​вые три приближения х0 , х2 и х3. Обыч​но задают лю​бые три числа из отрезка, на котором ищется ко​рень, но можно опре​де​лить эти значения и иначе.


 Метод парабол относится к трехшаговым ме​то​​​дам. По срав​не​нию с ранее изученными он сходится гораздо медленнее, но име​ет следующее до​сто​ин​ст​во: да​​же если все пре​ды​ду​щие при​​​ближения дейст​ви​тель​​ны, этот метод мо​жет при​​​вести к ком​плек​сным чис​лам. Во всех же ос​таль​ных методах для схо​димости к ком​плексному кор​​ню требуется за​да​ние комплексного на​​чаль​но​го приближения. Кро​ме того, метод парабол ис​​клю​​​чительно эф​фек​тивен для нахождения всех кор​​ней мно​​го​чле​на высокой степени. Интересно заметить, что ес​ли F(х)- не​который мно​гочлен вы​сокой степени, то, хо​тя схо​димость ме​тода не до​​казана [Касаткин, 1978] при про​из​воль​​ном на​чаль​​ном при​бли​же​нии, на прак​ти​ке ите​рации всег​да сходятся к какому-либо кор​​ню. По те​ореме Гор​нера для алгебраического мно​го​чле​​на частное F(х)/(х - хn) будет тоже мно​го​чле​ном, но мень​​шей степени. Поэтому, по​сле​до​ва​тельно уда​ляя най​ден​ные кор​ни, можно найти все корни мно​го​чле​на.
§2. Методы решения систем линейных и нелинейных уравнений
Система m линейных алгебраических ура​в​не​ний с n не​известными в общем виде может быть за​​​писана сле​ду​ющим образом:



          


(1.6)

или в матричном виде AX = B, где A - прямоу​голь​​​ная мат​рица размерности m(n, X - век​тор n-го по​ряд​ка, B - век​тор m-го порядка. Ре​ше​нием сис​​темы (1.6) на​зы​ва​ет​ся такая упо​​ря​до​ченная со​​во​куп​ность чисел 

 

 которая об​ра​ща​ет все уравнения сис​​те​мы в вер​ные ра​​вен​ства. Две системы называются эк​​ви​ва​лентными (рав​но​​силь​ны​ми), если множества их ре​ше​​ний сов​​падают.


Система линейных уравнений  называется сов​​​мест​​​​ной, ес​ли она имеет хотя бы одно ре​ше​ние, и не​​сов​​мест​ной - в про​тивном случае. Сов​мест​​ная сис​​те​ма на​зы​ва​ет​​ся определенной, если она имеет един​ст​вен​ное ре​ше​ние, и не​оп​ре​де​лен​ной - в про​тив​​ном слу​чае. Система яв​ля​​ется опре​де​​ленной, ес​​ли  rang A =  rang B, где матри​ца B, по​​лученная из матрицы A добавлением стол​бца сво​бод​ных чле​​нов, на​зы​​вается  рас​ши​рен​ной.


Если матрица A - квадратная и det A  0, то она  на​зы​​вается неособенной (невырожденной), при этом сис​те​ма уравнений, имеющая не​о​со​бен​ную мат​ри​цу A, сов​мес​​тна и имеет единственное ре​​шение.


Eсли уравнения (1.6) являются не​ли​ней​​​ными от​но​си​тельно неизвестного вектора Х,  то со​от​вет​с​т​ву​ю​щая сис​тема, записанная в век​тор​ной форме



                            


(1.7)

на​​​зы​вается системой нелинейных уравнений. Она мо​жет быть также представлена в ко​орди​натном виде:



    1 < k < n.


Многообразие численных методов решения сис​​​тем ли​нейных алгебраических уравнений мож​​​​но раз​де​лить на  два класса:  прямые  (или точ​​ные) и ит​е​ра​ционные (или при​ближенные) ме​то​ды. За​ме​тим, что не​ли​ней​​​ные системы ре​шают толь​ко ите​ра​ци​онными ме​то​​да​ми, один из ко​торых ме​​тод Нью​то​на.

2.1. Решение систем нелинейных уравнений методом Ньютона


Очень распространенной является вы​чис​ли​тель​ная за​​да​​ча нахождения некоторых или всех ре​​шений сис​темы (1.7) из n нелинейных ал​геб​ра​и​ческих или транс​цен​ден​тных уравнений с n не​из​вест​ны​ми.


Обозначим через Х вектор-столбец (х1, х2, ..., хn)T   и  за​пишем систему уравнений в виде формулы (1.7) F(Х) = 0, где F = (f1, f2, ..., fn)T.


Подобные системы уравнений могут воз​ни​кать не​​по​средственно, например, при конс​тру​и​ро​ва​нии фи​​​​зи​чес​ких систем, или опо​​сре​до​ван​но. Так, к при​​​ме​ру, при ре​шении задачи ми​​ни​ми​за​ции не​ко​то​​рой функ​ции G(х) час​то не​об​ходимо опре​де​лить те точ​ки, в ко​то​рых гра​ди​ент этой функ​ции ра​вен нулю. Полагая F = grad G, по​лу​​ча​ем не​ли​ней​ную си​стему.


Основная идея метода Ньютона состоит в вы​де​​​лении из  уравнений линейных частей, ко​то​рые яв​​ля​ют​ся глав​ны​ми при малых при​ра​ще​ни​ях ар​гу​мен​тов. Это по​з​во​ля​ет свес​ти исходную за​дачу к ре​​​шению по​сле​до​ва​тель​нос​ти ли​ней​​ных систем. При решении единственного ура​в​не​ния (n=1) по​лу​​ча​ем рас​смот​ренный ранее ме​тод Ньютона (1.5).


Метод Ньютона для n уравнений применим толь​​ко тог​да, когда могут быть вычислены все част​​​ные про​из​вод​ные функций fi по переменным хi. Пусть J(х) обо​зна​чает мат​ри​цу Якоби и  ее (i, j)-й  эле​мент  есть  значение про​изводной  

 в точке xi. Как и в одномерном слу​чае (n = 1), ме​тод Ньютона на​чи​на​ется с  про​из​воль​но​​го Х,  обо​зна​чен​ного  Х0. Да​лее F ли​не​а​ри​зу​ют для Х0, раз​ла​гая его в ряд Тей​ло​ра и учи​ты​вая лишь пер​вые чле​​ны: 

F(Х)= F(Х0) + J(Х 0)(Х - Х0) +  ...

Линейное приближение к F около Х0 в опе​ра​тор​ной фор​ме задается 

L(Х) = F(Х0 ) + J 0(Х - Х0),  где J0 = J(Х0).


Чтобы найти следующее приближение Х к ре​ше​​​​нию сист​емы F(Х) = 0, решают уравнение F(Х0) +J0(Х1 - Х0) = 0. Естественно, решение мож​​но так​же за​пи​сать в фор​ме X1 = =X0 - (J0) -1 F(X0), силь​но на​по​ми​на​ющей од​но​мер​ную фор​му​​лу метода Нью​​​тона.


Однако для большинства систем из n урав​не​ний  с n не​​из​вестными вычисление обратной мат​ри​​цы (J0) -1 не яв​ля​ется не​обходимым, а на​о​бо​рот, пре​д​поч​ти​тель​нее ре​шать ли​ней​​ную  сис​те​му  от​но​​​си​тельно по​правки Х1 - Х0.


В общем случае, имея Хk, можно найти Хk+1 при​​бав​ле​нием к Хk поправки Хk+1 - Хk, по​лу​чен​ной из ре​шения ли​нейной системы

F(Хk ) + J k(Хk+1 - Хk) = 0.     

                    (1.8)

 
Сходимость итерационного процесса (1.8) до​ка​​зы​ва​ется теоремой Дж.Форсайта и  др. (1980), ко​​​то​рую сфор​му​лируем неформально.


Пусть r - решение системы F(Х) = 0 такое, при ко​то​ром J(n) не вырождена и вторые частные про​из​вод​​ные функ​ции F непрерывны вблизи r. Тогда, ес​ли Х0 до​ста​точ​но близко к r, то ньютоновы ите​ра​ции схо​дятся. Бо​лее того, для еk = хk - r при k( ( от​но​ше​ние 



 

ограничено. Cхо​ди​мость  про​цесса  будет 2-го по​ряд​​ка.


Как и в одномерном случае, здесь основная про​​​бле​ма сос​тоит в удачном выборе начального при​​бли​​же​ния, ко​то​рое желательно было бы выбрать до​ста​точ​но близ​ко к пред​полагаемому корню, что​​бы могла на​чаться быстрая схо​​ди​​мость.

  
На практике такое приближение достигается или очень большим везением (удачно выбран Х0), или му​жест​вом и настойчивостью ис​сле​до​ва​те​ля (выполняется очень мно​го ите​раций до того, как про​цесс  нач​нет быстро схо​дить​ся).


Еще одно замечание по поводу матрицы Яко​би.  Если вы​числение производной функции уже в од​но​мер​ном слу​чае бывает более сложной за​да​чей, чем отыс​кание значения са​мой функции, то для сис​те​мы n урав​нений вычисление F'(Х) во мно​​го раз бо​лее тру​до​емко, чем вычисление F(Х).


Попытки избежать перечисленные труд​нос​ти пре​​в​ра​ти​лись в отдельную вы​​​чис​ли​тельную задачу. Прямое обоб​ще​ние ме​то​​да се​ку​щих оказалось не​у​дов​ле​тво​ри​тель​ным, так как при​бли​же​ния к J(Х), получающиеся как n-мер​​ный аналог ме​тода секущей (метод хорд), часто ока​зы​ва​​ются вы​​рож​​ден​ными. Популярны так на​зы​ва​е​мые ква​зи​нью​​то​новские методы, которые на​чи​на​ют​​ся с очень труд​ных начальных итераций, но по ме​ре при​бли​же​ния к  ре​ше​​нию точность их воз​рас​та​ет. Эти ме​то​ды ши​роко ис​пользуют в за​да​чах мно​го​мер​ной оп​ти​ми​за​ции.


Полная информация по рассмотренным мето​дам име​ет​ся в работах Островского (1963) и Ортега, Рейн​​​болда (1975), последнюю можно счи​​тать пол​ным справочником по методам решения сис​тем нелинейных урав​не​ний.

2.2. Одно из возможных обобщений метода секущих

При решении системы m ура​в​не​ний с n не​известными (1.6) одним из возможных обобщений метода секущих является следующий метод. Пусть определены приближения xn-m,…, xn  и известны значения fi(xn-m),…, fi(xn). Пусть y=Li(x) уравнение плоскости, проходящей через точки (xn-m, fi(xn-m)),…, (xn, fi(xn)). За следующее приближение xn+1 принимаем решение системы уравнений Li(x)=0, i=1,…, m.
При больших n эти плоскости становятся практически параллельными, поэтому для m > 1 этот метод применяется редко, обычно в случае, когда можно ограничиться невысокой точностью.
2.3. Метод простейших секущих

Можно связать задание последовательности (
[image: image5.wmf])
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 где j=1,…n, a k=1,2,…,приходим к простейшему методу секущих — обобщению скалярного метода секущих (1.3):
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где
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k=1,2,3,….

Этот метод является двухшаговым и требует задания двух начальных точек 
[image: image11.wmf])
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 и n = 1 сходимость метода (2.1) имеет порядок 
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. Можно рассчитывать на такую же скорость и в многомерном случае.
2.4. Метод секущих Бройдена

Чтобы приблизиться к пониманию идей, лежащих в основе предлагаемого вниманию метода, вернемся сначала к одномерному случаю.

В процессе построения методов Ньютона и секущих решения нелинейного скалярного уравнения
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[image: image143.wmf]функция f(x) в окрестности текущей точки 
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 подменяется линейной функцией (аффинной моделью)
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Приравнивание к нулю последней, т.е. решение линейного уравнения
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порождает итерационную формулу


[image: image17.wmf])

(

1

1

k

k

k

k

x

f

a

x

x

-

+

-

=

                                      (2.3)

для вычисления приближений к корню уравнения (2.2).

Если потребовать, чтобы заменяющая функцию f(x) вблизи точки 
[image: image18.wmf]k
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 аффинная модель 
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 имела в этой точке одинаковую с ней производную, то, дифференцируя (2.2а), получаем значение коэффициента
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подстановка которого в (2.3) приводит к известному методу Ньютона (1.5). Если же исходить из того, что наряду с равенством 
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 должно иметь место совпадение функций f(x) и 
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или, в соответствии с (2.2а)
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то получаем коэффициент
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превращающий (2.3) в известную формулу секущих.

Равенство (2.4), переписанное в виде
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называют соотношением секущих в 
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В n-мерном векторном пространстве 
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 соотношение секущих представляется равенством
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где 
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 — некоторая матрица линейного преобразования в 
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соотношение секущих в 
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 обретает более короткую запись:
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Аналогично одномерному случаю, а именно, по аналогии с формулой (2.3), будем искать приближения к решению 
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Желая, чтобы эта формула обобщала метод секущих, обратимую n x n-матрицу 
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 в ней нужно подобрать так, чтобы она удовлетворяла соотношению секущих (2.5). Но это соотношение не определяет однозначно матрицу 
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: глядя на равенство (2.5а), легко понять, что при n>1 существует множество матриц 
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, преобразующих заданный n-мерный вектор 
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 (отсюда — ясность в понимании того, что могут быть различные обобщения одномерного метода секущих).

При формировании матрицы 
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 будем рассуждать следующим образом.

Переходя от имеющейся в точке 
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 аффинной модели функции F(x)
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к такой же модели в точке 
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мы не имеем о матрице линейного преобразования 
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 никаких сведений, кроме соотношения секущих (2.3). Поэтому исходим из того, что при этом переходе изменения в модели должны быть минимальными. Эти изменения характеризует разность 
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 равенство (2.8) и преобразуем результат, привлекая соотношение секущих (2.5). Имеем:
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Представим вектор 
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 в виде линейной комбинации фиксированного вектора 
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 определенного в (2.6), и некоторого вектора t, ему ортогонального:
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Подстановкой этого представления вектора 
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Анализируя выражение (2.10), замечаем, что первое слагаемое в нем не может быть изменено, поскольку
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- фиксированный вектор при фиксированном k. Поэтому минимальному изменению аффинной модели 
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 будет отвечать случай, когда второе слагаемое в (2.10) будет нуль-вектором при всяких векторах t, ортогональных векторам 
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Непосредственной проверкой убеждаемся, что условие (4.4.10) будет выполнено, если матричную поправку 
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 взять в виде одноранговой nхn-матрицы
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Таким образом, приходим к так называемой формуле пересчета С. Бройдена (1965 г.)
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которая позволяет простыми вычислениями перейти от старой матрицы 
[image: image72.wmf]1
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 такой, чтобы выполнялось соотношение секущих (2.5а) в новой точке и при этом изменения в аффинной модели (2.8) были минимальны 
Совокупность формул (2.7), (2.12) вместе с обозначениями (2.6) называют методом  секущих Бройдена или просто методом Бройдена решения систем нелинейных числовых уравнений.
Хотя в методах секущих обычным является задание двух начальных векторов (
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), для метода Бройдена характерно другое начало итерационного процесса. Здесь нужно задать один начальный вектор 
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 и далее в цикле по k = 0,1,2,... последовательно выполнять следующие операции: 
1. решить линейную систему
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относительно вектора 
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2. найти векторы 
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3. сделать проверку на останов (например, с помощью проверки на малость величин 
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 и если нужная точность не достигнута, вычислить новую матрицу 
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 по формуле пересчета (см. (4.4.11))
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В качестве матрицы 
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, требуемой равенством (2.13) для запуска итерационного процесса Бройдена, чаще всего берут матрицу Якоби 
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 или какую-нибудь ее аппроксимацию. При этом получаемые далее пересчетом (2.15) матрицы 
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,... не всегда можно считать близкими к соответствующим матрицам Якоби 
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,... (что может иногда сыграть полезную роль при вырождении матриц 
[image: image94.wmf])

(

*

x

F

¢

). Но, в то же время, показывается, что при определенных требованиях к матрицам Якоби 
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 обладают «свойством ограниченного ухудшения», означающим, что если и происходит увеличение 
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 с увеличением номера итерации k, то достаточно медленно. С помощью этого свойства доказываются утверждения о линейной сходимости (
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, а в тех предположениях, при которых можно доказать квадратичную сходимость метода Ньютона, — о сверхлинейной сходимости последовательности приближений по методу Бройдена.
Как и в случаях применения других методов решения нелинейных систем, проверка выполнимости каких-то условий сходимости итерационного процесса Бройдена весьма затруднительна.
Формуле пересчета (2.15) в итерационном процессе  можно придать чуть более простой вид. 

Так как, в силу (2.13) и (2.14),
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то из формулы (2.15) получаем формально эквивалентную ей формулу пересчета
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которую можно использовать вместо (2.15) в совокупности с формулой (2.7) или с (2.13), (2.14) (без вычисления вектора 
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). Такое преобразование итерационного процесса Бройдена несколько сокращает объем вычислений (на одно матрично-векторное умножение на каждой итерации). Не следует, правда, забывать, что при замене формулы (2.15) формулой (2.15а) может измениться ситуация с вычислительной устойчивостью метода; к счастью, это случается здесь крайне редко, а именно, в тех случаях, когда для получения решения с нужной точностью требуется много итераций по методу Бройдена, т.е. когда и применять его не стоит.
Глава 2. Многомерный метод секущих
§1. Метод секущих на примере системы двух уравнений
Задачу нахождения решений уравнений можно формулировать различными способами. Например, как задачу на нахождение корней: f(x) = 0 или как задачу на нахождение неподвижной точки: F(x) = x. Для случая одной переменной обычно рассматривают два основных метода численного решения уравнения f(x)=0: метод Ньютона и метода секущих (хорд). Метод Ньютона более эффективен, быстрее сходится, но требует вычисления производной. Для численного решения системы n уравнений от m неизвестных хорошо известно, как можно обобщить метод Ньютона. Построим обобщение метода секущих на случай нескольких переменных. Исследуем свойства метода. Проверим метод на примере системы двух уравнений:
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Заменим уравнения на линейные выражения вида:

u = f1(x,y)≈a10+a11x+a12y

v = f2(x,y)≈a20+a21x+a22y

Возьмем 3 начальные точки (x0,y0), (x1,y1), (x2,y2) (минимальное количество точек, которые нужны для данного алгоритма) и подставим их в полученные выше выражения. Получим систему шести уравнений с шестью неизвестными a10, a11,  a12, a20 ,a21, a22.
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Находим единственное решение системы и получаем новую систему с двумя неизвестными (x3, y3) – координатами новой точки:
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Точка с координатами (x3, y3) – новое приближение. Повторяем данную процедуру с новой последовательностью из трех точек (x1,y1), (x2,y2), (x3, y3) ((x0,y0) = (x3, y3)). Будем повторять процесс до поставленной нами точности.
Реализация алгоритма метода секущих в пространстве. Программа для решения поставленной задачи была реализована на языке программирования С++. Программа состоит из процедур и функций, как использующий друг друга, так и нет.
Описание переменных.
Синтаксис:
double x,  y;
Описание:
Переменные вещественного типа – координаты нового приближения.

Синтаксис:
double error;

Описание:
Переменная вещественного типа – погрешность приближений 
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, где (x*, y*) –решение исходной системы уравнений.
Синтаксис:
double s0[2],  s1[2], s2[2] ;

Описание:
Массив вещественных чисел длины 2. Начальные точки приближения с двумя координатами (x, y), значения которых сначала считываются с формы.
s0[0] = StrToFloat(Form1->Edit1->Text); - x0
s0[1] = StrToFloat(Form1->Edit2->Text); - y0
s1[0] = StrToFloat(Form1->Edit3->Text); - x1
s1[1] = StrToFloat(Form1->Edit4->Text); - y1
 s2[0] = StrToFloat(Form1->Edit5->Text); - x2
s2[1] = StrToFloat(Form1->Edit6->Text); - y2
Синтаксис:
double b[6];

Описание:
Массив вещественных чисел длины 6. На каждой итерации хранит значения коэффициентов a10, a11,  a12, a20 ,a21, a22, значения которых находим по следующим формулам:

b[0] = chi2 (s0,s1,s2)/disk1 (s0,s1,s2);

 b[1] = chi3 (s0,s1,s2)/disk1 (s0,s1,s2);

b[2] = -chi1(s0,s1,s2)/disk1 (s0,s1,s2);

b[3] = chi5 (s0,s1,s2)/disk2 (s0,s1,s2);

b[4] = chi6(s0,s1,s2)/disk2 (s0,s1,s2);

b[5] = -chi4(s0,s1,s2)/disk2 (s0,s1,s2);

Описание функций.

Синтаксис:

double u( double s[2]){                        // u(x,y)=x5+y3-xy-1

    return (s[0]*s[0]*s[0]*s[0]*s[0] + s[1]*s[1]*s[1] - s[0] * s[1] - 1);

  }

double v(double s[2]){                         // v(x,y)=x2y+y-2
    return s[0]*s[0]*s[1] + s[1] - 2;

}
Описание:


Возвращают вещественные значения функций в заданной точке (например, u(x,y)=x5+y3-xy-1, v(x,y)= x2y+y-2). 
Синтаксис:

double disk1( double s0[2], double s1[2], double s2[2]){

   return s2[1]*s1[0]-s2[1]*s0[0]-s0[1]*s1[0]-s2[0]*s2[0]+s2[0]*s0[1]+s0[0]*s2[0];

}

double disk2( double s0[2], double s1[2], double s2[2]){

    return s2[1]*s1[0]-s2[1]*s0[0]+s1[1]*s0[0]-s0[1]*s1[0]+s2[0]*s0[1]-s2[0]*s1[1];

}

double chi1( double s0[2], double s1[2], double s2[2]){

    return -s0[0]*u(s1)*s2[1]+s0[0]*s2[0]*u(s2)+u(s0)*s1[0]*s2[1]+u(s1)*s2[0]*s0[1]-s0[1]*s1[0]*u(s2)-s2[0]*s2[0]*u(s0);

}

double chi2( double s0[2], double s1[2], double s2[2]){

    return u(s1)*s2[1]-s0[1]*u(s1)-u(s0)*s2[1]-u(s2)*s2[0]+s2[0]*u(s0)+s0[1]*u(s2);

}

double chi3( double s0[2], double s1[2], double s2[2]){

    return u(s2)*s1[0]-s0[0]*u(s2)-u(s0)*s1[0]-u(s1)*s2[0]+s2[0]*u(s0)+s0[0]*u(s1);

}

double chi4( double s0[2], double s1[2], double s2[2]){

    return -s0[0]*v(s1)*s2[1]+s0[0]*s1[1]*v(s2)+v(s1)*s2[0]*s0[1]+v(s0)*s1[0]*s2[1]-s1[1]*s2[0]*v(s0)-s0[1]*s1[0]*v(s2);

}

double chi5( double s0[2], double s1[2],double s2[2]){

    return -v(s0)*s2[1]+v(s0)*s1[1]+v(s1)*s2[1]+s0[1]*v(s2)-s0[1]*v(s1)-s1[1]*v(s2);

}

double chi6( double s0[2], double s1[2], double s2[2]){

    return v(s2)*s1[0]-s0[0]*v(s2)+v(s1)*s0[0]-v(s0)*s1[0]+s2[0]*v(s0)-s2[0]*v(s1);

}
Описание:


Промежуточные функции. Возвращают вещественные значения числителей и знаменателей для дальнейшего нахождения коэффициентов a10, a11,  a12, a20 ,a21, a22. 
Программа вычисляет данный алгоритм в цикле до тех пор, пока не будет получена заданная нами точность искомого приближения или ограничимся определенным количеством итераций, которых будет достаточно для определенных выводов. На каждом шаге вычисляется новое приближение.
x = (b[2]*b[4]-b[1]*b[5]) / (b[0]*b[4]-b[3]*b[1]);

y = (b[0]*b[5]-b[3]*b[2]) / (b[0]*b[4]-b[3]*b[1]);

Также находим погрешность приближений 
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.
error = sqrt((1-x)*(1-x)+(1-y)*(1-y));

Все результаты вычислений записываются в текстовый файл result.txt.
    fprintf(f,"%12.10f",x);

    fprintf(f,"             ");

    fprintf(f,"%12.10f",y);

    fprintf(f,"             ");

    fprintf(f,"%12.10f",error);

    fprintf(f,"\n");

Берем за новые приближения 2 предыдущие точки и одну вновь полученную и повторяем итерационный процесс. 
s0[0]=s1[0];

   s0[1]=s1[1];

   s1[0]=s2[0];

   s1[1]=s2[1];

   s2[0]=x;

   s2[1]=y;
Проверим и сравним  метод на примере системы уравнений:
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Процесс сходимости итераций данного метода от начальных приближений (x0,y0)=(2,2), (x1,y1)=(2,1.9), (x2,y2)=(2.1,2) к корню (x, y)=(1,1) системы уравнений   
[image: image112.wmf]î

í

ì

=

-

+

=

-

-

+

.

0

2

x

0,

1

y

  

x

2

3

5

y

y

xy


(1.1) 
иллюстрируется таблицей 1. Во второй и третий столбцы помещены компоненты вектора приближений, полученные в ходе итераций. Погрешность приближений занесена в четвертый столбец таблицы. 
Таблица 1.
	 № итерации
	x
	y
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	1
	1.5084959619
	1.2060666225
	 0.5486634635

	2
	1.4125238726
	1.2575836992
	0.4863386758

	3
	1.2657177572
	1.0485618448
	0.2701188243

	4
	1.1561110956
	 0.9103072064
	0.1800429710

	5
	1.1121645083
	 0.8665590423
	0.1743197238

	6
	1.0792790483
	0.8789224006
	0.1447237112

	7
	1.0557508673
	0.9402909725
	0.0816904350

	8
	1.0193080800
	0.9781842595
	0.0291329450

	9
	1.0046597083
	0.9947797193
	0.0069974432

	10
	1.0016417111
	0.9983834821
	0.0023039847

	11
	0.9999558928
	0.9999571679
	0.0000614819

	12
	1.0000823845
	0.9999167367
	0.0001171324

	13
	1.0000071374
	0.9999928006
	0.0000101377

	14
	1.0000095403
	0.9999904599
	0.0000134919

	15
	0.9999998884
	1.0000001113
	0.0000001576

	16
	1.0000000012
	0.9999999988
	0.0000000017

	17
	1.0000000000
	1.0000000000
	0.0000000000



Как видно, итерации сходятся – результат с семью верными цифрами после десятичной точки получается после шестнадцати итераций.
Сравним результат, полученный данным методом, с результатами, полученными другими итерационными методами: методом Ньютона  методом Бройдена.

Метод Ньютона: Процесс сходимости итераций метода Ньютона от начального приближения (x0,y0)=(2,2) к корню (x,y)=(1,1) системы уравнений   
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(1.1) 
иллюстрируется таблицей 2. Во второй и третий столбцы помещены компоненты вектора приближений, полученные в ходе итераций. Погрешность приближений занесена в четвертый столбец таблицы. 
Таблица 2.
	 № итерации
	x
	y
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	0
	2.000000000
	2.000000000
	1.414213562

	1
	1.693548387
	0.890322581
	0.702167004

	2
	1.394511613
	0.750180529
	0.466957365

	3
	1.192344147
	 0.822840986
	0.261498732

	4
	1.077447418
	 0.918968807
	0.112089950

	5
	1.022252471
	0.976124950
	0.032637256

	6
	1.002942200
	0.996839728
	0.004317853

	7
	1.000065121
	0.999930102
	0.000095532

	8
	1.000000033
	0.999999964
	0.000000049

	9
	1.000000000
	1.000000000.
	0.000000000


Как видно, итерации сходятся довольно быстро – результат с семью верными цифрами после десятичной точки получается после восьми итераций. Что быстрее в два раза, чем в нашем методе. Однако для обеспечения сходимости метода Ньютона весьма важен удачный выбор начального приближения. Область сходимости сужается с увеличением числа уравнений и ростом их сложности. При обсуждении многомерного метода Ньютона следует учитывать значительный объем вычислений при решении линейной системы в случае, когда число уравнений в системе велико. Вычисление последовательных приближений связано с большой вычислительной работой, так как на каждом шаге нужно решать систему со своей матрицей. При n измерениях требуется уже n2 вычислений частных производных fi'(x), что во много раз более трудоемко, чем n вычислений fi(x). Также недостатком метода Ньютона является тот факт, что не всегда возможно или трудно задать производные аналитически. В связи с этим вместо рассмотренного метода Ньютона иногда применяют следующий более простой метод. 

Метод Бройдена: Поскольку прямое вычисление матрицы Якоби не всегда возможно, а её конечно-разностная аппроксимация зачастую дает неудовлетворительные результаты, заслуживают внимания итерационные алгоритмы, в которых вместо матрицы Якоби используется её некоторым способом составленные приближения. Такие алгоритмы носят название квазиньютоновских. Наиболее популярным из них является метод Бройдена. Процесс сходимости итераций метода Бройдена от начального приближения (x0,y0)=(2,2) к корню (x,y)=(1,1) системы уравнений   
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(1.1) 
иллюстрируется таблицей 3. Во второй и третий столбцы помещены компоненты вектора приближений, полученные в ходе итераций. Погрешность приближений занесена в четвертый столбец таблицы. 
Таблица 3.
	 № итерации
	x
	y
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	0
	2.000000000
	2.000000000
	1.414213562

	1
	1.694513211
	0.889023252
	0.703323850

	2
	1.532940994
	0.835742461
	0.557679695

	3
	1.330935487
	 0.770464391
	0.402746685

	4
	1.251500757
	 0.804076528
	0.318808151

	5
	1.139841409
	0.866849425
	0.193092452

	6
	1.087198127
	0.913245001
	0.123003835

	7
	1.039140157
	0.958904664
	0.056751903

	8
	1.016525113
	0.982554663
	0.024029547

	9
	1.003700722
	0.996037640.
	0.005421774

	10
	1.000537288
	0.999428320
	0.000784536

	11
	1.000005832
	0.999993444
	0.000008775

	12
	1.000000808
	0.999999157
	0.000001167

	13
	0.999999806
	1.000000202
	0.000000280

	14
	1.000000000
	1.000000000
	0.000000000


Как видно, итерации сходятся довольно быстро – результат с шестью верными цифрами после десятичной точки получается после тринадцати итераций. Метод Бройдена является одним из возможных вариантов многомерного обобщения метода секущих. Скорость сходимости у метода Бройдена, как и у любого метода секущих, несколько ниже, чем у метода Ньютона. Это подтверждают таблицы 1 и 3,   содержащие результаты применения нашего метода и метода Бройдена к системе уравнений (1.1), которая также решалась методом Ньютона (см. табл. 2).
Сравнив результаты всех трех методов, можно сделать вывод, что методы имеют ряд общих особенностей: для обеспечения сходимости весьма важен удачный выбор начального приближения. Область сходимости сужается с увеличением числа уравнений и ростом их сложности. Но основной отличительной чертой метода Ньютона для многомерного случая от всевозможных обобщений метода секущих является проблема большого объема вычислений и трудность нахождения производных функций. Поэтому актуально и необходимо обобщение метода секущих на многомерный случай, так как практичность и удобство любого метода заключается не только в малом количестве итераций, но и в количестве вычислений на каждом шаге метода. 
Проверим метод на примере системы уравнений:
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Решением данной системы очевидно является две пары точек (0,0) (вырожденная точка) и (1,1) (невырожденная точка), что отличает данную систему от предыдущего примера. Применим данный метод в окрестности каждой из этих точек. Результаты представим в таблицах. 
Процесс сходимости итераций данного метода от начальных приближений (x0,y0)=(0.1,0.1), (x1,y1)=(0.18,-0.1), (x2,y2)=(0.23,0.09) к корню (x, y)=(0,0) системы уравнений  
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 (1.2)
иллюстрируется таблицей 4. Во второй и третий столбцы помещены компоненты вектора приближений, полученные в ходе итераций. Погрешность приближений занесена в четвертый столбец таблицы. 
Таблица 4.

	 № итерации
	x
	y
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	1
	0.0775574859
	0.1989473017
	0.2135303081

	2
	0.0816777903
	0.2782687647
	0.2900082186

	3
	0.1078926914
	0.2039500310
	0.2307302494

	4
	0.0992467523
	0.1909547666
	0.2152060425

	5
	0.0984857323
	0.1825531019
	0.2074248647

	6
	0.1585434256
	0.2336237306
	0.2823403359

	7
	0.0757852143
	0.1414478013
	0.1604708048

	8
	0.0043731300
	0.0340882074
	0.0343675741

	9
	0.0046240283
	0.0344258717
	0.0347350296

	10
	0.0050971152
	0.0353903288
	0.0357555025

	11
	0.0112370062
	0.0298783785
	0.0319215884

	12
	0.0057869490
	0.0289821438
	0.0295542457

	13
	0.0082248555
	0.0293444725
	0.0304753394

	14
	0.0059993792
	0.0291170080
	0.0297286512

	15
	0.0047899533
	0.0254248101
	0.0258720819

	16
	0.0042746717
	0.0216677820
	0.0220854159

	17
	-0.0023929887
	0.0259486516
	0.0260587589

	18
	0.0019022401
	0.0176646061
	0.0177667337

	19
	0.0016990375
	0.0144808532
	0.0145801864

	20
	0.0018371433
	0.0128221799
	0.0129531229

	21
	0.0018200649
	0.0113680925
	0.0115128694

	22
	0.0017320694
	0.0094451207
	0.0096026231

	23
	0.0020181297
	0.0121267009
	0.0122934829

	24
	0.0010049161
	0.0083834418
	0.0084434562

	25
	0.0008509611
	0.0073080843
	0.0073574609

	26
	0.0006652384
	0.0056035907
	0.0056429399

	27
	0.0000999723
	-0.0029009657
	0.0029026878

	28
	0.0000131355
	-0.0042283324
	0.0042283528

	29
	-0.0002449898
	-0.0081097248
	0.0081134244

	30
	0.0001211484
	-0.002577446'2
	0.0025802918

	31
	0.0001996331
	-0.0013748498
	0.0013892679

	32
	0.0002336910
	-0.0008525201
	0.0008839694

	33
	-0.0000316606
	-0.0049239492
	0.0049240509

	34
	0.0003255265
	0.0005558035
	0.0006441157

	35
	0.0001333769
	-0.0023908162
	0.0023945337

	36
	0.0001923476
	-0.0014864502
	0.0014988435

	37
	0.0001104599
	-0.0027421056
	0.0027443295

	38
	0.0006626414
	0.0057293270
	0.0057675195

	39
	0.0001024441
	-0.00286525653
	0.0028670873

	40
	0.0003307740
	0.0006406648
	0.0007210152


Несмотря на то, что начальные приближения были выбраны достаточно близко к корню (0,0) системы уравнений (1.2), последовательность из новых приближений не сходится. Сходимости данного метода в окрестности вырожденной точки (0,0) нет. 
Процесс сходимости итераций данного метода от начальных приближений (x0,y0)=(1.1,1.1), (x1,y1)=(0.8,1.1), (x2,y2)=(0.95,0.77) к корню (x,y)=(1,1) системы уравнений  
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иллюстрируется таблицей 5. Во второй и третий столбцы помещены компоненты вектора приближений, полученные в ходе итераций. Погрешность приближений занесена в четвертый столбец таблицы. 

Таблица 5.

	№ итерации 
	x
	y
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	1
	1.0728892348
	1.0348109676
	0.0807752686

	2
	1.0499037450
	1.0405258942
	0.0642863272

	3
	1.0661936716
	1.0542196966
	0.0855650493

	4
	1.0654986267
	1.0486652382
	0.0815988695

	5
	1.1616446868
	1.1191093661
	0.2007885601

	6
	0.8605927768
	0.8991911471
	0.1720372015

	7
	0.9487674879
	0.9632020336
	0.0630782104

	8
	0.9730733420
	0.9805350718
	0.0332254171

	9
	1.0227149116
	1.0173219303
	0.0285660021

	10
	0.9844283175
	0.9883311011
	0.0194586870

	11
	1.1717998534
	1.1286405491
	0.2146242775

	12
	1.0048082019
	1.0039376382
	0.0062148049

	13
	0.9976520836
	0.9997553474
	0.0023606284

	14
	0.9883459576
	0.9916132423
	0.0143580781

	15
	0.9951745366
	0.9963737487
	0.0060361242

	16
	0.9963196059
	0.9972378988
	0.0046015762

	17
	1.0014455423
	1.0010869766
	0.0018086212

	18
	0.9999746628
	0.9999800788
	0.0000322309

	19
	1.0000113274
	1.0000083465
	0.0000140704

	20
	1.0000021003
	1.0000015779
	0.0000026270


Если сравнить результаты, занесенные в таблицы 4 и 5, можно говорить, что ситуация в окрестности невырожденной точки (1,1) намного лучше, чем в окрестности вырожденной точки (0,0). На каждой итерации новое приближении все ближе к корню (1,1) системы (1.2), и лишь иногда наблюдаются незначительные отклонения (скочки, например, шаги 3, 5 11, 14), что не позволяет нам говорить о сходимости данного метода в целом. Также при выборе начального приближения для данного метода, нужно накладывать на него ограничения: три точки не должны лежать на одной прямой.
Анализируя результаты, представленные в таблицах, очевидно, что необходима модернизация данного метода, который в дальнейшем мы будем называть комбинированный метод секущих и метод Ньютона.
§2. Комбинированный метод секущих и метод Ньютона в пространстве
В силу плохой сходимости модернизируем предыдущий метод. На каждом шаге нахождения нового приближения будем сравнивать площадь треугольника, построенного по трем точкам (начальным приближениям), и площадь квадрата, с наибольшей длиной стороны. Если площадь треугольника меньше 5% площади квадрата в невырожденной точке (в вырожденной точке 0,1%), то следующее приближение - точка s3(x3,y3) с координатами конца вектора [s2s3], который получаем поворотом вектора [s2s1] на 90 градусов, если нет, то оставляем координаты двух точек и, используя координаты найденной точки, повторяем процедуру нахождения координат нового приближения. 
Процентное соотношение было получено путем многократных экспериментов, после которых был сделан вывод, что наилучшая сходимость достигается при сравнении площадей в данном соотношении соответственно в каждой из двух точек – решений данной системы уравнений.
Для реализации алгоритма комбинированного метода секущих и метода Ньютона в пространстве в программе используются новые функции.
Описание функций.

Синтаксис:

double Square(double s0[2], double s1[2], double s2[2]){

        if
(((s1[0]-s0[0])*(s1[0]-s0[0])+(s1[1]-s0[1])*(s1[1]-s0[1]))  > 

((s2[0]-s0[0])*(s2[0]-s0[0])+(s2[1]-s0[1])*(s2[1]-s0[1]))) {
 if
(((s1[0]-s0[0])*(s1[0]-s0[0])+(s1[1]-s0[1])*(s1[1]-s0[1])) >
 ((s2[0]-s1[0])*(s2[0]-s1[0])+(s2[1]-s1[1])*(s2[1]-s1[1])))

               
 return ((s1[0]-s0[0])*(s1[0]-s0[0])+(s1[1]-s0[1])*(s1[1]-s0[1]));

       
}

        
else{

if
(((s2[0]-s0[0])*(s2[0]-s0[0]) + (s2[1]-s0[1])*(s2[1]-s0[1])) > ((s2[0]-s1[0])*(s2[0]-s1[0]) +(s2[1]-s1[1])*(s2[1]-s1[1])))

                

return ((s2[0]-s0[0])*(s2[0]-s0[0])+ (s2[1]-s0[1])*(s2[1]-s0[1]));

        

else{
return((s2[0]-s1[0])*(s2[0]-s1[0])+(s2[1]-s1[1])*(s2[1]-s1[1]));}

        }
}

Описание:


Возвращает площадь квадрата с наибольшей стороной. 
Синтаксис:

double SquareTriangle(double s0[2], double s1[2], double s2[2]){          ì

    return (((s0[0]-s2[0])*(s1[1]-s2[1])-(s1[0]-s2[0])*(s0[1]-s2[1]))/2);

}

Описание:


Возвращает площадь треугольника, построенного по трем точкам. 
На каждом шаге нахождения нового приближения сравниваем площадь треугольника и площадь квадрата. 

Синтаксис:

if  (SqT > 0.05*Sq) {

   

s0[0]=s1[0];

   

s0[1]=s1[1];

   

s1[0]=s2[0];

   

s1[1]=s2[1];

   

s2[0]=x;

   

s2[1]=y;  }

   else {

   s0[0]=(s2[1]-s1[1])+s2[0];  

   s0[1]=(s1[0]-s2[0])+s2[1];
}

Применим комбинированный метод секущих и метод Ньютона в окрестности каждой из точек решения системы уравнений (1.2) и сравним с полученными ране результатами. Результаты представим в таблицах.

Процесс сходимости итераций комбинированного метода секущих и метод Ньютона от начальных приближений (x0,y0)=(0.1,0.1), (x1,y1)=(0.18, -0.1), (x2,y2)=(0.23,0.09) к корню (x, y)=(0,0) системы уравнений 
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 (1.2)

иллюстрируется таблицей 6. Во второй и третий столбцы помещены компоненты вектора приближений, полученные в ходе итераций. Погрешность приближений занесена в четвертый столбец таблицы. 
Таблица 6.
	 № итерации
	x
	y
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	1
	0.0775574859
	0.1989473017
	0.2135303081

	2
	0.0816777903
	0.2782687647
	0.2900082186

	3
	0.1078926914
	0.2039500310
	0.2307302494

	4
	0.0992467523
	0.1909547666
	0.2152060425

	5
	0.0984857323
	0.1825531019
	0.2074248647

	6
	0.1585434256
	0.2336237306
	0.2823403359

	7
	0.0757852143
	0.1414478013
	0.1604708048

	8
	0.0043731300
	0.0340882074
	0.0343675741

	9
	0.0046240283
	0.0344258717
	0.0347350296

	10
	0.0050971152
	0.0353903288
	0.0357555025

	11
	0.0061811629
	0.0271367582
	0.0278318239

	12
	0.0053715033
	0.0246864991
	0.0252641304

	13
	0.0053121768
	0.0223583695
	0.0229807726

	14
	-0.0298834279
	-0.0098280964
	0.0314580791

	15
	0.0059210399
	0.0279930995
	0.0286124506

	16
	0.0064758116
	0.0285849055
	0.0293092640

	17
	0.0072475960
	0.0294026484
	0.0302827241

	18
	0.0052386247
	0.0231461155
	0.0237315371

	19
	0.0172408440
	0.0371661600
	0.0409703570

	20
	0.0049771269
	0.0213978857
	0.0219690989

	21
	0.0020364580
	0.0078765281
	0.0081355304

	22
	0.0018715258
	0.0072251369
	0.0074635925

	23
	0.0010502646
	0.0039818542
	0.0041180357

	24
	0.0008683777
	0.0021068242
	0.0022787690

	25
	0.0005721236
	0.0003521109
	0.0006717943

	26
	0.0004282043
	-0.0005151954
	0.0006699143

	27
	0.0002788244
	-0.0014201256
	0.0014472387

	28
	0.0006006327
	-0.0017526319
	0.0018526949

	29
	0.0003107321
	0.0139009569
	0.0139044294

	30
	0.0003711413
	-0.0000926478
	0.0003825304

	31
	0.0002986655
	0.0004322531
	0.0005253987

	32
	0.0002480220
	0.0008024742
	0.0008399284

	33
	0.0001499016
	0.0015248637
	0.0015322140

	34
	0.0001478782
	0.0017066033
	0.0017129982

	35
	0.0001036286
	0.0028724640
	0.0028743327

	36
	0.0001236246
	0.0017788767
	0.0017831672

	37
	0.0000979457
	0.0016509073
	0.0016538103

	38
	0.0001089703
	0.0015631191
	0.0015669129

	39
	0.0000243381
	0.0011818784
	0.0011821289

	40
	0.0000346563
	0.0010845015
	0.0010850550


Процесс сходимости итераций комбинированного метода секущих и метод Ньютона от начальных приближений (x0,y0)=(1.1,1.1), (x1,y1)=(0.8,1.1), (x2,y2)=(0.95,0.77) к корню (x, y)=(1,1) системы уравнений  
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иллюстрируется таблицей 7. Во второй и третий столбцы помещены компоненты вектора приближений, полученные в ходе итераций. Погрешность приближений занесена в четвертый столбец таблицы. 

Таблица 7.

	№ итерации 
	x
	y
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	1
	1.0728892348
	1.0348109676
	0.0807752686

	2
	1.0499037450
	1.0405258942
	0.0642863272

	3
	1.0661936716
	1.0542196966
	0.0855650493

	4
	1.0624241328
	1.0462782115
	0.0777074334

	5
	1.0108795926
	1.0089072218
	0.0140607303

	6
	1.0074185209
	1.0056729481
	0.0093389931

	7
	0.9973011253
	0.9980288892
	0.0033420357

	8
	1.0182048584
	1.0136152870
	0.0027330796

	9
	0.9987067313
	0.9990460007
	0.0016070652

	10
	0.9988936628
	0.9991701153
	0.0013830006

	11
	0.9999738651
	0.9999785747
	0.0000337947

	12
	0.9987305923
	0.9990477963
	0.0000268483

	13
	1.0000031686
	1.0000025089
	0.0000040416

	14
	1.0000019228
	1.0000014416
	0.0000024032

	15
	1.0000000035
	1.0000000024
	0.0000000042


Сравнивая результаты, занесенные в таблицы 4 и 6, сказать, что ситуация в окрестности вырожденной точки (0,0) намного улучшилась нельзя. Сходимости метода не достигли. Новые приближения постепенно приближаются к точному решению, но не равномерно, а также требуется большое количество итераций (порядка 50 итераций, чтобы получить 6 верных цифр). В случае невырожденного решения (1,1) ситуация улучшилась. На каждой итерации новое приближении все ближе к корню (1,1) системы (1.2). Также как и ранее при выборе начального приближения для данного метода, нужно накладывать на него ограничения: три точки не должны лежать на одной прямой.

Анализируя результаты, нужно разделить системы на два класса: системы с вырожденным решением и системы с невырожденным решением. Протестируем наши методы на ряде систем с невырожденным решением.
§3. Сравнение методов на различных системах
Проверим метод секущих и комбинированный метод на следующих системах и сравним результаты.
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Все четыре системы имеют невырожденное решение (0,0). Процесс сходимости итераций методов от начальных приближений (x0,y0)=(0.5,0.3), (x1,y1)=(1,1.1), (x2,y2)=(0.9,1) к корню (x,y)=(0,0) систем уравнений  (1.3)-(1.6)

Иллюстрируется в таблицах 8-15. Во второй и третий столбцы помещены компоненты вектора приближений, полученные в ходе итераций. Погрешность приближений занесена в четвертый столбец таблицы. 
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Таблица 8.
	№ итерации 
	x
	y
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	1
	0.3622974261
	0.5970924690
	0.6984116562

	2
	0.1542698477
	0.4044826173
	0.4329034229

	3
	0.0560701109
	0.3585280562
	0.3628859662

	4
	-0.0110821659
	0.2123569087
	0.2126458819

	5
	-0.0307756530
	0.0373334511
	0.0483831312

	6
	-0.0215656128
	-0.0110902877
	0.0242501575

	7
	0.0100469368
	-0.0230783543
	0.0251704465

	8
	-0.0006988711
	 -0.0006447074
	0.0009508251

	9
	0.0000741834
	0.0000380215
	0.0000833595

	10
	-0.0000009045
	0.0000002340
	0.0000009342

	11
	-0.0000000006
	-0.0000000035
	0.0000000036

	12
	0.0000000000
	0.0000000000
	0.0000000000


Таблица 9.
	№ итерации 
	x
	y
	 
[image: image133.wmf]2

2

)

0

(

)

0

(

y

x

-

+

-



	1
	0.3622974261
	0.5970924690
	0.6984116562

	2
	0.1542698477
	0.4044826173
	0.4329034229

	3
	0.0560701109
	0.3585280562
	0.3628859662

	4
	-0.0110821659
	0.2123569087
	0.2126458819

	5
	-0.0307756530
	0.0373334511
	0.0483831312

	6
	-0.0215656128
	-0.0110902877
	0.0242501575

	7
	0.0100469368
	-0.0230783543
	0.0251704465

	8
	-0.0006988711
	 -0.0006447074
	0.0009508251

	9
	0.0000741834
	0.0000380215
	0.0000833595

	10
	-0.0000009045
	0.0000002340
	0.0000009342

	11
	-0.0000000006
	-0.0000000035
	0.0000000036

	12
	0.0000000000
	0.0000000000
	0.0000000000
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Таблица 10.
	№ итерации 
	x
	y
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	1
	0.3586904762
	0.2522619048
	0.4385144539

	2
	0.2262532528
	0.4963461261
	0.5454814491

	3
	0.1272834444
	0.1515269921
	0.1978926592

	4
	-0.1506790223
	0.0009035640
	0.1506817314

	5
	-0.0334798124
	0.0317980257
	0.0461737184

	6
	-0.0077992629
	-0.0049789742
	0.0092530366

	7
	0.0012693688
	-0.0017480894
	0.0021603504

	8
	0.0000764076
	0.0000579826
	0.0000959172

	9
	-0.0000000247
	-0.0000000278
	0.0000000372

	10
	0.0000000000
	0.0000000000
	0.0000000000


Таблица 11.
	№ итерации 
	x
	y
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	1
	0.3586904762
	0.2522619048
	0.4385144539

	2
	0.2262532528
	0.4963461261
	0.5454814491

	3
	0.1747249027
	0.0897012648
	0.1964054697

	4
	0.0829022888
	0.0116836956
	0.0837215517

	5
	0.0001342978
	-0.0488675295
	0.0488677140

	6
	-0.0059800964
	-0.0136906944
	0.0149397679

	7
	-0.0005894039
	-0.0009817445
	0.0011450848

	8
	0.0001554479
	0.0000395673
	0.0001604046

	9
	-0.0000010982
	0.0000074362
	0.0000075168

	10
	-0.0000001902
	0.0000001594
	0.0000002481

	11
	-0.0000000002
	-0.0000000003
	0.0000000003

	12
	0.0000000000
	0.0000000000
	0.0000000000
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Таблица 12.
	№ итерации 
	x
	y
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	1
	0.2656790771
	0.3560828526
	0.4442751062

	2
	0.1102522814
	0.2004984444
	0.2288125690

	3
	0.0440864369
	0.1319653916
	0.1391347495

	4
	0.0022378404
	0.1063742960
	0.1063978326

	5
	-0.0068518848
	0.0243705219
	0.0253154234

	6
	-0.0052723504
	0.0020646601
	0.0056621992

	7
	-0.0152610967
	0.0047720817
	0.0159898041

	8
	-0.0004000874
	0.0001169706
	0.0004168358

	9
	0.0000050836
	0.0000121290
	0.0000131513

	10
	0.0000005250
	0.0000037696
	0.0000038060

	11
	-0.0000000055
	0.0000000008
	0.0000000056

	12
	0.0000000000
	0.0000000000
	0.0000000000


Таблица 13.
	№ итерации 
	x
	y
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	1
	0.2656790771
	0.3560828526
	0.4442751062

	2
	0.1102522814
	0.2004984444
	0.2288125690

	3
	0.3555390755
	0.2030189656
	0.4094199978

	4
	0.1227261204
	0.1229747685
	0.1737368537

	5
	0.0317272747
	0.0293159803
	0.0431977623

	6
	0.0099322795
	0.0007613042
	0.0099614135

	7
	-0.0017985442
	0.0110216888
	0.0111674699

	8
	0.0000178430
	0.0000493779
	0.0000525028

	9
	0.0000878779
	0.0000001391
	0.0000878780

	10
	0.0000017891
	0.0000008915
	0.0000019989

	11
	-0.0000000050
	-0.0000000036
	0.0000000062

	12
	0.0000000000
	0.0000000000
	0.0000000000
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Таблица 14.
	 № итерации
	x
	y
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	1
	0.3148181818
	1.4871818182
	1.5201382332

	2
	1.1553132484
	12.6246292388
	12.6773819111

	3
	0.9321486710
	1.1341206535
	1.4680363761

	4
	0.3671165764
	1.4578274575
	1.5033414371

	5
	0.2887506633
	1.4815320034
	1.5094085010

	6
	0.5874529565
	1.6906780912
	1.7898305462

	7
	1.5962660513
	3.4473277250
	3.7989648261

	8
	-2.1161422157
	-2.0557743325
	2.9502993041

	9
	-0.1539976387
	-0.2301596352
	0.2769273017

	10
	-0.2668030002
	-0.2777066832
	0.3851036780

	11
	0.3714411836
	-0.3995625279
	0.5455444679

	12
	0.1740695488
	0.1778310530
	0.2488455169

	13
	-0.0490037562
	-0.0540243238
	0.0729383006

	14
	0.0274173436
	0.0279036781
	0.0391193811

	15
	0.0038979399
	0.0038480233
	0.0054773368

	16
	0.0001985506
	0.0053883047
	0.0053919616

	17
	0.0000697428
	0.0001000410
	0.0001219518

	18
	0.0000073222
	0.0000000347
	0.0000073222

	19
	0.0000000048
	0.0000000648
	0.0000000649

	20
	0.0000000000
	0.0000000000
	0.0000000000


Таблица 15.
	 № итерации
	x
	y
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	1
	0.3148181818
	1.4871818182
	1.5201382332

	2
	1.1553132484
	12.6246292388
	12.6773819111

	3
	0.9321486710
	1.1341206535
	1.4680363761

	4
	0.3671165764
	1.4578274575
	1.5033414371

	5
	0.2887506633
	1.4815320034
	1.5094085010

	6
	0.5874529565
	1.6906780912
	1.7898305462

	7
	1.5962660513
	3.4473277250
	3.7989648261

	8
	-2.1161422157
	-2.0557743325
	2.9502993041

	9
	-0.1539976387
	-0.2301596352
	0.2769273017

	10
	-0.2668030002
	-0.2777066832
	0.3851036780

	11
	-0.3714411836
	-0.3995625279
	0.5455444679

	12
	0.0129290827
	0.0413303878
	0.0433054516

	13
	0.0028740292
	0.0077933846
	0.0083064365

	14
	-0.0014695759
	-0.0007952534
	0.0016709522

	15
	0.0000265413
	-0.0001435559
	0.0001459889

	16
	0.0000004013
	0.0000005539
	0.0000006840

	17
	-0.0000000013
	-0.0000000008
	0.0000000015

	18
	0.0000000000
	0.0000000000
	0.0000000000



ВЫВОД: тестируя методы на различных системах с невырожденным решением, получаем последовательности из новых приближений, которые сходятся к точному решению данной системы. Можно надеяться, что для систем с большим количеством уравнений данные методы также будут сходиться.

Перспективы работы 
На самом деле существует множество различных способов решения нелинейных систем с невырожденным решением. Намного сложнее найти вырожденное решение. Многомерный метод Ньютона зачастую не справляется с данной задачей, поэтому актуален поиск новых методов для решения данной проблемы. Возможно, один из них  - это обобщение метода секущих на многомерный случай. Представленная работа в дальнейшем может быть использована для разработки таких методов.

Заключение
Разработан алгоритм решения нелинейных и трансцендентных уравнений методом секущих на случай нескольких переменных для невырожденного решения, написана программа, реализующая данный алгоритм. Выводы сделаны по результатам многочисленных экспериментов на различных системах нелинейных уравнений. 

Следующим этапом исследований может быть попытка обобщение метода секущих на многомерный случай для вырожденного решения систем нелинейных и трансцендентных уравнений. 
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Рис. 3. Графическая интерпретация комбинированного
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Рис. 4. Графическая интерпретация комбинированного
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  Рис. 1. Графическая интерпретация метода
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Рис. 2. Геометрическая интерпретация метода



касательных (Ньютона)
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