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Введение
Целью дипломной работы является исследование сходимости метода секущих и наглядная демонстрация его неустойчивости.

Первый параграф содержит основную информацию о методе Ньютона и Методе секущих, их геометрический смысл, итерационные формулы.

Второй параграф отражает двумерный метод секущих. На конкретном примере показана суть работы метода. Получены основные формулы нахождения коэффициентов линейной интерполяции. 

На основании проведённых вычислений была разработана программа решения систем из 2-х нелинейных уравнений методом секущих – хорд с заданной точностью. Текст программы сопровождается подробными комментариями, чем удобен в обращении даже для тех, кто в первый раз имеет дело с подобным типом программ. 

Конкретные примеры отражают сходимость метода секущих. С одной стороны, по сравнению с методом Ньютона, при вычислении с помощью метода секущих требуется меньше вычислений, т.к. в методе Ньютона требуется вычисление производной. Но с другой стороны двумерный метод секущих неустойчив в сравнении с ним.

Неустойчивость метода секущих продемонстрирована в более наглядном виде с помощью рисунков.

В процессе выполнения дипломной работы были получены навыки по алгоритмизации и программированию на языке Object Pascal, отладке программы с использованием Delphi.
Итогом проделанной работы стало повышение навыков по алгоритмизации, программированию в среде Delphi, отладке программы с использованием вычислительных средств. А также  продукт реализации метода секущих - хорд в двумерном случае на Delphi. Исследована его сходимость в конкретных случаях и наглядно продемонстрирована его неустойчивость.
§1. Методы решения нелинейных уравнений
Для случая одной переменной обычно рассматриваются два основных метода численного решения уравнения 
[image: image227.jpg]


: метод Ньютона и метод секущих (хорд). Метод Ньютона более эффективен, быстрее сходится, но требует вычисления производной.

Для численного решения системы n уравнений от m неизвестных хорошо известно, как можно обобщить метод Ньютона.

Пусть задана непрерывная на интервале 
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. Существует ряд методов решения этой задачи, которые сводятся к последовательному, пошаговому уточнению решения.

1.1. Метод Ньютона (метод касательных)

Этот метод применим, если известно выражение не только для самой функции, но и для ее первой производной. Выбирается начальное приближение 
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, затем в точке 
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 функция заменяется касательной к ней. После того, как найдена точка пересечения касательной с осью Х, эта точка принимается за новое приближение, после чего процесс повторяется. 

Итерационный процесс можно описать следующим образом:
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Поскольку для метода Ньютона 
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В точке 
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. Тем самым, в этом методе график 
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в точности по горизонтали, что приводит к очень быстрой сходимости итераций к 
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Где 
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- некоторая постоянная (не зависящая от 
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). Если начальное приближение 
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 взято достаточно близко от корня 
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Заметим, что по сравнению с общей оценкой метода итераций 
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заменяется в оценке метода Ньютона (1) на стремящуюся к 0 величину 
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; отсюда и высокая скорость сходимости.
Скорость сходимости итераций, которая задаётся формулой (1), называется квадратичной. Квадратичная скорость сходимости означает, примерно говоря, что число верных знаков в приближённом значении 
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удваивается с каждой итерацией. Действительно, если 
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. Это и означает, что число верных знаков при переходе к следующему приближению возросло с 
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, то есть удвоилось. 

Геометрический смысл метода Ньютона состоит в том, что на каждом шаге мы строим касательную к графику 
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 в точке очередного последовательного приближения 
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берём точку пересечения этой касательной с осью 
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. Тем самым наклон прямой подстраивается на каждом шаге наилучшим образом (ведь кривизну графика, связанную с второй производной, мы не учитываем, и поэтому неизвестно, в какую сторону от касательной отклонится график). 
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Заметим, что по-другому идею метода Ньютона мы можем описать так: на каждом шаге вместо исходного уравнения 
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 мы решаем приближённое, линеаризованное в точке 
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, в котором левая часть - это многочлен Тейлора первого порядка для функции 
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Решением линеаризованного уравнения 
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служит следующее приближение 
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, в то время как решением исходного точного уравнения 
[image: image44.wmf](

)

0

=

x

f

служит искомый корень 
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Идея замены точной (но сложной) задачи последовательностью более простых линеаризованных задач весьма продуктивна в приближённых методах; например, такая идея даёт эффективный способ решения многомерных задач с ограничениями.

             Пример:  Решим методом Ньютона  уравнение 
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, то итерационная формула метода Ньютона будет такой: 
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Применяя эту формулу, последовательно находим: 


[image: image50.emf]x

1

=−1.857143;x

2

=−1.843842;x

3

=−1.843734;x

4

=−1.843734,


так что 
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с точностью 
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. Как мы видим, значение корня с нужной нам точностью было получено уже на третьем шаге. (Четвёртый шаг понадобился для того, чтобы можно было убедиться, что с нужной нам точностью значение перестало изменяться.).
1.2. Метод секущих (метод хорд, метод линейной интерполяции)

Этот метод можно рассматривать как модификацию метода Ньютона для случая, когда производную от функции невозможно найти аналитически. Здесь точное значение производной заменяют ее приближенным значением, т.е. прямой, проведенной через точки 
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(для первого шага выбираются две точки). Итерационная формула выглядит следующим образом:
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 EMBED Microsoft Equation 3.0 [image: image55.wmf](
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Метод простых итераций во всех рассмотренных вариантах использует для построения очередного приближения 
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только информацию о функции в одной лишь точке 
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. Однако эту предыдущую информацию также можно использовать при нахождении 
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. В качестве примера такого метода приведём метод, основанный на нахождении 
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с помощью линейной интерполяции, называемый методом хорд. 

Идея метода состоит в том, что по двум точкам 
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 (то есть хорду, соединяющую две точки графика 
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 абсциссу точки пересечения этой прямой с осью 
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. Иными словами, приближённо заменить на этом шаге функцию 
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 её линейной интерполяцией, найденной по двум значениям 
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В зависимости от того, лежат ли точки 
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по разные стороны от корня 
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 или же по одну и ту же сторону, получаем такие чертежи: 
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Итак, очередное последовательное приближение будет зависеть от двух предыдущих: 
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Интерполяционную линейную функцию 
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построенному для отрезка между 
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Решая уравнение 
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Заметим, что величина 
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может рассматриваться как разностное приближение для производной 
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. Тем самым полученная формула (2) ‒ это разностный аналог итерационной формулы метода Ньютона. 

Вычисление по формуле (2) гораздо предпочтительнее вычисления по другой полученной нами формуле 
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, хотя эти две формулы математически тождественны, поскольку при использовании формулы (2) в случае вычислений с округлением (например, на компьютере) достигается меньшая потеря значащих цифр. 

Имеются две разновидности применения формулы (2). 

Первая разновидность: вычисления ведутся непосредственно по формуле (2) при 
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           Пример 1: Решим уравнение 
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По этой формуле последовательно получаем:
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Седьмое приближение уже дало нам значение корня с нужной точностью; восьмая итерация понадобилась для того, чтобы убедиться: с заданной точностью значение перестало изменяться. Получаем, что 
[image: image122.wmf]1.843734

~

-

=

x

. 

    Вторая разновидность применения формулы (2) называется методом ложного положения. Предположим, что корень 
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корень 
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 ‒ желаемая точность нахождения корня, вычисления можно прекратить и взять приближённое значение корня равным 
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, то есть корень будет определён с нужной точностью. 

Такое усложнение алгоритма не даёт, на самом деле, сколько-нибудь заметного преимущества. 

Но, используя эти методы, мы не всегда можем найти решение.

Пример 1:Вычисляя корни уравнения 
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 получаем   точность 
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Пример 2:Рассмотрим этот метод на примере уравнения 
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 – геометрическая прогрессия со знаменателем  
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§2. Двумерный метод секущих
2.1. Описание метода и программы
Сначала рассмотрим систему двух уравнений от двух переменных:
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или, в векторной форме
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Будем решать итеративным методом.

Если мы предположим, что уравнения линейны:
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то решение находится однозначно (если определитель 
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Если мы предположим, что уравнения линейны, то по этим данным однозначно находится точка, в которой 
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То есть один шаг нашего алгоритма будет состоять в следующем:

Пусть дана вектор-функция 
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и пусть даны 3 точки 
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. Предполагая , что уравнения линейны, найти точку 
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, в которой эти уравнения обратятся в 0. Эту точку и будем считать “следующим” приближением для решения системы уравнений.

Конкретно, будем решать для начала систему уравнений:
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Для функций 
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Для этого решим системы для каждой из функций:
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Тогда:
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Решим полученную систему:
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 EMBED Microsoft Equation 3.0 [image: image188.emf]x
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 EMBED Microsoft Equation 3.0 [image: image189.wmf](
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 EMBED Microsoft Equation 3.0 [image: image192.wmf]=
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Аналогично решаем систему:
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Затем зная коэффициенты линейной системы можно найти координаты точки следующего приближения, решив её.

Итак, полученная система:
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На основании этих вычислений написана процедура Toch(x1,x2,x3,y1,y2,y3,f1,f2,f3,f4,f5,f6:Real;Vard,c:Real). Процедура вычисляет координаты точки следующего приближения. Она сначала вычисляет a0, a1, a2, b0, b1, b2 – коэффициенты линейной системы. Затем решает эту линейную систему относительно x и y.

Входные параметры: x, y – координаты 3-х заданных изначально точек; f1, f2, f3 – значения 1-ой функции из системы в заданных точках; f4, f5, f6 - значения 2-ой функции из системы в заданных точках. d,c – локальные переменные – координаты точки следующего приближения, их процедура получает на выходе.
Вычисление значений функций в точках осуществляет процедура F(x,y:Real;Var f1,f2:Real). Данная процедура находится в отдельном модуле и может быть изменена, т.к. сами исходные функции задаются пользователем здесь. Входные параметры: x, y – координаты точки. Глобальные параметры - f1,f2 – значение 1-ой и 2-ой функции в заданной точке соответственно.

Для вычисления решения системы с заданной точностью используется функция Vect(x1,x2,x3,y1,y2,y3,f1,f2,f3,f4,f5,f6,epsilon,k:Real;Var d,c:Real):Boolean. Входные параметры: x, y – координаты 3-х заданных изначально точек; f1, f2, f3 – значения 1-ой функции из системы в заданных точках; f4, f5, f6 - значения 2-ой функции из системы в заданных точках; epsilon - точность, с которой производится вычисление; k - максимальное количество шагов при выполнении вычислений. d,c – локальные переменные – координаты точки следующего приближения. 

Функция обращается к процедуре Toch - вычисления координаты точки следующего приближения. Затем находит длину вектора и проверяет точность вычисления. Если точность мала, то осуществляется переприсваивание переменных и процедура запускается снова. Вычисление производится до тех пор, пока решение не будет найдено с заданной точностью - (r<epsilon), или пока количество шагов не совпадёт с количеством,  заданным изначально - (i=k). Если удалось произвести вычисление, то функции присваивается значение – «истина», если же нет и за заданное количество шагов решение не было найдено, то функции присваивается значение – «ложь».

Эти процедуры и функцию использует при работе программа Sistema - программа вычисления решения системы уравнений с двумя неизвестными с заданной точностью. Программа использует следующие переменные: x1,x2,x3,y1,y2,y3– координаты 3-х заданных изначально точек; f1, f2, f3 – значения 1-ой функции из системы в заданных точках; f4, f5, f6 - значения 2-ой функции из системы в заданных точках; d, c – решение системы; k - максимальное количество шагов при выполнении вычислений; epsilon - точность, с которой производится вычисление. Задаём: координаты 3-х точек приближения, точность, с которой производится вычисление и максимальное количество шагов при выполнении вычислений. Затем программа, используя процедуру F, вычисляет значения функций в заданных точках. Теперь известны все входные параметры для функции Vect. Осуществляем её запуск. Если удалось произвести вычисление, то функции присваивается значение –«истина», и тогда решение выводится на экран, если же нет и за заданное количество шагов решение не было найдено, то функции присваивается значение – «ложь», и на экран выводится сообщении о превышении допустимого количества шагов. Итак, далее в программе следует проверка значения функции. Если значение – true, то на экран выводится «Den Beschluss des Systems (d,c)» (решение системы), где d, c – координаты точки, являющейся решением системы. Если значение – false, то на экран выводится «Die Menge der Schritte hat zulassig ubertroffen» (Количество шагов превысило допустимое значение).
Описание программы
Рассмотрим систему двух уравнений от двух переменных:
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Будем решать итеративным методом.

Если мы предположим, что уравнения линейны:
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то решение находится однозначно (если определитель 
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 ненулевой).

Если мы предположим, что уравнения линейны, то по этим данным однозначно находится точка, в которой 
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То есть один шаг нашего алгоритма будет состоять в следующем:

Пусть дана вектор-функция 
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и пусть даны 3 точки 
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. Предполагая, что уравнения линейны, найти точку 
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, в которой эти уравнения обратятся в 0. Эту точку и будем считать “следующим” приближением для решения системы уравнений.

Конкретно, будем решать для начала систему уравнений:
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 - система отражена в процедуре F.
Программа вычисления решения системы уравнений с двумя неизвестными с заданной точностью:
program Sistema12; // 2010-05-04 метод секущих,

// программа находит решение системы 2-х уравнений с двумя неизвестными

{$APPTYPE    CONSOLE}
uses

  Tochka12,Funct12;
Var

    x1,x2,x3,y1,y2,y3,f1,f2,f3,f4,f5,f6,d,c:Real;

    epsilon,k:Real;

    a :Boolean;
//x, y – координаты 3-х заданных изначально точек

//f1, f2, f3 – значения 1-ой функции из системы в заданных точках

//f4, f5, f6 - значения 2-ой функции из системы в заданных точках

// d, c – решение системы

  begin
       k:=100;             //максимальное количество шагов при выполнении вычислений

       epsilon:=1e-10; //точность, с которой производится вычисление

       x1:=-1.1;           // координаты 3-х точек начального приближения

       x2:=-0.9;

       x3:=-0.5;

       y1:=0.9;

       y2:=0.8;

       y3:=0.4;

       F(x1,y1,f1,f4);    //вычисление значений исходных функций в заданных точках с помощью процедуры F, описанной ниже

// f1,f4 – значение 1-ой и 2-ой функции в точке (x1,y1)

       F(x2,y2,f2,f5);
// f2,f5– значение 1-ой и 2-ой функции в точке (x2,y2)
       F(x3,y3,f3,f6);
// f3,f6– значение 1-ой и 2-ой функции в точке (x3,y3)
       a:=Vect(x1,x2,x3,y1,y2,y3,f1,f2,f3,f4,f5,f6,epsilon,k,d,c);  //нахождение координаты точки, являющейся решением системы, с помощью функции, описанной ниже.

//если удалось произвести вычисление, то функции присваивается значение – «истина», и  решение выводится на экран, если же нет, и за заданное количество шагов решение не было найдено, то функции присваивается значение – «ложь», и на экран выводится сообщении о превышении допустимого количества шагов.
       If (a=true) then

           Writeln('Den Beschluss des Systems (',d:12:8,',',c:12:8,')')

       Else Writeln('Die Menge der Schritte hat zulassig ubertroffen');

       Readln;      //The quantity of steps has exceeded admissible value

  end.
Модуль, содержащий процедуру вычисления следующего приближения и функцию вычисления решения системы:

unit Tochka12; // метод секущих
interface

  procedure Toch(x1,x2,x3,y1,y2,y3,f1,f2,f3,f4,f5,f6:Real; Var d,c:Real);

  function Vect(x1,x2,x3,y1,y2,y3,f1,f2,f3,f4,f5,f6,epsilon,k:Real;Var d,c:Real):Boolean;
implementation
  uses Funct12;
Процедура вычисляет координаты точки следующего приближения.
Входные параметры: x, y – координаты 3-х заданных изначально точек; f1, f2, f3 – значения 1-ой функции из системы в заданных точках; f4, f5, f6 - значения 2-ой функции из системы в заданных точках. d,c – локальные переменные – координаты точки следующего приближения

Для функций 
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 найдём линейные функции:
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Для этого решим системы для каждой из функций:
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a0, a1, a2, b0, b1, b2 – коэффициенты линейной системы, где а – коэффициенты 1-го уравнения, b - коэффициенты 2-го уравнения 
  Procedure Toch(x1,x2,x3,y1,y2,y3,f1,f2,f3,f4,f5,f6:Real; Var d,c:Real);//процедура находит точку следующего приближения
     //x, y – координаты 3-х заданных изначально точек

     //f1, f2, f3 – значения 1-ой функции из системы в заданных точках

     //f4, f5, f6 - значения 2-ой функции из системы в заданных точках

     Var h, s, a0, a1, a2, b0, b1, b2: Real;

     begin

       h:=f3-f2+(f2-f1)*(x2-x3)/(x2-x1);

       s:=(y1-y2)*(x3-x2)/(x2-x1)+(y3-y2);

       a2:=h/s;                //a0,a1,a2 – коэффициенты в системе линейных уравнений

       a1:=(f2-f1+a2*(y1-y2))/(x2-x1);

       a0:=f1-a1*x1-a2*y1;

       h:=f6-f5+(f5-f4)*(x2-x3)/(x2-x1);

       s:=(y1-y2)*(x3-x2)/(x2-x1)+(y3-y2);

       b2:=h/s;

       b1:=(f5-f4+b2*(y1-y2))/(x2-x1);

       b0:=f4-b1*x1-b2*y1;
Найдены коэффициенты a0, a1, a2, b0, b1, b2. Решаем линейную систему и находим точку следующего приближения – (d, c).
       h:=b1*a0/a1-b0;

       s:=b2-b1*a2/a1;

       c:=h/s;             // d, c - решение линейной системы – точка следующего приближения

       d:=(-a2*c-a0)/a1;

     end;
Функция вычисления решения системы уравнений с двумя неизвестными с заданной точностью:
Функция находит координаты точки, являющейся решением системы.

Входные параметры: x, y – координаты 3-х заданных изначально точек; f1, f2, f3 – значения 1-ой функции из системы в заданных точках; f4, f5, f6 - значения 2-ой функции из системы в заданных точках; epsilon - точность, с которой производится вычисление; k - максимальное количество шагов при выполнении вычислений. d,c – локальные переменные – координаты точки следующего приближения
  Function Vect(x1,x2,x3,y1,y2,y3,f1,f2,f3,f4,f5,f6,epsilon,k:Real;Var d,c:Real):Boolean;

    var r,i:Real;

     begin
       i:=1;               //i- количество шагов при работе программы
Вычисление производится до тех пор, пока решение не будет найдено с заданной точностью - (r<epsilon), или пока количество шагов не совпадёт с количеством,  заданным изначально - (i=k).
       Repeat
//Процедура вычисления координаты точки следующего приближения.
         Toch(x1,x2,x3,y1,y2,y3,f1,f2,f3,f4,f5,f6,d,c);

         r:=sqrt(sqr(d-x3)+sqr(c-y3));          //длина вектора
Проверяем точность вычисления. Если точность мала, то осуществляется переприсваивание переменных и процедура запускается снова. 
         if (r>=epsilon) then

             begin

               x1:=x2;

               x2:=x3;                  //переприсвоение значений переменным

               x3:=d;

               y1:=y2;

               y2:=y3;

               y3:=c;

               f1:=f2;

               f2:=f3;

               f4:=f5;

               f5:=f6;

               F(x3,y3,f3,f6);

               i:=i+1;

             end;

       Until (r<epsilon) or (i=k);
Если удалось произвести вычисление, то функции присваивается значение – «истина», если же нет и за заданное количество шагов решение не было найдено, то функции присваивается значение – «ложь».
       If (r<epsilon)then

           result:=true

       Else result:=false;

     end;

end.
Второй модуль, содержащий процедуру вычисления значения функций в точках. Пользователь, при решении системы изменяет именно его.

unit Funct12; //процедура вычисляет значение функций в заданной точке

interface

  Procedure F(x,y:Real;Var f1,f2:Real);

implementation

   procedure F(x,y:Real;Var f1,f2:Real);

   begin

   f1:=sqr(x)-sqr(y)*y;  //1-я функция
   f2:=sqr(x)*x-sqr(y)*sqr(y); // 2- я функция
   end;

end.
2.2. Проверка сходимости двумерного метода

Конкретные примеры отражают сходимость метода секущих. С одной стороны, по сравнению с методом Ньютона, при вычислении с помощью метода секущих требуется меньше вычислений, т.к. в методе Ньютона требуется вычисление производной. Но с другой стороны двумерный метод секущих неустойчив в сравнении с ним.

Для примера рассмотрим систему 
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. Проверим сходимость метода в двух точках (1;1) и (0;0). Для каждой точки найдём погрешность на 5, 10 и 20 шагах, и рассчитаем среднее геометрическое этих погрешностей.

	
	на 5 шаге
	на 10 шаге
	на 20 шаге

	1
	0,35*10-1 
	0.515 *10-2
	0.112*10-5

	2
	0.0206*10-1
	0.776*10-3 
	0.78*10-10

	3
	0.116 *10-2
	0.449*10-5
	0.164*10-6

	4
	0.953 *10-2
	0.819*10-5
	0.8*10-13

	5
	0.531 *10-1
	0.332
	0.205*10-2

	6
	0.992 *10-2
	0.334*10-4
	0.2*10-13

	7
	0.194 *10-2
	0.278*10-1
	0.21*10-3

	8
	0.162 *10-1
	0.252*10-3
	0.147*10-11

	9
	0.134 *10-1
	0.201*10-3
	0.756*10-11

	10
	0.732 *10-1
	0.296*10-2
	0.272*10-6

	11
	0.197
	0.164*10-2
	0.101*10-7

	12
	0.578 *10-2
	0.671*10-2
	0.146*10-8

	13
	0.950
	0.218*10-1
	0.221*10-3

	14
	0,794*10-2
	0,805*10-4
	0,91*10-12

	15
	0,733*10-1
	0,704*10-2
	0,884*10-6

	16
	0,18*10-2
	0,463*10-3
	0,136*10-8

	17
	0,248
	0,328*10-1
	0,135*10-3

	18
	0,19*10-1
	0,810*10-3
	0,215*10-7

	19
	0,5289
	0,604*10-1
	0,932*10-1

	20
	0,1839
	0,145*10-1
	0,348*10-6

	21
	0,429*10-2
	0,687*10-4
	0,12*10-13

	22
	0,43
	0,865*10-2
	0,414*10-4

	23
	0,377*10-1
	0,593*10-2
	0,335*10-7

	24
	0,123
	0,228*10-2
	0,304*10-4

	25
	0,25*10-2
	0,297*10-4
	0,18*10-12

	26
	0,708*10-1
	0,646*10-3
	0,292*10-8

	27
	0,106*10-1
	0,899*10-3
	0,119*10-9

	28
	0,537*10-3
	0,646*10-4
	0,536*10-6

	29
	0,941*10-2
	0,32*10-3
	0,14*10-9

	30
	0,122*10-1
	0,443*10-3
	0,855*10-10

	31
	0,412*10-1
	0,426*10-3
	0,269*10-9

	32
	0,957*10-1
	0,176*10-2
	0,163*10-7

	33
	0,221*10-1
	0,497*10-4
	0,384*10-11

	34
	0,245*10-1
	0,297*10-3
	0,181*10-10

	35
	0,49
	0,866
	0,85*10-2

	36
	0,195
	0,39*10-1
	0,131*10-3

	37
	0,92*10-1
	0,139*10-1
	0,121*10-3

	38
	0,562*10-2
	0,889*10-3
	0,167*10-8

	39
	0,11*10-1
	0,85*10-4
	0,128*10-10

	40
	0,33*10-1
	0,256*10-3
	0,277*10-10

	41
	0,379*10-1
	0,243*10-3
	0,247*10-10

	42
	0,103*10-1
	0,754*10-3
	0,163*10-10

	43
	0,289*10-1
	0,898*10-3
	0,936*10-9

	44
	0,166*10-3
	0,702*10-4
	0,15*10-7

	45
	0,382*10-2
	0,187*10-3
	0,131*10-11

	46
	0,244
	0,874*10-2
	0,114*10-4

	47
	0,121*10-1
	0,588*10-3
	0,145*10-8

	48
	0,38*10-2
	0,313*10-4
	0,5*10-13

	49
	0,69*10-1
	0,152*10-2
	0,774*10-8

	50
	0,106*10-1
	0,305*10-2
	0,211*10-6

	51
	0,199*10-1
	0,84*10-3
	0,349*10-9

	52
	0,575*10-2
	0,244*10-3
	0,262*10-11

	53
	0,533*10-2
	0,212*10-4
	0,2*10-13

	54
	0,308*10-1
	0,604*10-3
	0,106*10-8

	55
	0,43*10-1
	0,233*10-3
	0,328*10-9

	56
	0,31*10-1
	0,242*10-2
	0,441*10-7

	57
	0,12*10-1
	0,395*10-3
	0,278*10-9

	58
	0,708*10-2
	0,313*10-4
	0,19*10-12

	59
	0,111*10-1
	0,228*10-3
	0,212*10-10

	60
	0,723*10-2
	0,113*10-3
	0,78*10-12

	61
	0,18*10-1
	0,113*10-2
	0,501*10-7

	62
	0,19*10-1
	0,425*10-3
	0,132*10-9

	63
	0,26*10-1
	0,108*10-2
	0,38*10-6

	64
	0,71*10-2
	0,14*10-4
	0,21*10-12

	65
	0,115*10-1
	0,155*10-4
	0,1*10-13

	66
	0,236*10-1
	0,38*10-3
	0,157*10-9

	67
	0,655*10-2
	0,705*10-3
	0,464*10-10

	68
	0,29*10-1
	0,476*10-3
	0,624*10-10

	69
	0,125
	0,488*10-3
	0,71*10-4

	70
	0,19*10-2
	0,16*10-4
	0,17*10-7

	71
	0,365*10-1
	0,323*10-2
	0,602*10-6

	72
	0,99*10-1
	0,16*10-1
	0,24*10-2

	73
	0,33
	0,69*10-1
	0,5002*10-2

	74
	0,66*10-2
	0,89*10-5
	0,99*10-1

	75
	0,53*10-2
	0,202*10-3
	0,228*10-11

	76
	0,197*10-1
	0,269*10-3
	0,269*10-10

	77
	0,58*10-1
	0,244*10-3
	0,218*10-4

	78
	0,119*10-1
	0,66*10-1
	0,57*10-2

	79
	0,632*10-1
	0,155*10-2
	0,367*10-8

	80
	0,34
	0,708*10-1
	0,189*10-3

	81
	0,18*10-1
	0,414*10-3
	0,237*10-9

	82
	0,91*10-1
	0,295*10-2
	0,14*10-5

	83
	0,18*10-1
	0,287*10-1
	0,502*10-5

	84
	0,506*10-3
	0,12*10-4
	0,191*10-6

	85
	0,207*10-2
	0,871*10-4
	0,2*10-13

	86
	0,196*10-1
	0,235*10-2
	0,145*10-7

	87
	0,252*10-1
	0,922*10-3
	0,231*10-8

	88
	0,18*10-1
	0,194*10-3
	0,247*10-10

	89
	0,24*10-2
	0,718*10-4
	0,2*10-13

	90
	0,19*10-2
	0,178*10-2
	0,502*10-5

	91
	0,95*10-2
	0,105*10-2
	0,727*10-9

	92
	0,12
	0,65*10-2
	0,29*10-2

	93
	0,57*10-1
	0,17*10-2
	0,262*10-7

	94
	0,318*10-1
	0,515*10-3
	0,284*10-9

	95
	0,59*10-2
	0,946*10-4
	0,196*10-11

	96
	0,556
	0,18*10-1
	0,14*10-1

	97
	0,15*10-2
	0,11*10-4
	0,167*10-8

	98
	0,873*10-2
	0,21*10-4
	0,6*10-13

	99
	0,668*10-1
	0,951*10-3
	0,198*10-8

	100
	0,599*10-2
	0,14*10-2
	0,96*10-8


Среднее геометрическое погрешности:
	на 5 шаге
	на 10 шаге
	на 20 шаге

	0,34*10-1
	0,61*10-3
	0,45*10-7


	 
	на 5 шаге
	на 10 шаге
	на 20 шаге

	1
	0.575 *10-2 
	0.143*10-1
	0.217*10-2

	2
	0.872 *10-2 
	0.378*10-1
	0.528*10-1

	3
	0.346 *10-2
	0.149*10-2
	0.111*10-3

	4
	0.263 *10-1
	0.267*10-2
	0.182*10-3

	5
	0.113 *10-1
	0.493*10-5
	0.362*10-3

	6
	0.282*10-1
	0.916*10-1
	0.148*10-3

	7
	0.173*10-1
	0.913*10-2
	0.945*10-3

	8
	0.785*10-2
	0.539*10-1
	0.105*10-3

	9
	0.279*10-1
	0.902
	0.123

	10
	0.342*10-2
	0.197*10-1
	0.16*10-1

	11
	0.827*10-1
	0.592*10-2
	0.312*10-2

	12
	0.218*10-1
	0.583*10-1
	0.387*10-2

	13
	0.327*10-1
	0.552*10-2
	0.55*10-2

	14
	0.101*10-1
	0.148*10-2
	0.191*10-3

	15
	0.748*10-1
	0.194
	0.186*10-1

	16
	0. 895*10-3
	0.247*10-2
	0.807*10-4

	17
	0.527
	0.1217*10-1
	0.459*10-2

	18
	0.199  *10-1
	0.142*10-1
	0.209*10-2

	19
	0.282*10-2
	0.636*10-1
	0.704*10-3

	20
	0.401  
	0.509*10-1
	0.155*10-2

	21
	0.466*10-1
	 0.573*10-2
	0.62*10-2

	22
	0.324
	0.915*10-2
	0.985*10-4

	23
	0.919
	0. 705*10-1
	0.626*10-1

	24
	0.169
	0.247*10-1
	0.141*10-1

	25
	0.155*10-1
	0.122*10-1
	0.458*10-2

	26
	0.315*10-1
	0.139*10-1
	0.475*10-3

	27
	0.114*10-1
	0.707*10-2
	0.182*10-2

	28
	0.29
	0.719
	0.244*10-1

	29
	0.216*10-1
	0.654*10-2
	0.196*10-2

	30
	0.805 *10-2
	0.243*10-2
	0.563*10-3

	31
	0.678*10-2
	0.344*10-3
	0.238*10-3

	32
	0.198*10-1
	0.208*10-2
	0.694*10-2

	33
	0.234*10-1
	0.548*10-3
	0.682*10-4

	34
	0.485
	0.977*10-2
	0.945

	35
	0.333*10-1
	0.799*10-1
	0.413

	36
	0.768*10-2
	0.607*10-2
	0.131*10-2

	37
	0.242*10-1
	0.950*10-2
	0. 956*10-4

	38
	0.106
	0.15*10-2
	0.457*10-1

	39
	0.395*10-2
	0.121*10-2
	0. 708*10-4

	40
	0.164
	0.42*10-2
	0.44*10-1

	41
	0.113*10-2
	0.107*10-2
	0.752*10-3

	42
	0.499*10-1
	0.481*10-2
	0.675*10-1

	43
	0.602*10-1
	0.17*10-1
	0.113*10-3

	44
	0.216*10-1
	0.129*10-1
	0.17*10-1

	45
	0.588*10-2
	0.368*10-3
	0.153*10-2

	46
	0.428*10-2
	0.528*10-2
	0.67*10-2

	47
	0.52*10-2
	0.494*10-1
	0.131*10-2

	48
	0.105*10-1
	0.726*10-4
	0.265*10-2

	49
	0.48*10-2
	0.271*10-1
	0.111*10-2

	50
	0.126*10-2
	0.122
	0.461*10-1

	51
	0.243
	0.146
	0.136

	52
	0.375*10-2
	0.653*10-2
	0.631*10-2

	53
	0.197*10-2
	0.297*10-2
	0.129*10-2

	54
	0.117*10-1
	0.873*10-2
	0.125*10-2

	55
	0.159
	0.17
	0.174

	56
	0.229
	0.212*10-3
	0.215*10-1

	57
	0.543*10-1
	0.341*10-1
	0.642*10-2

	58
	0.171*10-2
	0.441*10-2
	0.149*10-3

	59
	0.255*10-1
	0.671*10-2
	0.185*10-2

	60
	0.907*10-2
	0.458
	0.204*10-3

	61
	0.922*10-1
	0.186*10-1
	0.602*10-2

	62
	0.707*10-1
	0.842*10-1
	0.459*10-2

	63
	0.379*10-4
	0.718*10-3
	0.333*10-4

	64
	0.119*10-1
	0.735*10-2
	0.299*10-2

	65
	0.11
	0.208
	0.238*10-1

	66
	0.522*10-1
	0.455*10-3
	0.655*10-4

	67
	0.87*10-2
	0.539*10-2
	0.54*10-3

	68
	0.775 *10-2
	0.170*10-2
	0.744*10-3

	69
	0.63
	0.36
	0.167*10-2

	70
	0.969*10-1
	0.732*10-1
	0.1003*10-1

	71
	0.668*10-1
	0.377*10-2
	0.333*10-2

	72
	0.889*10-1
	0.259*10-2
	0.114*10-2

	73
	0.281*10-1
	0.804*10-2
	0.266*10-2

	74
	0.109*10-1
	0.491*10-1
	0.743*10-1

	75
	0.41*10-1
	0.12*10-1
	0.68*10-3

	76
	0.172*10-1
	0.267*10-2
	0.549*10-1

	77
	0.955*10-2
	0.139*10-1
	0.399*10-2

	78
	0.563*10-2
	0.448*10-1
	0.36*10-3

	79
	0.916*10-2
	0.415*10-2
	0.856*10-3

	80
	0.247*10-2
	0.137*10-3
	0.767*10-4

	81
	0.325*10-2
	0.235*10-1
	0.514*10-3

	82
	0.214
	 0.443*10-1
	0.789*10-5

	83
	0.148*10-1
	0.234*10-2
	0.802*10-3

	84
	0.561*10-2
	0.631*10-2
	0.615*10-3

	85
	0.477
	0.587*10-1
	0.19*10-3

	86
	0.885
	0.326*10-2
	0.404*10-2

	87
	0.216
	0.212
	0.211*10-2

	88
	0.935*10-3
	0.15*10-1
	0.116*10-3

	89
	0.103
	0.97*10-1
	0.15*10-1

	90
	0.211
	0.104*10-1
	0.454*10-2

	91
	0.186*10-1
	0.141*10-1
	0.742*10-2

	92
	0.454
	0.206*10-1
	0.637*10-1

	93
	0.222
	0.642*10-2
	0.11*10-2

	94
	0.439*10-2
	0.712*10-2
	0.194*10-2

	95
	0.233*10-1
	0.135*10-3
	0.232*10-2

	96
	0.345*10-1
	0.742*10-3
	0.334*10-2

	97
	0.617
	0.903*10-2
	0.134*10-2

	98
	0.193*10-2
	0.179*10-3
	0.709*10-4

	99
	0.116
	0.228*10-1
	0.432*10-3

	100
	0.92
	0.778*10-2
	0.126*10-1


Среднее геометрическое погрешности:
	на 5 шаге
	на 10 шаге
	на 20 шаге

	0,24*10-1
	0,111*10-2
	0,145*10-3


В более наглядном виде неустойчивость метода секущих можно продемонстрировать следующим образом:
На следующем примере продемонстрируем неустойчивость метода. Решаем систему уравнений

y1 = x1 + b0*x12 + b1*x1*x2 + b2*x22 =0

y2 = x2 + b3*x12 + b4*x1*x2 + b5*x22 =0

относительно (x1,x2), (решение  x1=x2=0) с тремя начальными приближениями

VX0 = (1, 0);

VX1 = (0, 1);

VX2 = (x, y);

Исследуем зависимость длины n-го приближения от начальной точки (x, y).

Для каждого количества шагов nStep = 1,2,3,4,5,6,7,8 строится файла nStep.jpg в котором длина приближения на n-м шаге показана оттенком серого, чем меньше длина – тем ярче. Уровень яркости в зависимости от длины задается логарифмически:

Длина > 1: 

          яркость = 0

Длина <10-18

яркость = 255, 
Более точно, по формуле:
яркость = - 4.26* log2(длина).

[image: image218.jpg]



  1           10-2           10-4            10-6           10-8           10-10            10-12           10-14        10-16  
Точка (x,y) на действительной плоскости принадлежит квадрату
-1 <= x,y <= 1
а графические файлы имеют размер 800*800, то есть точка из файла с координатами (sx,sy) соответствует точке плоскости

x = sx/400-1,

y = sy/400-1.

В качестве b[0..5] выберем следующие числа:

-0.10000  -0.09372  0.072210  -0.05948  -0.04542  0.034331

С помощью рисунков, очевидно, просматривается неустойчивость метода секущих. На основании приведённой ранее шкалы: чем темнее рисунок, тем больше погрешность.

 За первый шаг, как видно на рисунке, практически везде погрешность высока. Лишь небольшие светлые полосы виднеются посередине. На втором шаге количество решений с маленькой погрешностью  возросло, но не значительно. Снова преобладает высокая погрешность. С увеличением количества шагов увеличивается и количество решений с малой погрешностью. Но даже на восьмом шаге остаются полосы достаточно тёмные, хоть и не большие. И здесь рядом с решениями с небольшой погрешностью соседствуют решения с очень высокой погрешностью. Они всё равно существуют.
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n=3
	[image: image222.jpg]



n=4
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n=5
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n=6
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n=7
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n=8


Прямой метод секущих крайне неустойчив и не может рассматриваться в качестве надежного метода решения систем нелинейных уравнений.
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Приложение
Программа

Программа вычисления решения системы уравнений с двумя неизвестными с заданной точностью:
program Sistema12; // 2010-05-04 метод секущих,

{$APPTYPE    CONSOLE}
uses

  Tochka12,Funct12;
Var

    x1,x2,x3,y1,y2,y3,f1,f2,f3,f4,f5,f6,d,c:Real;

    epsilon,k:Real;

    a :Boolean;
  begin
       k:=100;

       epsilon:=1e-10; 

       x1:=-1.1;           
       x2:=-0.9;

       x3:=-0.5;

       y1:=0.9;

       y2:=0.8;

       y3:=0.4;

       F(x1,y1,f1,f4);    

       F(x2,y2,f2,f5);

       F(x3,y3,f3,f6);

                 a:=Vect(x1,x2,x3,y1,y2,y3,f1,f2,f3,f4,f5,f6,epsilon,k,d,c);  

   If (a=true) then

           Writeln('Den Beschluss des Systems (',d:12:8,',',c:12:8,')')

   Else Writeln('Die Menge der Schritte hat zulassig ubertroffen');

   Readln;      
  end.
Модуль, содержащий процедуру вычисления следующего приближения и функцию вычисления решения системы:
unit Tochka12; // метод секущих
interface

  procedure Toch(x1,x2,x3,y1,y2,y3,f1,f2,f3,f4,f5,f6:Real; Var d,c:Real);

  function Vect(x1,x2,x3,y1,y2,y3,f1,f2,f3,f4,f5,f6,epsilon,k:Real;Var d,c:Real):Boolean;
implementation
  uses Funct12;
  Procedure Toch(x1,x2,x3,y1,y2,y3,f1,f2,f3,f4,f5,f6:Real; Var d,c:Real);

     Var h, s, a0, a1, a2, b0, b1, b2: Real;

     begin

       h:=f3-f2+(f2-f1)*(x2-x3)/(x2-x1);

       s:=(y1-y2)*(x3-x2)/(x2-x1)+(y3-y2);

       a2:=h/s;                

       a1:=(f2-f1+a2*(y1-y2))/(x2-x1);

       a0:=f1-a1*x1-a2*y1;

       h:=f6-f5+(f5-f4)*(x2-x3)/(x2-x1);

       s:=(y1-y2)*(x3-x2)/(x2-x1)+(y3-y2);

       b2:=h/s;

       b1:=(f5-f4+b2*(y1-y2))/(x2-x1);

       b0:=f4-b1*x1-b2*y1;
       h:=b1*a0/a1-b0;

       s:=b2-b1*a2/a1;

       c:=h/s
       d:=(-a2*c-a0)/a1;

     end;
Функция вычисления решения системы уравнений с двумя неизвестными с заданной точностью:
  Function Vect(x1,x2,x3,y1,y2,y3,f1,f2,f3,f4,f5,f6,epsilon,k:Real;Var d,c:Real):Boolean;

    var r,i:Real;

     begin
       i:=1;               
       Repeat
         Toch(x1,x2,x3,y1,y2,y3,f1,f2,f3,f4,f5,f6,d,c);

         r:=sqrt(sqr(d-x3)+sqr(c-y3));          
         if (r>=epsilon) then

             begin

               x1:=x2;

               x2:=x3;                  
               x3:=d;

               y1:=y2;

               y2:=y3;

               y3:=c;

               f1:=f2;

               f2:=f3;

               f4:=f5; f5:=f6;
               F(x3,y3,f3,f6);

               i:=i+1;

             end;

       Until (r<epsilon) or (i=k);
       If (r<epsilon)then

           result:=true

       Else result:=false;

     end;

end.

Второй модуль, содержащий процедуру вычисления значения функций в точках. 
unit Funct12;
interface

  Procedure F(x,y:Real;Var f1,f2:Real);

implementation

   procedure F(x,y:Real;Var f1,f2:Real);

   begin

   f1:=sqr(x)-sqr(y)*y; 

   f2:=sqr(x)*x-sqr(y)*sqr(y); 

   end;

end.
Рис.3 Построение последовательного приближения по методу хорд: два случая
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