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Введение

Обыкновенные дифференциальные уравнения возникают тогда, когда неизвестная функция зависит лишь от одной независимой переменной. Соотношение между независимой переменной, неизвестной функцией и ее производными до некоторого порядка составляет дифференциальное уравнение. В настоящее время теория обыкновенных дифференциальных уравнений представляет собой богатую, широко разветвленную теорию. Основными вопросами данной теории являются нахождение областей существования решений задачи Коши, а также установление классов единственности и устойчивости. Под устойчивостью решения понимают малые изменения решения при малых изменениях дополнительных данных задачи и функций, определяющих само уравнение. Важными для приложений являются исследование характера решения, или, как говорят, качественного поведения решения, нахождение методов численного решения уравнений. 

В настоящее время важную роль в развитии теории дифференциальных уравнений играет применение компьютеров. Исследование дифференциальных уравнений часто облегчает возможность провести вычислительный эксперимент для выявления тех или иных свойств их решений, которые потом могут быть теоретически обоснованы и послужат фундаментом для дальнейших теоретических исследований. 

Вычислительный эксперимент стал также мощным средством теоретических исследований в физике. Он проводится над математической моделью физического явления, но при этом по одним параметрам модели вычисляются другие параметры и делаются выводы о свойствах изучаемого физического явления. Цель вычислительного эксперимента – построение с необходимой точностью с помощью ЭВМ за возможно меньшее машинное время адекватного количественного описания изучаемого физического явления. В основе такого эксперимента очень часто лежит численное решение системы уравнений с частными производными. Отсюда происходит связь теории дифференциальных уравнений с вычислительной математикой и, в частности, с такими ее важными разделами, как метод конечных разностей, метод конечных элементов и другие. В связи с выше сказанным имеет смысл применения численных методов к решению задачи Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений. С этой целью были выбраны численные методы Рунге-Кутты.
Методы Рунге-Кутты применяются для численного решения обыкновенных дифференциальных уравнений. Они характеризуются двумя параметрами (p, n), где p – порядок метода, n – количество шагов (или стадий). Классические методы Рунге-Кутты имеют порядок 4.

Нахождение методов Рунге-Кутты более высокого порядка сводится к решению большой системы полиномиальных уравнений, сложность которой с увеличением порядка метода растет со скоростью, большей чем экспоненциальная. Данная работа посвящена нахождению вложенных формул Рунге – Кутты для методов четвертого и пятого порядка с целью оценить погрешность. 

Дипломная работа состоит из введения, двух глав, заключения, списка литературы. 

Глава I. Общие сведения о методе Рунге-Кутты

§ 1. Постановка задачи Коши и основные положения

Обыкновенным дифференциальным уравнением называется уравнение, связывающее независимую переменную x, неизвестную функцию y(x) этой независимой переменной и её производные 
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где 
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 – функция указанных аргументов, заданная в некоторой области их изменения.

Порядком дифференциального уравнения называется порядок старшей производной, входящей в уравнение (1).

Если в соотношении (1) функция F такова, что его можно представить в виде
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то уравнение называется обыкновенным дифференциальным уравнением n-го порядка, разрешенным относительно старшей производной.
Решением дифференциального уравнения n-го порядка называется функция y(x), непрерывная на некотором интервале (a, b) вместе со своими производными до (n – 1) порядка включительно, имеющая производную 
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 и такая, что подстановка y(x) в уравнение обращает его в тождество.

График решения дифференциального уравнения называется интегральной кривой.

Одной из важнейших задач в теории и приложениях дифференциальных уравнений является задача Коши (начальная задача), в которой требуется найти решение дифференциального уравнения, удовлетворяющее заданным начальным условиям. Для уравнения (2) она записывается следующим образом:
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где 
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 – заданные числа.

Теорема (о существовании и единственности решения задачи Коши (3)). Пусть выполнены следующие условия:

· функция 
[image: image8.wmf](
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 определена и непрерывна в некоторой замкнутой области 
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, а также имеет в 
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 ограниченные частные производные по переменным 
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· точка 
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 лежит внутри области 
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.

Тогда решение задачи Коши (3) существует и единственно.

Общим решением дифференциального уравнения n-го порядка в области 
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 – область, в которой выполнены условия теоремы) называется функция 
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, зависящая от n произвольных постоянных, и такая, что при подстановке в уравнение она обращает его в тождество при любых значениях 
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. Геометрически общее решение в области G представляет собой семейство непересекающихся интегральных кривых, полностью покрывающих всю область.

Общим интегралом дифференциального уравнения называется соотношение вида 
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неявно определяющее общее решение.

При конкретных значениях 
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, из общего решения выделяется частное решение, а общий интеграл становится частным интегралом. В каждой точке (x, y) частного решения или частного интеграла выполняются условия теоремы.

§ 2. Общая формулировка методов Рунге – Кутты
Задача Коши:
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Определение 1. Пусть n – целое положительное число («число стадий», или «этапов») и 
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– вещественные коэффициенты. Тогда метод
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называется n – стадийным (n – этапным) явным методом Рунге – Кутты для задачи (4).

Обычно коэффициенты 
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 удовлетворяют условиям 
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или, короче,
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Эти условия были приняты Куттой без каких-либо комментариев. Смысл их в том, что все точки, в которых вычисляется f, являются приближениями первого порядка к решению. Эти условия сильно упрощают вывод условий, определяющих порядок аппроксимации для методов высокого порядка. Однако для методов низких порядков эти предположения не являются необходимыми.

Определение 2. Метод Рунге – Кутты (5) имеет порядок p, если для достаточно гладких задач (4)
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 совпадают до члена 
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 включительно.

§ 3. Обозначения метода Рунге-Кутты

Введем некоторые обозначения: n – шаговый метод Рунге-Кутты порядка p задается с помощью нижней треугольной матрицы 
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 размерности (n × n) с нулевой диагональю:
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и вектором 
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. Их можно объединить в одну расширенную матрицу А размера (n + 1)×(n + 1):
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Для вычисления коэффициентов метода Рунге-Кутта составляются сложные полиномиальные уравнения. При увеличении порядка точности метода увеличивается количество уравнений и их переменных.

	Порядок метода
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Количество уравнений
	8
	17
	37
	85
	200
	486
	1205


Глава II. Вложенные формулы Рунге-Кутты

§ 1. Вложенные формулы Рунге-Кутты для методов порядка 4
Идея вложенных формул состоит в том, чтобы построить такие формулы Рунге-Кутты, которые сами содержали бы кроме численного приближённого значения 
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 некоторое выражение 
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 EMBED Equation.3  [image: image37.wmf] более высокого порядка (или каким-либо иным образом более точное, чем 
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). Последнее могло бы тогда служить для уравнения погрешностью и длинной шага на каждом шаге. Далее опишем способ нахождения вложенных формул Рунге-Кутты для методов порядка 4.
Найдем таблицу коэффициентов 1:
Таблица 1
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чтобы величина
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имела порядок 
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- порядок 
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 (обычно 
[image: image67.wmf]1

-

=

p

q

 или 
[image: image68.wmf]1

+

=

p

q

).
Чтобы метод Рунге-Кутта имел порядок p, необходимо и достаточно выполнение равенств
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Согласно этому, мы должны удовлетворять условиям:

                                   
[image: image72.wmf]b

t

t

i

i

i

å

=

F

(

)

(

)

1

g

 для всех порядков 
[image: image73.wmf]£

 p                              
                                  
[image: image74.wmf]b

t

t

i

i

i

å

=

F

(

)

(

)

1

g

 для всех порядков 
[image: image75.wmf]£

 q                             
Для того чтобы лучше разобраться и понять, как работает данный метод, выведем формулу 
[image: image76.wmf]1
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для методов порядка 4, и найдем её погрешность. 
Для этого нам потребуется явный метод Рунге-Кутта четвёртого порядка для задачи (4) «правило 3/8»:
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Для вычисления коэффициентов метода Рунге-Кутта составляются сложные полиномиальные уравнения (10):
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Тогда таблица коэффициентов 2  для данной задачи будет иметь вид:

Таблица 2
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Пользуясь формулами (11), найдем вещественные коэффициенты:


[image: image96.wmf]1

,

1

,

1

;

1

,

3

1

;

3

1

43

42

41

32

31

21

=

-

=

=

=

-

=

=

a

a

a

a

a

a



[image: image97.wmf].

8

1

;

8

3

;

8

3

;

8

1

4

3

2

1

=

=

=

=

b

b

b

b


 
Из равенства (6) получаем, что
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Таким образом, таблица 2 запишется в следующем виде:
Таблица 
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Наша задача состоит в том, чтобы подобрать «испорченные» (т.е. отличные, но близкие к 
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) коэффициенты 
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Для начала, попробуем подобрать их так, чтобы выполнялись только первые четыре условия из известных восьми (10), т.е.
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Решая систему, мы получаем единственное решение:
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Мы видим, что коэффициенты 
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 совпали с 
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, значит в данном случае решение найти не удастся.


Теперь, пусть выполняется только первых два условия из (10), т.е.
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Чтобы подобрать коэффициенты 
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 отличные, но близкие к 
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, нужно найти отклонения 
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. Их мы будем искать из вторых двух условий, т.е.
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Значит, отклонения 
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Пусть 
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 показывают на сколько будут отличаться коэффициенты 
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Таким образом, получаем:
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Далее подберем такие 
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, чтобы функция 
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принимала минимальное значение.
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Поскольку отклонение 
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 принимает неотрицательные значения, то функция достигнет минимума только при 
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 EMBED Equation.3  [image: image178.wmf]8
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Таким образом, коэффициенты 
[image: image181.wmf]1

b

; 
[image: image182.wmf]2

b

; 
[image: image183.wmf]3

b

; 
[image: image184.wmf]4

b

 снова совпали с 
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,  следовательно, решение найти не удастся.
Попробуем получить формулу 
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 другим способом.

Выпишем явный метод Рунге-Кутта 4-ого порядка, но приписав к четырём стадиям, уже известным, пятую стадию следующим образом. Возьмём 
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, т.е. метод Рунге-Кутта для задачи (4) запишется в следующем виде:
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Составим по данному методу таблицу коэффициентов 3:

Таблица 3
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Из таблицы 3 имеем
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, а коэффициенты 
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Используя формулы (6) получим: 
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Таким образом, таблица 3 имеет вид:

Таблица 
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При нахождении 
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будем использовать все восемь условий  Рунге-Кутта (см. (10)):
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Из последней системы получим 
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, поэтому в данном случае решения мы не получим.


Пусть выполняется только четыре условия системы (10), т.е.
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Получили 
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Итак, мы получили следующую таблицу коэффициентов, в которой приведён метод 4-го порядка с 5 стадиями: 
Таблица 4

	0
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Теорема 1. Решение задачи Коши (4) можно получить, используя следующие формулы:
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При этом вектор погрешности 
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 на текущем шаге будет равен:
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Рассмотрим пример, реализующий полученный нами метод (13).
Пример 1. Найти решение задачи Коши 
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 из условия задачи. Вычисления будем проводить с переменным шагом от 0,1 до 0,001, используя полученный нами метод (13). 

Через y(h) обозначим точное решение исходной задачи Коши.
При h=0,1: 
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Составим таблицу вычислений с помощью, которой попытаемся получить локальную погрешность.
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Таким образом, на основании данной таблицы, мы получили оценку локальной погрешности 
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)

(

4

1

1

y

y

h

-

=

d

 метода 4-го порядка с 5 стадиями.
§ 2. Вложенные формулы Рунге-Кутты для методов порядка 5

Для того, чтобы лучше разобраться и понять, как работает данный метод, попытаемся получить вложенные формулы для метода Рунге-Кутта 5-ого порядка с 6-ю стадиями, и найти погрешность.

Для этого нам потребуется явный метод Рунге-Кутта пятого порядка с шестью стадиями для задачи (4). Поэтому за основу мы возьмем уже известный метод, который был получен Нюстером в 1925г.:
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а для вычисления коэффициентов метода Рунге-Кутта составляются полиномиальные уравнения. Полученная система состоит из 17 уравнений от 21 неизвестной:
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Таблица коэффициентов, для данной задачи, будет иметь вид:
Таблица 5
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Из таблицы 5 мы имеем
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, а коэффициенты 
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  возьмем из метода (14).
Таким образом, таблица имеет вид:

Таблица 6
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При нахождении 
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 будем использовать все 17 условий Рунге-Кутта. В результате вычислений получим следующую систему линейных уравнений:
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Разрешив полученную систему относительно неизвестных 
[image: image402.wmf]i

b

 при помощи пакета прикладных программ Maple 9.5, получим 
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Положив 
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получим 
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Итак, мы получили следующую таблицу коэффициентов, в которой приведен метод 5-ого порядка с 6 стадиями:
Таблица 6'
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Теорема 2. Решение задачи Коши (4) можно получить, используя следующие формулы:
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(15)
При этом вектор локальной погрешности 
[image: image438.wmf]d

 на текущем шаге будет равен:
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Рассмотрим пример, реализующий полученный нами метод (13).
Пример 2. Найти решение задачи Коши 
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Решение:
[image: image441.wmf]0
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 из условия задачи. Вычисления будем проводить с переменным шагом от 0,3 до 0,003, используя полученный нами метод. 

При h=0,3: 
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При h=0,03: 
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При h=0,003: 
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Составим таблицу вычислений с помощью, которой попытаемся получить локальную погрешность.
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	0.3
	0.73∙10-6
	0.88∙10-5
	0.96∙10-5

	0.03
	0.15∙10-11
	0.19∙10-9
	0.19∙10-9

	0.003
	0.16∙10-17
	0.21∙10-14
	0.21∙10-14


Таким образом, на основании данной таблицы, мы получили оценку локальной погрешности 
[image: image455.wmf]5

)

(

1

1

y

y

h

-

=

d

 метода 5-го порядка с 6 стадиями.
Вывод: исходя из примеров 1 и 2 в качестве оценки погрешности можно взять величину 
[image: image456.wmf]1
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, где с – константа порядка единицы. В разобранных примерах она была от 0,2 до 0,8.
Заключение

 
Численные методы решения задачи Коши применяются во многих сферах научных знаний, таких, как математика, информатика, физика, химия, биология, экономика. 
 
В данной дипломной работе были тщательно описаны методы Рунге Кутты 4-го и  5-го порядков. Выбор этих методов обусловлен их точностью и практической значимостью. Все описанные методы численного решения задачи Коши снабжены примерами, которые были реализованы при помощи пакета прикладных программ Maple 9.5.


Проанализировав литературу по изучаемому вопросу, мы не нашли оценки погрешности численного решения задачи Коши методом Рунге –Кутты 4-го порядка.  

В данной дипломной работе при рассмотрении методов 4-го порядка за основу мы взяли метод Рунге-Кутты 4 порядка с 4 стадиями «правило 3/8» для нахождения численного решения задачи Коши (4).  Для некоторых примеров были получены вложенные формулы Рунге-Кутты 4 порядка с 5 стадиями, с помощью которых можно получить оценку локальной погрешности численного решения задачи Коши. На основании найденных вложенных формул был разработан новый метод численного решения задачи Коши 4-го порядка, который позволил получить оценку локальной погрешности. Полученная оценка является достаточно грубой.
Отметим, что для решения задачи Коши методом Рунге – Кутты  5-го порядка с использованием формул Нюстера были получены вложенные формулы, которые также позволили найти оценку погрешности. Полученная оценка погрешности оказалась более точной в отличие с оценкой метода Рунге - Кутты 4-го порядка.
Таким образом, основным результатам данной работы являются две теоремы, которые позволяют отыскать решение задачи Коши, используя вложенные формулы, с целью оценить погрешность.
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