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Введение
Обыкновенные дифференциальные уравнения (ОДУ) широко используются для математического моделирования процессов и явлений в различных областях науки и техники. Переходные процессы в радиотехнике, кинетика химических реакций, динамика биологических популяций, движение космических объектов, модели экономического развития исследуются с помощью ОДУ.
Решение многих технических, химических, а также биологических задач требует решения задачи Коши.  Эту задачу можно решать разными способами, как аналитическими, так и численными, применяя ЭВМ. Очень часто бывает важно получить результат в сжатые сроки. В этом случае предпочтение отдается численным методам. Кроме того, встречаются такие сложные дифференциальные уравнения, найти аналитическое решение которых либо вообще не представляется возможным, либо для этого требуются очень большие затраты времени и сил.
Методы Рунге-Кутты применяются для численного решения обыкновенных дифференциальных уравнений. Они характеризуются двумя параметрами (p, n), где p – порядок метода, n – количество шагов (или стадий). Классические методы Рунге-Кутты имеют порядок 4.

Нахождение методов Рунге-Кутты более высокого порядка сводится к решению большой системы полиномиальных уравнений, сложность которой с увеличением порядка метода растет со скоростью, большей чем экспоненциальная. Данная работа посвящена методу Рунге – Кутты седьмого порядка. 

Дипломная работа состоит из введения, двух глав, заключения, списка литературы и двух приложении. Первая глава посвящена общим сведениям о методах Рунге-Кутты. Во второй главе рассматривает метод Рунге-Кутты седьмого порядка.

Глава 1. Общие сведения о методе Рунге-Кутты
§1.1. Постановка задачи Коши
Обыкновенным дифференциальным уравнением называется уравнение, связывающее независимую переменную x, неизвестную функцию y(x) этой независимой переменной и её производные 
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где 
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 – функция указанных аргументов, заданная в некоторой области их изменения.
Порядком дифференциального уравнения называется порядок старшей производной, входящей в уравнение.

Если в соотношении (1.1) функция F такова, что его можно представить в виде
	
	
[image: image4.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

,

,

,

,

1

x

y

x

y

x

f

y

n

n

-

=

K


	(1.2)


то уравнение называется обыкновенным дифференциальным уравнением n-го порядка, разрешенным относительно старшей производной.
Решением дифференциального уравнения n-го порядка называется функция y(x), непрерывная на некотором интервале (a, b) вместе со своими производными до (n – 1) порядка включительно, имеющая производную 
[image: image5.wmf](
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 и такая, что подстановка y(x) в уравнение обращает его в тождество.

График решения дифференциального уравнения называется интегральной кривой.

Одной из важнейших задач в теории и приложениях дифференциальных уравнений является задача Коши (начальная задача), в которой требуется найти решение дифференциального уравнения, удовлетворяющее заданным начальным условиям. Для уравнения (1.2) она записывается следующим образом:
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где 
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 – заданные числа.
§1.2. Общая формулировка методов Рунге – Кутты
Рассмотрим задачу Коши[2]:
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Определение 1.1. Пусть 
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- целое положительное число («число стадий», или «этапов») и 
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 - вещественные коэффициенты. Тогда метод 
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называется 
[image: image21.wmf]s

- стадийным (
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- этапным) явным методом Рунге-Кутты(РК) для задачи (1.3).

Обычно коэффициенты 
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 удовлетворяют условиям
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Эти условия были приняты Куттой без каких-либо комментариев.
Смысл их в том, что все точки, в которых вычисляется 
[image: image26.wmf]f

, являются приближенными первого порядка к решению. Эти условия сильно упрощают вывод условий, определяющих порядок аппроксимации для методов высокого порядка. Однако для методов низких порядков эти условия не являются необходимыми[2].

Определение 1.2. Метод Рунге-Кутты (1.4) имеет порядок 
[image: image27.wmf]p

, если для достаточно гладких задач (1.3)
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т.е. если ряды Тейлора для точного решения 
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 совпадают до числа 
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 включительно.
§1.3. Матричное представление методов Рунге−Кутты[1]
Методы Рунге − Кутта (РК), используемые для численного решения обыкновенных дифференциальных уравнений, характеризуются двумя параметрами (p,n) - порядком метода и количеством шагов соответственно. 

Каждый n-шаговый метод РК порядка p задается с помощью нижнетреугольной 
[image: image32.wmf]nn
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 матрицы A вида:
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и вектором 
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. Их можно объединить в одну расширенную матрицу  размера 
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Для нахождения n-шагового метода РК требуется найти 
[image: image38.wmf]R
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матрицу 
[image: image39.wmf]A

%

, коэффициенты которой удовлетворяют некоторой системе нелинейных (полиномиальных) уравнений.

Для описания указанной системы уравнений применяется “метод деревьев" : каждому дереву с не более чем p вершинами соответствует ровно одно уравнение. Опишем это соответствие более подробно.

Матрицы A и Ã будем отождествлять с соответствующими линейными операторами в пространствах 
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Для двух векторов 
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 будем обозначать вектор
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Через e обозначим вектор 
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Определение 1.3. a). Деревом будем называть граф без циклов с отмеченной вершиной (корнем). Будем считать, что корень дерева расположен внизу.

б). Пусть a - некоторая вершина в дереве t, через 
[image: image47.wmf]t

a

 обозначим дерево, состоящее из всех вершин дерева t, лежащих над a.

в). Через 
[image: image48.wmf]0

t

 обозначим дерево, состоящее из одного корня.

г). Для двух деревьев 
[image: image49.wmf]1
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 и 
[image: image50.wmf]2

t

 через 
[image: image51.wmf]12

tt

 обозначим дерево, получающееся объединением корней деревьев 
[image: image52.wmf]1

t

и 
[image: image53.wmf]2

t

. Относительно этой операции множество всех деревьев является свободной полугруппой бесконечного ранга, нейтральный элемент - 
[image: image54.wmf]0

t

, образующими являются все одноногие деревья (у которых из корня выходит лишь одно ребро).

д). Для любого дерева t через 
[image: image55.wmf]t

a

 обозначим дерево, полученное из t добавлением еще одной вершины “под" корнем. Дерево 
[image: image56.wmf]t

a

 - всегда одноногое. Любое дерево может быть получено из 
[image: image57.wmf]0
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 комбинацией операций α и умножения.

е). Для любого дерева t через w(t) обозначим количество вершин дерева минус 1 (т.е. количество ребер). Число w(t) будем называть “весом" дерева.

ж). Для любого дерева t через δ (t) обозначим произведение по всем вершинам a, кроме корня (w(ta)+1); γ (t):=δ(t)(w(t)+1).
Пусть 
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, 
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 - количество различных деревьев веса n (≤ n). Тогда [хайер]
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Определение 1.4. Для любого дерева t и квадратной матрицы A определим вектор 
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 следующим образом. Для дерева 
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 положим 
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где 
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− произведение матрицы на вектор. Для двух деревьев 
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положим
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Сумму координат вектора x обозначим через 
[image: image72.wmf]{

}

x

.
Теорема 1.1. Нижнетреугольная матрица 
[image: image73.wmf]A
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 и вектор b задают метод Рунге − Кутта порядка точности p 
[image: image74.wmf]Û

 для каждого дерева t веса 
≤ p выполнено равенство
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Решение этой системы полиномиальных (нелинейных) уравнений является весьма сложной задачей и в полном виде она не решена до сих пор. Пусть 
[image: image76.wmf](
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Теорема 1.2. Расширенная матрица 
[image: image80.wmf]A

 задает метод Рунге − Кутта порядка точности p
[image: image81.wmf]Û

 для каждого дерева t веса ≤ p выполнено равенство

[image: image82.wmf](

)

(

)

1

t

ФAt

d

=

éù

ëû

.
Определение 1.5. Через Lk=Lk(A) обозначим подпространство в  Rn+1, порожденное векторами Φ t(A) для всех деревьев веса k, то есть
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Определение 1.6. При 2≤ j≤ p через Mj обозначим подпространство, порожденное векторами <v2, …,vj+n-p>. В частности,

M2 = <v2, … ,v2+n-p>,
M3 = <v2, …,v3+n-p>,
Mp = <v2, …,vn>.
Определение 1.7. Пространство 
[image: image84.wmf]k01k
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 называется пространством Бутчера.

То есть

M0= L0,

M1= L0+ L1,

M2= L0+ L1+ L2,

M3= L0+ L1+ L2+ L3,
………………
Таким образом, пространство M1 порождено двумя векторами, M2 четырьмя, M3 восемью.

§1.4. Упрощающие предположения[3]

Для данной матрицы 
[image: image85.wmf]A
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 через B обозначим транспонированную матрицу и через d вектор
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Теорема 1.3. (Упрощающее предположение уровня 2) Пусть A - стандартная матрица типа RK(8,11). Тогда

Bd = B2d + Ae*Bd,
где B = At - транспонированная матрица и
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Теорема 1.4.  (Упрощающие предположение уровня 3) Пусть A - матрица из RK(8,11). Тогда
1) B2d = (e-Ae)*Bd,
2) (Ae*Ae - 2A2e)*Bd = 0,
3) 2B(Ae*Bd) = (e-Ae*Ae)*Bd. 
Глава 2. Методы Рунге-Кутта порядка 7

§2.1. Обозначения метода Рунге-Кутты порядка 7
Девятистадийный метод Рунге – Кутты порядка 7 задаётся нижнетреугольной матрицей 
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и вектором 
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. Их можно объединить в одну расширенную матрицу A размера 10 ( 10:
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Задача заключается в том, чтобы найти матрицу A, коэффициенты которой удовлетворяют некоторой системе из 85 нелинейных уравнений с 45 переменной (см. Приложение 1). 
Обозначим 
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Тогда
§2.2. Решение системы уравнений Бутчера
Для решения полученной системы воспользуемся свободно распространяемой компьютерной системой Maple 12. 

Из-за большого размера системы приходится использовать все возможности сократить уравнения. Для этого используются упрощающие предположения.

Вместо того чтобы добавить к системе упрощающие предположения, мы выражаем часть переменных через них. После чего число уравнений остается неизменным, а количество переменных уменьшится.
Для начала применим упрощающие предположения уровня 3:
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Это означает, что для каждого индекса соответствующая координата у одного из векторов 
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 и 
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 должна быть равна нулю. Чаще всего у вектора 
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равны нулю координаты 
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 и 
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, а все остальные координаты равны нулю у вектора 
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Выразим из уравнений (89)− (95) коэффициенты 
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После применения упрощающих предположений число переменных сократилось до 35.

Подставив полученные коэффициенты в систему, можно заметить что уравнение (3) получается из уравнения (4) умножением на скаляр:
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Поэтому можно применить Maple-команду:
eqs[ 3]:=factor(eqs[ 3]-eqs[4]/2).

Аналогично для уравнений (6), (15), (16), (35), (36), (80), (83), (84). После этого данные уравнения и уравнение  (1) оказываются тождествами. В итоге остается система из 75 нелинейных уравнений от 35 переменных.

На следующем шаге заметим, что уравнения (2), (4), (7), (17), (37), (85)    оказываются линейными относительно переменных 
[image: image121.wmf]456789
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. Эта система имеет единственное решение, которое можно найти с помощью Maple-команды:

solve({eqs[2],eqs[4],eqs[7],eqs[17],eqs[37],eqs[85]},{b[4],b[5],b[6],b[7],b[8],b[9]}),

что позволяет выразить переменные 
[image: image122.wmf]456789
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 через остальные. Подставив найденные выражения в оставшиеся уравнения, мы получим уже 69 уравнений от 29 переменных.

На этом шаге количество используемой оперативной памяти уже превышает гигабайт. Поэтому чтобы произвести дальнейшие вычисления, мы присваиваем переменным 
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 произвольные рациональные значения:

c[2]:=1/7:

 c[3]:=1/3:

 c[4]:=3/4: 
c[5]:=1/2: 
c[6]:=2/3: 
c[7]:=4/5:

c[8]:=1/5:

После этого количество используемой памяти позволяет нам продвинуться дальше. 

Теперь воспользуемся упрощающими предположениями уровня 2: 
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Из упрощающих предположений всегда следует равенство 
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, поэтому 
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Выражаем переменные 
[image: image136.wmf]93,94,95,96,97,98
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 из уравнений (96) – (103) соответственно. Подставив найденные выражения в оставшиеся уравнения, мы получим 59 уравнения от 22 переменных.
Далее, в процессе решения на каждом шаге будем выделять из исходной системы некоторый набор уравнений и переменных так, чтобы выбранные уравнения оказывались линейными по выбранным переменным и имели наименьшую длину. Таким образом, на каждом шаге мы будем решать лишь систему линейных уравнений, причем количество уравнений и переменных совпадают.

Заметим, что после указанной подстановки уравнения (14), (29), (34) оказываются линейными относительно переменных 
[image: image137.wmf]878676
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 Эта линейная система уравнений имеет единственное решение, которое можно найти с помощью Maple-команды:

solve({eqs[14],eqs[29],eqs[34]},{a[8,7],a[8,6],a[7,6]}).

Подставив найденные выражения в оставшиеся уравнения, мы получим уже 52 уравнения от 19 переменных.

Далее, аналогично, командой

solve({eqs[28],eqs[76],eqs[82]},{a[4,3],a[5,4],a[5,3]})
выражаем переменные 
[image: image138.wmf]435453
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. Подставив найденные выражения в оставшиеся уравнения, мы получим уже 41 уравнения от 16 переменных.


Затем последовательно выражаем переменные 
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 и подставляем их в оставшиеся уравнения:

sol := solve({eqs[31]},{a[8,5]});  assign(sol),

sol := solve({eqs[81]},{a[7,5]});  assign(sol),

sol := solve({eqs[66]},{a[8,4]});  assign(sol).
После этого остается 25 уравнений от 13 переменных.


На следующем шаге аналогично  выражаем переменные 
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:

a[8,3] := solve(eqs[59],a[8,3]),
a[7,4] := solve(eqs[18],a[7,4]),
a[6,4] := solve(eqs[21],a[6,4]),

a[7,3] := solve(eqs[47],a[7,3]).

Подставив найденные переменные  в оставшиеся уравнения, мы получим уже 14 уравнения от 9 переменных.

После этого можно заметить, что решение разбивается на 2 случая, так как уравнение (50) раскладывается на два множителя. В дальнейшем мы будем рассматривать один случай. Заметим, что в один из множителей переменная 
[image: image141.wmf]65
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 входит линейно, поэтому будем рассматривать именно этот случай. Выразим из этого множителя 
[image: image142.wmf]65
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:

t2 := op(1,t1);

if degree(t2,a[6,5])<>1 then t2 := op(2,t1); end if;

if degree(t2,a[6,5])<>1 then t2 := op(3,t1); end if;

a[6,5] := solve(t2,a[6,5]). 
Таким образом мы выразили все коэффициенты 
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§2.1. Соотношения между сi
После того как мы выразили коэффициенты 
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 и коэффициенты 
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 и подставили их в систему, у нас осталось лишь несколько численных значений. Так как мы 
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 присваивали произвольные значения, то можно утверждать, что между 
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 существует хотя бы одно соотношение. 

Для того что бы найти это соотношение мы поочередно оставляли свободной одну переменную 
[image: image150.wmf]i
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. Если оставлять свободными больше переменных, то возникает проблема нехватки памяти. 
Таким образом, мы выяснили, что одно из этих соотношений содержит многочлен 
[image: image151.wmf]23
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. Поэтому существует еще два варианта решения данной системы.

В случае когда 
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 уравнение (41) имеет наименьшую длину. Числитель этого уравнения представляет собой многочлен с целыми коэффициентами, зависящий от 
[image: image153.wmf]i
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. Рассмотрим числитель этого  уравнения при свободной переменной 
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Как видно данный многочлен не зависит от 
[image: image156.wmf]2
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. 

Затем оставим свободной переменную 
[image: image157.wmf]3
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. Тогда многочлен примет следующий вид:
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Заметим, что 
[image: image159.wmf]3
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 имеет первую степень.
Аналогично продолжая оставлять свободными одну из переменных, мы выяснили, что 
[image: image160.wmf]i
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 связаны полиномиальным соотношением 
[image: image161.wmf]345678
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. Выписать в явном виде данное соотношение не удалось, но мы выяснили степень каждой переменной:
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Присвоим одной из переменных 
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, а другой перемой 
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. Таким образом мы сможем выяснить совместную переменную по двум переменным.

Обозначим 
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Так как 
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 и 
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имеют первую степень, то можно сказать что в искомый многочлен входит произведение 
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cc

×

 . 
Оставив 
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, а остальным переменным поочередно присваивая значения 
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, мы получили следующее:
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Так как 
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 имеют первую степень, то произведение 
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 входит в искомый многочлен. Так как 
[image: image189.wmf]8
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 входит во второй степени, то произведение  
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 входит в многочлен тоже .
Продолжая аналогично рассуждать, мы выяснили совместную переменную по двум переменным:
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В случае 
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, аналогично рассуждая, мы выяснили что 
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 связаны полиномиальным соотношением 
[image: image196.wmf]245678
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. Также выяснили степень каждой переменной входящей в соотношение 
[image: image197.wmf]R

:
c2: deg = 3,

c4: deg = 2,

c5: deg = 1,

c6: deg = 1,

c7: deg = 3,

c8: deg = 3.
Если выписать эти соотношения в явном виде, возможно удастся решить данную систему, так как все остальные переменные выражаются через 
[image: image198.wmf]i
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.
Заключение
Методы Рунге-Кутта, используемые для численного решения обыкновенных дифференциальных уравнение, характеризуются двумя основными параметрами (p, n) - порядком метода и количеством стадий соответственно. Классические методы имеют параметры (4, 4). Нахождение метода сводится к нахождению его матрицы коэффициентов: нижнетреугольной действительной матрицы размера (n + 1)*(n + 1) с нулевой диагональю. Если матрица описывает некоторый метод Рунге-Кутты, то ее коэффициенты должны удовлетворять уравнениям Бутчера, соответствующих деревьям веса < p.
В данной работе использовались упрощающие предположения, что позволило выразить часть переменных через остальные. В результате чего количество уравнений в системе осталось прежним, но уменьшилось число переменных.
Так как система получается очень сложной, все вычисления производились с помощью ЭВМ в программе Maple 12. Поэтому в ходе выполнения работы возникла проблема нехватки оперативной памчти.

Полностью решить систему уравнений не удалось, но выяснилось, что существует два варианта решения:

1) 
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2) 
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В обоих случаях переменные 
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 оказываются связаны полиномиальным соотношением 
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Полностью его выписать не удалось, но в случае 1)

[image: image203.wmf]345678

(,,,,,)

Rcccccc

 имеет первую степень по 
[image: image204.wmf]3456

,,,

cccc

, третью степень по 
[image: image205.wmf]7

c

, вторую степень по 
[image: image206.wmf]8

c

.
В случае 2) 
[image: image207.wmf]245678

(,,,,,)

Rcccccc

 имеет третью степень по 
[image: image208.wmf]2

c

, вторую степень по 
[image: image209.wmf]4

c

, первую степень по 
[image: image210.wmf]56

,

cc

, третью степень по 
[image: image211.wmf]78

,

cc

.

Если найти данное соотношение в явном виде, тогда возможно будет решена данная система.
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Приложение 1. Система уравнений Бутчера
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Приложение 2. Maple-команды
> restart: 

> read `D:/RUNGE_KU/MAPLE/rk2.txt`:

> p:=7; n:= 9;
> c[2]:=1/7:  c[3]:=1/3: c[4]:=3/4: c[5]:=1/2: c[6]:=2/3: c[7]:=4/5: c[8]:=1/5:

> c[1]:=0: c[n]:=1: c[n+1]:=1: b[2]:=0: b[3]:=0:

> e[3]:=0;

> for i from 1 to n do a[i,1]:=A[i,1]; end do:

> b[1]:=A[n+1,1]:

> A := RK_setABC(n): evalm(A);

> a[3,2] := (e[3]+c[3]^2/2)/c[2];

> for i from 4 to n do 

>   a[i,2]:=(c[i]^2/2 - add(a[i,j]*c[j], j=3..i-1) )/c[2];

> end do;

> psi := calcPsi(A, p):

> neq := Dimension(psi);

> eqs := ButcherEquations(A,p);

> eqs[ 2]:=factor(eqs[ 2]); eqs[ 4]:=factor(eqs[ 4]); eqs[ 7]:=factor(eqs[ 7]);

> eqs[17]:=factor(eqs[17]); eqs[37]:=factor(eqs[37]); eqs[85]:=factor(eqs[85]);

> eqs[ 3]:=factor(eqs[ 3]-eqs[4]/2); eqs[ 6]:=factor(eqs[ 6]-eqs[7]/2);

> eqs[16]:=factor(eqs[16]-eqs[17]/2); eqs[15]:=factor(eqs[15]-eqs[17]/4-eqs[16]);

> eqs[36]:=factor(eqs[36]-eqs[37]/2); eqs[35]:=factor(eqs[35]-eqs[37]/4-eqs[36]);

> eqs[84]:=factor(eqs[84]-eqs[85]/2); eqs[83]:=factor(eqs[83]-eqs[85]/4-eqs[84]);

> eqs[80]:=factor(eqs[80]-eqs[85]/8-3/2*eqs[83]-3/4*eqs[84]);

>sol:=solve({eqs[2],eqs[4],eqs[7],eqs[17],eqs[37],eqs[85]},{b[4],b[5],b[6],b[7],b[8],b[9]});

> assign(sol);

> evalm(A);

> for i from 1 to 8 do eqs[i]:=factor(eqs[i]); end do;

> eqs[ 3]:=factor(eqs[ 3]); eqs[ 6]:=factor(eqs[ 6]); eqs[16]:=factor(eqs[16]);

> eqs[15]:=factor(eqs[15]); eqs[36]:=factor(eqs[36]); eqs[35]:=factor(eqs[35]);

> eqs[84]:=factor(eqs[84]); eqs[83]:=factor(eqs[83]); eqs[80]:=factor(eqs[80]);

> eqs[28]:=eqs[28]-eqs[13]/3;

> for j from 1 to n+1 do

>   u[j] := simplify( add(b[i]*A[i,j], i=j+1..n) - (1-c[j])*b[j] );

> end do;

> for j from n-1 by -1 to 3 do

>   a[n,j] := solve(u[j], a[n,j]);

> end do;

> for j from 1 to 3 do

>   u[j] := simplify( u[j] );

> end do;

> A := map(factor,A);

> simplify( c[n+1]^2*(c[n+1]-c[3]) - add(A[n+1,i]*c[i]*(3*c[i]-2*c[3]),i=3..n) );

> for i from 1 to 8 do eqs[i]:=factor(eqs[i]); end do;

> for i from 13 to 17 do eqs[i]:=factor(eqs[i]); end do;

> for i from 27 to 37 do eqs[i]:=factor(eqs[i]); end do:

> eqs[14];

> eqs[29];

> eqs[34];

> sol := solve({eqs[14],eqs[29],eqs[34]},{a[8,7],a[8,6],a[7,6]});

> assign(sol);

> A := map(factor,A):

> for i from 1 to 85 do eqs[i]:=simplify(eqs[i]); 

>   if length(eqs[i])>0 then print(i,length(eqs[i])); end if; end do:

> sol := solve({eqs[28],eqs[76],eqs[82]},{a[4,3],a[5,4],a[5,3]});

> assign(sol);

> for i from 1 to 85 do eqs[i]:=simplify(eqs[i]); 

>   if length(eqs[i])>0 then print(i,length(eqs[i])); end if; end do:

> sol := solve({eqs[31]},{a[8,5]});  assign(sol);

> sol := solve({eqs[81]},{a[7,5]});  assign(sol);

> sol := solve({eqs[66]},{a[8,4]});  assign(sol);

> for i from 1 to 85 do eqs[i]:=simplify(eqs[i]); 

>   if length(eqs[i])>0 then print(i,length(eqs[i])); end if; end do:

> a[8,3] := solve(eqs[59],a[8,3]);

> for i from 1 to 85 do eqs[i]:=simplify(eqs[i]); 

>   if length(eqs[i])>0 then print(i,length(eqs[i])); end if; end do:

> eqs[18]:=simplify(eqs[18]/(c[8]-1));

> a[7,4] := solve(eqs[18],a[7,4]);

> for i from 1 to 85 do eqs[i]:=factor(eqs[i]); 

>   if length(eqs[i])>0 then print(i,length(eqs[i])); end if; end do:

> eqs[21]:=simplify(eqs[21]/(c[8]-1));

> a[6,4] := solve(eqs[21],a[6,4]);

> for i from 1 to 85 do eqs[i]:=factor(eqs[i]); 

>   if length(eqs[i])>0 then print(i,length(eqs[i])); end if; end do:

> eqs[47];

> a[7,3] := solve(eqs[47],a[7,3]);

> for i from 1 to 85 do eqs[i]:=factor(eqs[i]); 

>   if length(eqs[i])>0 then print(i,length(eqs[i])); end if; end do:

> eqs[50] := factor(eqs[50]);

> t1 := numer(eqs[50]);

> t2 := op(1,t1); 

> if degree(t2,a[6,5])<>1 then t2 := op(2,t1); end if;

> if degree(t2,a[6,5])<>1 then t2 := op(3,t1); end if;

> a[6,5] := solve(t2,a[6,5]);

> for i from 1 to 85 do eqs[i]:=simplify(eqs[i]); 

>   if length(eqs[i])>0 then print(i,length(eqs[i])); end if; end do:

> a[6,3]:=solve(eqs[43],a[6,3]);

> eqs[41] := factor(eqs[41]/(c[8]-1)/(c[7]-1)/(2*c[3]-3*c[2])/c[3]);

> z:=numer(eqs[41]);
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_1400834351.unknown

_1400834331.unknown

_1400833246.unknown

_1400833310.unknown

_1400834294.unknown

_1400833325.unknown

_1400833291.unknown

_1400833155.unknown

_1400833199.unknown

_1400833146.unknown

_1400829668.unknown

_1400832650.unknown

_1400832685.unknown

_1400829778.unknown

_1400832620.unknown

_1400829119.unknown

_1400829612.unknown

_1400829059.unknown

_1400828625.unknown

_1400828769.unknown

_1400828982.unknown

_1400829012.unknown

_1400828857.unknown

_1400828744.unknown

_1400828753.unknown

_1400828650.unknown

_1400826397.unknown

_1400828545.unknown

_1400828578.unknown

_1400826506.unknown

_1400826325.unknown

_1400826370.unknown

_1400826290.unknown

_1400695414.unknown

_1400799600.unknown

_1400825884.unknown

_1400826240.unknown

_1400800907.unknown

_1400800962.unknown

_1400801191.unknown

_1400825855.unknown

_1400801020.unknown

_1400799817.unknown

_1400799861.unknown

_1400796567.unknown

_1400798504.unknown

_1400799458.unknown

_1400798597.unknown

_1400798886.unknown

_1400798200.unknown

_1400796659.unknown

_1400796854.unknown

_1400794357.unknown

_1400796463.unknown

_1400701473.unknown

_1399634009.unknown

_1399660657.unknown

_1399661426.unknown

_1399661430.unknown

_1399661359.unknown

_1399634068.unknown

_1399635285.unknown

_1399635352.unknown

_1399634050.unknown

_1399625454.unknown

_1399633927.unknown

_1399625513.unknown

_1399626201.unknown

_1399625284.unknown

_1399625369.unknown

_1399625241.unknown

_1399623496.unknown

_1399624103.unknown

_1399624638.unknown

_1399624682.unknown

_1399624771.unknown

_1399625009.unknown

_1399624875.unknown

_1399624891.unknown

_1399624783.unknown

_1399624714.unknown

_1399624749.unknown

_1399624689.unknown

_1399624662.unknown

_1399624359.unknown

_1399624475.unknown

_1399624615.unknown

_1399624625.unknown

_1399624582.unknown

_1399624413.unknown

_1399624217.unknown

_1399624341.unknown

_1399624117.unknown

_1399623711.unknown

_1399623942.unknown

_1399623990.unknown

_1399623802.unknown

_1399623659.unknown

_1399623672.unknown

_1399623624.unknown

_1399621106.unknown

_1399621110.unknown

_1399621112.unknown

_1399621113.unknown

_1399621190.unknown

_1399621111.unknown

_1399621108.unknown

_1399621109.unknown

_1399621107.unknown

_1399621101.unknown

_1399621104.unknown

_1399621105.unknown

_1399621103.unknown

_1399621102.unknown

_1399621098.unknown

_1399621099.unknown

_1399621097.unknown

_1399559577.unknown

_1399566885.unknown

_1399621087.unknown

_1399621092.unknown

_1399621094.unknown

_1399621095.unknown

_1399621093.unknown

_1399621090.unknown

_1399621091.unknown

_1399621089.unknown

_1399569368.unknown

_1399621083.unknown

_1399621085.unknown

_1399621086.unknown

_1399621084.unknown

_1399575428.unknown

_1399621081.unknown

_1399621082.unknown

_1399576129.unknown

_1399621080.unknown

_1399575841.unknown

_1399572689.unknown

_1399574531.unknown

_1399569768.unknown

_1399569335.unknown

_1399569354.unknown

_1399569361.unknown

_1399569347.unknown

_1399569314.unknown

_1399569325.unknown

_1399569199.unknown

_1399560573.unknown

_1399562366.unknown

_1399563766.unknown

_1399563817.unknown

_1399562399.unknown

_1399560704.unknown

_1399560936.unknown

_1399560937.unknown

_1399560799.unknown

_1399560656.unknown

_1399560277.unknown

_1399560431.unknown

_1399560522.unknown

_1399560341.unknown

_1399559599.unknown

_1399560169.unknown

_1399559589.unknown

_1399397445.unknown

_1399559535.unknown

_1399559556.unknown

_1399559567.unknown

_1399559545.unknown

_1399559511.unknown

_1399559522.unknown

_1399559500.unknown

_1399319806.unknown

_1399370414.unknown

_1399370448.unknown

_1399369364.unknown

_1399369430.unknown

_1399369472.unknown

_1399369389.unknown

_1399369023.unknown

_1399368462.unknown

_1399317586.unknown

_1399318266.unknown

_1237666469.unknown

