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Введение
Дифференциальные уравнения представляют собой соотношения между независимой переменной, неизвестной функцией и ее производными до некоторого порядка. Обыкновенные дифференциальные уравнения возникают тогда, когда неизвестная функция зависит лишь от одной независимой переменной. В настоящее время особый интерес представляет нахождение таких решений обыкновенных дифференциальных уравнений, которые удовлетворяют некоторым начальным условиям (решение задачи Коши). 
Для численного решения обыкновенных дифференциальных уравнений применяются методы Рунге-Кутты. Как известно, они характеризуются двумя параметрами – порядком метода и количеством шагов. Методы Рунге-Кутта описываются некоторой действительной нижнетреугольной матрицей размера 
[image: image1.wmf]n
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 с нулевой диагональю, называемой таблицей Бутчера. Все её коэффициенты должны удовлетворять некоторой системе полиномиальных уравнений, называемых уравнениями Бутчера.
Построение таблицы Бутчера для методов большого порядка (больше 6) – очень сложная задача, не имеющая до сих пор полного решения. В работе [5] предлагается некоторый новый подход к их построению. Основную роль в нём играют подпространства Lk и Мk.
Пусть для матрицы размера 
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, представленной в общем виде, через Lk обозначены подпространства в Rn , порожденные векторами 
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, где t – все возможные деревья веса k. А также их суммы 
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Данная работа посвящена нахождению размерностей пространств Mk для матриц малых размерностей и выяснению, от каких условий зависят их значения. Случаи, когда рассматриваются пространства R1  и R2 , являются практически очевидными. Но с увеличением размерности пространств Rn задача, естественно, становится всё более сложной. В данной работе я максимально подробно исследую эти пространства для малых значений n. Для проведения необходимых вычислений использовался пакет Maple.
§1 Теоретический материал и обозначения.
Пусть дана матрица А –  матрица вида:
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Матрицу А будем отождествлять с соответствующими линейными операторами в пространствах Rn. Вектора обычно будем представлять в виде матрицы из одного столбца.

Для двух векторов
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через x*y обозначим вектор:
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Скалярное произведение векторов-столбцов обозначим, как обычно,
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Вектор, состоящий из одних единиц, обозначим символом е.


Для данной матрицы А рассмотрим подпространства Lk в Rn  порожденные векторами 
[image: image10.wmf]>
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, где t – все возможные деревья веса k. 
Подробнее: 
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А также их суммы Mk:
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Таким образом, пространство M1  порождено двумя векторами, M2  - четырьмя, M3  - восемью, M4 - семнадцатью.


Далее, рассмотрим подпространства 
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, порожденные векторами:
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 для всех деревьев t веса k, то есть 
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и их суммы 
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Таким образом, пространство 
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 порождается одним вектором, 
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 - четырьмя, а 
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 - двенадцатью и так далее.

Пример

Рассмотрим матрицу размера 4×4:
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Для этой матрицы составим подпространства Lk.
Поскольку подпространство L0  состоит из единичного вектора, то оно одномерно:
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Подпространство L1 тоже одномерно и порождено вектором Ае:
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Подпространство L2 порождено двумя векторами А2е и Ае*Ае и является двумерным:
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Подпространство L3 трехмерно и порождено четырьмя векторами: e, Ae, A2e, Ae*Ae.
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Тогда их суммы Mk равны:
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Пространство M0 одномерно, M1 – двумерно, а пространства M2 и M3 трехмерные.

Затем для данной матрицы А рассмотрим подпространства 
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Подпространства 
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Подпространство 
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 порождено одним вектором 2А2е- Ае*Ае:
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Подпространство 
[image: image51.wmf]3
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 является трехмерным и порождено тремя векторами: 6А3е-Ае*Ае*Ае, 2А(Ае*Ае)-Ае*Ае*Ае и 2А2е*Ае-Ае*Ае*Ае.
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Тогда пространства 
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 Пространство 
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 трехмерно и порождено четырьмя векторами:
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§2 Размерности пространств Мk для одномерных матриц и матриц размера 2×2 
Теорема 1: Для одномерной матрицы А все пространства Mi имеют размерность 1.
Доказательство: Все пространства Mi содержатся в R1.
Теорема 2: Пусть A –  матрица размера 2×2:
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Тогда если а11+а12=а21+а22, то размерности пространств M0, M1, M2,… равны 1, в противном случае – размерность M0  равна 1, а размерности M1, M2, M3,… равны 2.
Доказательство:
Пространство 
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 для любой матрицы размера 2×2 состоит из одного вектора е, 
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Размерность остальных пространств 
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 зависит от того, пропорционален ли вектор Ае вектору е. Исходя из этого, рассмотрим два случая: 

1 случай: Ae=λe или, что равносильно, а11+а12=а21+а22.
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Т.к. 
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Получаем, что 
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Таким образом, все вектора пространства 
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M

 выражаются через вектор е. Аналогично, все вектора и остальных пространств 
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 будут выражаться через вектор е. То есть размерность этих пространств равна 1.

2 случай: 
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В этом случае размерность пространств 
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равна 2.

§3 Размерности пространств Мk для матриц размера 3×3 
Теорема 3.1: Пусть дана матрица А размера 3×3:
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с1= а11+а12+а13,

с2= а21+а22+а23,

с3= а31+а32+а33.
Тогда возможны два случая:
1. если с1=с2=с3, то размерности пространств  Мi  равны 1.

2. если это условие не выполняется, тогда имеет место следующее: размерность пространства М0=<e> равна 1; размерность M1=<e, Ae>  равна 2; размерность пространства M2=<e, Ae, A2e, Ae*Ae> и последующих  равна 2, если элементы матрицы А удовлетворяют одному из следующих условий: 

· a11+a13=a31+a33 и а32=а12, 

· a11+a12=a21+a22 и а23=а13, 
· a22+a23=a32+a33 и а21=а31,
в противном случае, размерность пространств M2, M3,… равна 3.

Доказательство: 

Рассмотрим два случая:

1 случай: Ae=λe. Это условие равносильно равенствам: с1=с2=с3.
В этом случае размерности пространств 
[image: image79.wmf]i
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 равны 1.

2 случай: Если 
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Найдем размерность пространства 
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 при выполнении условия 
[image: image84.wmf]е

Ае

l

¹

. Для этого нужно проверить, лежат ли в одном пространстве тройки векторов: 
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. То есть нужно вычислить определители, составленные из этих векторов и выяснить, равны ли они нулю.

С учетом введенных в условии теоремы обозначений матрица А принимает следующий вид:
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Тогда определитель из векторов 
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А определитель из векторов 
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Значения, при которых оба эти определителя равны нулю: 
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. Следовательно, при выполнении одного из этих условий пространство М2 имеет размерность 2. В остальных случаях размерность пространства М2 равна 3.
Остается выяснить, каковы размерности остальных пространств Мi (i=3,4,5…). В случае, когда размерность М2 равна 3, размерности и остальных пространств равняются 3, поскольку являются вложенными и возрастают.  
Рассмотрим случай, когда пространство М2 имеет размерность 2. 

Пространство М3 состоит из восьми векторов, первые четыре из которых лежат в одной плоскости:

M3=<e, Ae, A2e, Ae*Ae, А3е, А(Ае*Ае), А2е*Ае, Ае*Ае*Ае>
Нужно выяснить, лежат ли остальные вектора в этой же плоскости, то есть равны ли нулю определители, составленные из векторов e, Ae и одного из векторов: А3е, А(Ае*Ае), А2е*Ае или Ае*Ае*Ае. Получим, что все они равняются нулю, поскольку есть условие, что e, Ae, A2e и Ae*Ae лежат в одной плоскости и, соответственно, определители, составленные из векторов e, Ae, A2e и e, Ae, Ae*Ae также равны нулю. То есть размерность пространства М3 тоже равна 2. Это распространяется и на остальные пространства Мi (i>3).
Замечание: Каков будет результат, если в теореме 3 выполняется лишь одно равенство из случая 1: с1=с2=с3. Тогда размерности пространств М0 и М1 равна 1 и 2 соответственно.
Пусть выполняется равенство с1=с2. Тогда если а23=а31, то пространства М2, М3,… имеют размерность 2. В остальных случаях размерности равны 3.

Если выполняется равенство с1=с3, тогда при выполнении дополнительного условия а12=а32 размерности пространств М2, М3,… равны 2, в остальных случаях размерности равны 3.

В случае, когда выполняется равенство с2=с3 размерности пространств М2, М3,…равны 2 лишь при выполнении дополнительного условия: а22+а23=а32+а33. В остальных случаях размерности равны 3.
Теорема 3.2: Пусть дана нижнетреугольная матрица размера 3×3: 
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Тогда возможны два случая: 
1. если а21=а31+а32=0, то размерности пространств Мi равны 1.

2. если это условие не выполняется, тогда имеет место следующее: размерность пространства М0=<e> равна 1; размерность M1=<e, Ae> равна 2; размерность пространства M2=<e, Ae, A2e, Ae*Ae> и последующих равна 2, если элементы матрицы А удовлетворяют одному из следующих условий: а21=0, или а32=0 и а31=0, или а32=0 и а31=а21. В противном случае, размерность пространств M2, M3,… равна 3.
Доказательство:
Рассмотрим два случая:

1 случай: Пусть Ae=λe. Это условие равносильно равенствам:

а21=а31+а32=0.
В этом случае размерности пространств 
[image: image100.wmf]i

M

 равны 1.

2 случай: Если Ae≠λe, тогда размерность пространства М0=<e> равна 1, а размерность М1=<e, Ае> равна 2.

Найдем размерность пространства М2=<е, Ае, А2е, Ае*Ае> при выполнении условия Ae≠λe. Для этого нужно проверить, лежат ли в одном пространстве тройки векторов: е, Ае, А2е и е, Ае, Ае*Ае. То есть нужно вычислить определители, составленные из этих векторов и выяснить, равны ли они нулю.

Определитель из векторов е, Ае, А2е равен:

[image: image101.wmf]32
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.
А определитель из векторов е, Ае, Ае*Ае равен:
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.
Пространство М2 имеет размерность 2, если оба эти определителя равны 0. Это равносильно следующим условиям: а21=0, или а32=0 и а31=0, или а32=0 и а31=а21. В остальных случаях размерность пространства М2 равна 3. Остальные пространства Мi (i>2) будут иметь такую же размерность, что и М2.
§4 Размерности пространств Мk для матриц размера 4×4 
Теорема 4.1: Пусть дана матрица А размера 4×4:
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,
с1= а11+а12+а13+а14,
с2= а21+а22+а23+а24,

с3= а31+а32+а33+а34,

с4= а41+а42+а43+а44.

Тогда возможны два случая:

1. если с1=с2=с3=с4, то размерности пространств Мi равны 1.

2. если это условие не выполняется, тогда имеет место следующее: размерность пространства М0=<e> равна 1, размерность M1=<e, Ae> равна 2. Размерность пространства M2=<e, Ae, A2e, Ae*Ae> будет равна: 
· 2, если для элементов матрицы А выполняется одно из условий: с1=с2 и с2(а13-а23+а14-а24)+с3(а23-а13)+с4(а24-а14)=0, или с1=с3, с2=с4, а12+а14-а32-а34=0 и а22+а24-а42-а44=0, или с1=с3=с4 и а12=а32=а42, или с2=с3=с4, с2-а21-с3+а34=0 и с2-а21-с4+а41=0, или с2=с3, с1=с4, а22+а23-а32-а33=0 и а12+а13-а42-а43=0. 
· 3, если а12=(с12(а21-а31)+с22а32+с32(а13-а23)+с1с2(а22-а11+а31-а32)+с1с3(а11-а21+а23-а33)+с1с4(а24-а34)+с2с3(а33-а22-а13)+с2с4(а34-а14)+с3с4(а14-а24))/(с2(с2-с3)) и а44=(с12(а21-а41)+с22(а42-а12)+с42(а14-а24)+с1с2(а22-а11+а41-а42)+с1с3(а23-а43)+с1с4(а11-а21+а24)+с2с3(а43-а13)+с2с4(а12- а14-а22)+с3с4(а13-а23))/(с4(с1-с2))или с1=с2, или с1=с3 и с2=с4, или с1=с3=с4, или с2=с3=с4, или с2=с3 и с1=с4. 
· 4, в остальных случаях.
Доказательство:
Рассмотрим два случая:

1 случай: Ae=λe. Это условие равносильно равенствам: с1=с2=с3=с4. В этом случае размерности пространств Мi равны 1.
2 случай: Если Ae≠λe, тогда размерность пространства М0=<e> равна 1, а размерность М1=<e, Ае> равна 2.

Найдем размерность пространства М2=<е, Ае, А2е, Ае*Ае> при выполнении условия Ae≠λe. Для этого нужно проверить, лежат ли в одном пространстве тройки векторов: е, Ае, А2е и е, Ае, Ае*Ае.

Чтобы выяснить, когда вектора е, Ае, А2е лежат в одной плоскости, нужно найти  условия для коэффициентов матрицы А, при которых следующие определители равны нулю:
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Аналогично, чтобы выяснить, когда вектора е, Ае, Ае*Ае лежат в одной плоскости, нужно узнать, при каких условиях следующие определители равны нулю:
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Размерность пространства М2=<е, Ае, А2е, Ае*Ае> равна 2, когда вектора е, Ае, А2е, Ае*Ае лежат в одной плоскости, то есть когда одновременно все четыре определителя, описанные выше, равны 0. Это равносильно следующим условиям: с1=с2 и с2(а13-а23+а14-а24)+с3(а23-а13)+с4(а24-а14)=0, или с1=с3, с2=с4, а12+а14-а32-а34=0 и а22+а24-а42-а44=0, или с1=с3=с4 и а12=а32=а42, или с2=с3=с4, с2-а21-с3+а34=0 и с2-а21-с4+а41=0, или с2=с3, с1=с4, а22+а23-а32-а33=0 и а12+а13-а42-а43=0.

Размерность пространства М2=<е, Ае, А2е, Ае*Ае> равна 3, когда только один из векторов А2е или Ае*Ае лежат в одной плоскости с векторами е и Ае. То есть должно выполняться одно из условий: а12=(с12(а21-а31)+с22а32+с32(а13-а23)+с1с2(а22-а11+а31-а32)+с1с3(а11-а21+а23-а33)+с1с4(а24-а34)+с2с3(а33-а22-а13)+с2с4(а34-а14)+с3с4(а14-а24))/(с2(с2-с3)) и а44=(с12(а21-а41)+с22(а42-а12)+с42(а14-а24)+с1с2(а22-а11+а41-а42)+с1с3(а23-а43)+с1с4(а11-а21+а24)+с2с3(а43-а13)+с2с4(а12- а14-а22)+с3с4(а13-а23))/(с4(с1-с2))или с1=с2, или с1=с3 и с2=с4, или с1=с3=с4, или с2=с3=с4, или с2=с3 и с1=с4.
В остальных случаях, когда описанные выше случаи не выполняются (то есть когда вектора А2е и Ае*Ае лежат в разных плоскостях с векторами е и Ае), размерность пространства М2 равна 4.
Теорема 4.2: Пусть дана нижнетреугольная матрица А размера 4х4:
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с2= а21,

с3= а31+а32,

с4= а41+а42+а43.
Тогда возможны два случая:

1. если с2=с3=с4=0, то размерности пространств Мi равны 1.

2. если это условие не выполняется, тогда имеет место следующее:

размерность пространства М0=<e> равна 1; размерность М1=<e, Ае> равна 2; размерность пространства М2=<е, Ае, А2е, Ае*Ае> будет равна:

· 2, если выполняются условия: а21=0, или а31=а32=а42=0, а41+а43=0, или а32=а41=0, а42+а43=0, а21=а31, или а21=а31=а41, а32=0, а42+а43=0;

· 3, если выполняется одно из четырех условий: а32=0 или  а21а42+а31а43=0, а31=0 или с4=0, а21=а31 или с4=0, а21=а31 или а21=с4;

· 4, в остальных случаях.

Доказательство: 

Рассмотрим два случая:

1 случай: Ae=λe. Это условие равносильно равенствам: с2=с3=с4. В этом случае размерности пространств Мi равны 1.
2 случай: Если Ae≠λe, тогда размерность пространства М0=<e> равна 1, а размерность М1=<e, Ае> равна 2.

Найдем размерность пространства М2=<е, Ае, А2е, Ае*Ае> при выполнении условия Ae≠λe. Для этого нужно проверить, лежат ли в одном пространстве тройки векторов: е, Ае, А2е и е, Ае, Ае*Ае.
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Чтобы выяснить, когда вектора е, Ае, А2е лежат в одной плоскости, нужно найти  условия для коэффициентов матрицы А, при которых следующие определители равны нулю:
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Аналогично, чтобы выяснить, когда вектора е, Ае, Ае*Ае лежат в одной плоскости, нужно узнать, при каких условиях следующие определители равны нулю:
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Размерность пространства М2=<е, Ае, А2е, Ае*Ае> равна 2, когда вектора е, Ае, А2е, Ае*Ае лежат в одной плоскости, то есть когда одновременно выполняются 4 условия: 
[image: image117.wmf]0
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. Это равносильно следующему: а21=0, или а31=а32=а42=0, а41+а43=0, или а32=а41=0, а42+а43=0, а21=а31, или а21=а31=а41, а32=0, а42+а43=0.
Размерность пространства М2=<е, Ае, А2е, Ае*Ае> равна 3, когда только один из векторов А2е или Ае*Ае лежат в одной плоскости с векторами е и Ае. То есть должно выполняться одно из условий: 
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. Что равносильно следующему: а32=0 или  а21а42+а31а43=0, а31=0 или с4=0, а21=а31 или с4=0, а21=а31 или а21=с4.
В остальных случаях, когда описанные выше случаи не выполняются (то есть когда вектора А2е и Ае*Ае лежат в разных плоскостях с векторами е и Ае), размерность пространства М2 равна 4.
Это и доказывает теорему.
Заключение
Построение таблицы Бутчера для методов большого порядка (больше 6) – очень сложная задача, не имеющая до сих пор полного решения. В работе Хашина С.И. [5] предлагается альтернативная форма уравнений Бутчера для нахождения методов Рунге-Кутта. Эта форма дает возможность перейти к рассмотрению каждого такого метода как некоторого алгебраического объекта. Такой подход позволяет существенно сократить размеры системы уравнений и найти новые, более эффективные методы Рунге-Кутта. Основную роль в нём играют подпространства Lk и Мk, характеристики которых ещё малоисследованны.

В данной работе были изучены размерности пространств Мk для матриц малых размерностей. Все результаты объединены в отдельных теоремах для случаев, когда рассматриваются пространства R1, R2, R3, и R4. Для матриц больших размерностей проводимые вычисления очень объемны и сложны. 
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Приложение 1.
Maple-программа для нахождения пространств Lk, Mk, 
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 и их размерностей.
> with(LinearAlgebra):
> A:=Matrix([[0, 1, 2, 0], [1, 2, 0, 1], [2, 0, 1, 2], [0, 1, 2, 0]]);
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> s:=(r1,r2) -> linalg[matrix]( 4,1, [r1['i',1]*r2['i',1]$'i'=1..4] ):

> e:=linalg[matrix](4,1,[1$4]);
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> # L1:

> psi[2] := evalm(A &* e); # Ae
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> # L2:

> psi[3] := evalm(A &* psi[2]); # A2e
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> psi[4] := s( psi[2], psi[2]); # Ae*Ae
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> # L3:

> psi[5] := evalm(A &* psi[3]); # A3e
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> psi[6] := s( psi[3], psi[2]); # A2e*Ae
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> psi[7] := s( psi[4], psi[2]); #Ae*Ae*Ae
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> psi[8] := evalm(A &* psi[4]); #A(Ae*Ae)
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> L0 := <e>;
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> L1 := <evalm(psi[2])>;
[image: image137.wmf] := 
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> L2 := <evalm(psi[3]) | evalm(psi[4])>;
[image: image138.wmf] := 
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> L3 := <evalm(psi[5]) | evalm(psi[6])| evalm(psi[7])| evalm(psi[8])>;
[image: image139.wmf] := 
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> M0 := L0;
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> M1:=< L0 | L1 >;
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> M2:=<L0|L1|L2>;
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> M3:=<L0|L1|L2|L3>;
[image: image143.wmf] := 
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> L01:=0;
[image: image144.wmf] := 
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> L11:=0;
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> phi[1]:=evalm(2*psi[3]-psi[4]);
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> L21:=<evalm(phi[1])>;
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> phi[2]:=evalm(6*psi[5]-psi[7]);
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> phi[3]:=evalm(3*psi[8]-psi[7]);
[image: image149.wmf] := 
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> phi[4]:=evalm(2*psi[6]-psi[7]);
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> L31:=<evalm(phi[2])|evalm(phi[3])|evalm(phi[4])>;
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> M01:= L01;
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> M21:= <L21>;
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> M31:=<L21|L31>;
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> Rank(L2);
[image: image156.wmf]2


> Rank(L3);
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> Rank(M1);
[image: image158.wmf]2


> Rank(M2);
[image: image159.wmf]3


> Rank(M3);

[image: image160.wmf]3


> Rank(L31);
[image: image161.wmf]3


> Rank(M31);
[image: image162.wmf]3


Приложение 2.

Maple-программа для нахождения размерностей пространств Mk матриц размера 4×4.
> restart; 
> with(linalg):
> s:=(r1,r2) -> linalg[matrix]( 4,1, [r1['i',1]*r2['i',1]$'i'=1..4] );
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> e:=linalg[matrix](4,1,[1$4]);
[image: image164.wmf] := 
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> e1:=delrows(e,4..4);
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> e2:=delrows(e,3..3);
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> a11 := c1-a12-a13-a14;
[image: image167.wmf] := 
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> a21 := c2-a22-a23-a24;
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> a31 := c3-a32-a33-a34;
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> a41 := c4-a42-a43-a44;
[image: image170.wmf] := 

a41

 - 

 - 

 - 

c4

a42

a43

a44


> A:=Matrix([[a11, a12, a13, a14], [a21, a22, a23, a24], [a31, a32, a33, a34], [a41, a42, a43, a44]]);
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> Ae:=evalm(A&*e);
[image: image172.wmf] := 

Ae

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

c1

c2

c3

c4


> Ae1:=delrows(Ae,4..4):
> Ae2:=delrows(Ae,3..3):
> A2e:=evalm(A^2&*e);
[image: image173.wmf]A2e
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> A2e1:=delrows(A2e,4..4):
> A2e2:=delrows(A2e,3..3):
> s:=s(Ae,Ae);
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> s1:=delrows(s,4..4):
> s2:=delrows(s,3..3):
> C1:=<e1|Ae1|s1>;
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> detC1:=factor(det(C1));
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> C2:=<e2|Ae2|s2>;
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> detC2:=factor(det(C2));
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> S1:=<e1|Ae1|A2e1>;
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> detS1:=factor(det(S1));
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> solve(detS1,a12);
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> S2:=<e2|Ae2|A2e2>;
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> detS2:=factor(det(S2));
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> solve(detS2,a44);
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