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����� I
�������� ������������ � �������� �����������

§ 1. �������� ������������ � �� ���������������

� §¤¥« ¬ â¥¬ â¨ª¨,  §ë¢ ¥¬ë© «¨¥©®©  «£¥¡à®©, ¢ ª®¥ç®¬ áç¥â¥ § ¨¬ -
¥âáï ¨§ãç¥¨¥¬ ¢á¥£® ¤¢ãå ¯®ïâ¨© | «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¨ «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥-
¨¥. � íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë § ª®¬¨¬áï á ¯¥à¢ë¬ ¨§ ¨å.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1. �ãáâì K | ¥ª®â®à®¥ ¯®«¥. �¥¯ãáâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® L  §ë¢ -
¥âáï «¨¥©ë¬ (¨«¨ ¢¥ªâ®àë¬) ¯à®áâà áâ¢®¬  ¤ ¯®«¥¬ K, ¥á«¨   íâ®¬ ¬®-
¦¥áâ¢¥ § ¤ ë ¢ãâà¥ïï ®¯¥à æ¨ï á«®¦¥¨ï + ¨ ¢¥èïï ®¯¥à æ¨ï ã¬®¦¥¨ï
(á«¥¢ )   í«¥¬¥âë ¨§ ¯®«ï K â ª, çâ® ¢ë¯®«¥ë á«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  (¨«¨  ª-
á¨®¬ë):

(1) (∀a, b ∈ L)(a + b = b + a);
(2) (∀a, b, c ∈ L)((a + b) + c = a + (b + c));
(3) (∀a, b ∈ L)(∃x ∈ L)(a + x = b);
(4) (∀α ∈ K)(∀a, b ∈ L)(α(a + b) = αa + αb);
(5) (∀α, β ∈ K)(∀a ∈ L)((α + β)a = αa + βa);
(6) (∀α, β ∈ K)(∀a ∈ L)((αβ)a = α(βa);
(7) (∀a ∈ L)(1a = a).

�«¥¬¥âë ¬®¦¥áâ¢  L ¡ã¤ãâ  §ë¢ âìáï ¢¥ªâ®à ¬¨ ¨ ®¡®§ ç âìáï ¬ «ë¬¨ « -
â¨áª¨¬¨ ¡ãª¢ ¬¨; í«¥¬¥âë ¯®«ï K ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì áª «ïà ¬¨ ¨ ®¡®§ ç âì ¬ «ë¬¨
£à¥ç¥áª¨¬¨ ¡ãª¢ ¬¨. �ë ¡ã¤¥¬ ç áâ® £®¢®à¨âì ¯à®áâ® ® ¯à®áâà áâ¢¥, ®¯ãáª ï ¤«ï
ªà âª®áâ¨ á«®¢® "«¨¥©®¥". �ã¤¥â ®¯ãáª âìáï ¨ ã¯®¬¨ ¨¥ ® ¯®«¥ K, ¥á«¨ ¨§ ª®-
â¥ªáâ  ïá®,  ¤ ª ª¨¬ ¯®«¥¬ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¤ ®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®.

� á«¥¤ãîé¥¬ ¯à¥¤«®¦¥¨¨ á®¡à ë ¯à®áâ¥©è¨¥ á¢®©áâ¢  «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢,
¢ëâ¥ª îé¨¥ ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1. �ãáâì L | «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®  ¤ ¯®«¥¬ K. �®£¤ 
(1) �àã¯¯®¨¤ (L, +) ï¢«ï¥âáï  ¡¥«¥¢®© £àã¯¯®©. � ç áâ®áâ¨, ¢ ¬®¦¥áâ¢¥ L

á®¤¥à¦¨âáï ¥¤¨áâ¢¥ë© í«¥¬¥â,  §ë¢ ¥¬ë© ã«¥¢ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ¨ ®¡®-
§ ç ¥¬ë© á¨¬¢®«®¬ 0, ª®â®àë© (®¤®§ ç®) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â¥¬ á¢®©áâ¢®¬,
çâ® ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  a ∈ L ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢® a + 0 = a; ªà®¬¥ â®£®,
¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  a ∈ L áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ë© ¢¥ªâ®à, ®¡®§ ç ¥¬ë©
á¨¬¢®«®¬ −a,  §ë¢ ¥¬ë© ¯à®â¨¢®¯®«®¦ë¬ ª ¢¥ªâ®àã a ¨ (®¤®§ ç®)
®¯à¥¤¥«ï¬ë© â¥¬ á¢®©áâ¢®¬, çâ® a + (−a) = 0.

(2) �«ï «î¡ëå α ∈ K ¨ a ∈ L ¨¬¥îâ ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢  α0 = 0 ¨ 0a = 0. �¡à â®,
¥á«¨ αa = 0, â® ¨«¨ α = 0, ¨«¨ a = 0.

(3) �«ï «î¡ëå α ∈ K ¨ a ∈ L ¨¬¥îâ ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢  α(−a) = −αa ¨ (−α)a =
−αa.

(4) �®« £ ï, ª ª ®¡ëç®, a − b = a + (−b) (a, b ∈ L), ¨¬¥¥¬ ¤«ï ¯à®¨§¢®«ìëå
¢¥ªâ®à®¢ a, b ∈ L ¨ ¯à®¨§¢®«ìëå áª «ïà®¢ α, β ∈ K á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì à ¢¥áâ¢
α(a− b) = αa− αb ¨ (α− β)a = αa− βa.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¯ãªâ  (1) ¯®çâ¨ ®ç¥¢¨¤ë. � á ¬®¬ ¤¥«¥,
¢â®à ï ¨ âà¥âìï  ªá¨®¬ë ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  ®§ ç îâ ¢ â®ç®-
áâ¨ â®, çâ® £àã¯¯®¨¤ (L, +) ï¢«ï¥âáï £àã¯¯®©,   ¯¥à¢ ï  ªá¨®¬  £®¢®à¨â ® â®¬, çâ®
íâ  £àã¯¯   ¡¥«¥¢ . �áâ «ìë¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¯ãªâ  (1) ¯à®áâ® ¢ëà ¦ îâ ¨§¢¥áâë¥
á¢®©áâ¢  £àã¯¯ë.

�«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® α ∈ K ¨¬¥¥¬

α0 = α(0 + 0) = α0 + α0.

�à¨¡ ¢¨¢ ª ®¡¥¨¬ ç áâï¬ à ¢¥áâ¢  α0 + α0 = α0 í«¥¬¥â, ¯à®â¨¢®¯®«®¦ë© ª ¢¥ª-
â®àã α0, ¯®«ãç ¥¬ α0 = 0. � ¢¥áâ¢® 0a = 0 ¤®ª §ë¢ ¥âáï   «®£¨ç®. �¡à â®, ¥á«¨
αa = 0 ¨ α 6= 0, â® ã¬®¦¨¢ ®¡¥ ç áâ¨ à ¢¥áâ¢  αa = 0   áª «ïà α−1, ¯®«ãç ¥¬
α−1(αa) = α−10. � ª ª ª ¢ á¨«ã  ªá¨®¬ (6) ¨ (7) α−1(αa) = (α−1α)a = 1a = a ¨
¯® ¤®ª § ®¬ã α−10 = 0, ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® a = 0, ¨ ¢á¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¯ãªâ  (2)
¤®ª § ë. �®áª®«ìªã, ¤ «¥¥,

αa + α(−a) = α(a + (−a)) = α0 = 0 ¨ αa + (−α)a = (α + (−α))a = 0a = 0,

¯®«ãç ¥¬ α(−a) = −αa ¨ (−α)a = −αa. �â¢¥à¦¤¥¨ï ¯ãªâ  (3) ¤®ª § ë,   ãâ¢¥à-
¦¤¥¨ï ¯ãªâ  (4) á«¥¤ãîâ â¥¯¥àì ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¨§ ¨å ¨ ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï à §®áâ¨
¢¥ªâ®à®¢. ¤

�à¨¢¥¤¥¬ ¥áª®«ìª® ¯à¨¬¥à®¢ «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢. �â¨ ¯à¨¬¥àë ¢ ¤ «ì¥©-
è¥¬ ¯®¬®£ãâ  ¬ «ãçè¥ ãá¢®¨âì á¢®©áâ¢  «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢ ¨ á¢ï§ ëå á ¨¬¨
¯®ïâ¨©. �à®¬¥ â®£®, ®¨ ¤®áâ â®ç® ã¡¥¤¨â¥«ì® á¢¨¤¥â¥«ìáâ¢ãîâ ® â®¬, çâ® áâàãª-
âãà  «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  ¢®§¨ª ¥â ¯à¨ à áá¬®âà¥¨¨ á ¬ëå à §ëå ¬ â¥¬ â¨ç¥-
áª¨å ®¡ê¥ªâ®¢, â¥¬ á ¬ë¬ ¯®¤â¢¥à¦¤ ï ã¨¢¥àá «ì®áâì à §¢¨¢ ¥¬®© §¤¥áì â¥®à¨¨.

1. �ãáâì V 2 | ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å  ¯à ¢«¥ëå ®âà¥§ª®¢ ¥¢ª«¨¤®¢®© ¯«®áª®áâ¨,
 ç «® ª®â®àëå á®¢¯ ¤ ¥â á ä¨ªá¨à®¢ ®© â®çª®© O íâ®© ¯«®áª®áâ¨. �¡ëçë¥ ®¯¥-
à æ¨¨ á«®¦¥¨ï ®âà¥§ª®¢ (¯® ¯à ¢¨«ã ¯ à ««¥«®£à ¬¬ ) ¨ ã¬®¦¥¨ï ®âà¥§ª    ¤¥©-
áâ¢¨â¥«ì®¥ ç¨á«® ã¤®¢«¥â¢®àïîâ, ª ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, ¢á¥¬  ªá¨®¬ ¬ ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï
1. � ª¨¬ ®¡à §®¬, V 2 ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬  ¤ ¯®«¥¬ R ¤¥©áâ¢¨â¥«ì-
ëå ç¨á¥«. � «®£¨ç® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯à®áâà áâ¢® V 3 ¢á¥å  ¯à ¢«¥ëå ®âà¥§ª®¢ á
®¡é¨¬  ç «®¬ âà¥å¬¥à®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢ .

2. �ãáâì K | ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¯®«¥ ¨ n ≥ 1 | ä¨ªá¨à®¢ ®¥  âãà «ì®¥ ç¨á«®.
�ãáâì Kn ®¡®§ ç ¥â n-ãî ¤¥ª àâ®¢ã áâ¥¯¥ì ¬®¦¥áâ¢  K, â.¥. Kn á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥-
¢®§¬®¦ëå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© ¤«¨ë n í«¥¬¥â®¢ ¨§ K:

Kn =
{

(α1, α2, . . . , αn)
∣∣ αi ∈ K(i = 1, 2, . . . , n)

}
.

�¯à¥¤¥«¨¬   íâ®¬ ¬®¦¥áâ¢¥ ®¯¥à æ¨¨ á«®¦¥¨ï ¨ ¢¥è¥£® ã¬®¦¥¨ï   í«¥-
¬¥âë ¨§ K ¯®ª®¬¯®¥â®: ¥á«¨ a, b ∈ Kn, a = (α1, α2, . . . , αn), b = (β1, β2, . . . , βn), ¨
λ ∈ K, ¯®« £ ¥¬

a + b = (α1 + β1, α2 + β2, . . . , αn + βn) ¨ λa = (λα1, λα2, . . . , λαn).
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�¥¯®áà¥¤áâ¢¥ ï ¯à®¢¥àª  ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® íâ¨ ®¯¥à æ¨¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¢á¥¬  ªá¨-
®¬ ¬ ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï 1, â.¥. Kn ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬  ¤ ¯®«¥¬ K. �â®
¯à®áâà áâ¢® ¬ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì n-¬¥àë¬ ª®®à¤¨ âë¬ (¨«¨  à¨ä¬¥â¨ç¥áª¨¬)
«¨¥©ë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬  ¤ ¯®«¥¬ K.

3. �ãáâì ¯®«¥ K ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯®«¥¬ ¯®«ï L. �®£¤    ¬®¦¥áâ¢¥ L ®¯à¥¤¥«¥ë
®¯¥à æ¨¨ á«®¦¥¨ï ¨ ã¬®¦¥¨ï. �á«¨ ¯¥à¢ãî ¨§ ¨å áç¨â âì ¢ãâà¥¥© ®¯¥à æ¨¥©
  L,   ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ í«¥¬¥â®¢ ¨§ K   í«¥¬¥âë ¨§ L à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ¢¥èîî
®¯¥à æ¨î, ®¯à¥¤¥«¥ãî   ¬®¦¥áâ¢¥ L, â® ¢ë¯®«¨¬®áâì  ªá¨®¬ ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï 1
áâ ®¢¨âáï ®ç¥¢¨¤®©, â ª ª ª ®¨ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¢ëà ¦ îâ ®¯à¥¤¥«¥ë¥ á¢®©áâ¢ 
¯®«ï. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¯®«¥ L ¬®¦® áç¨â âì «¨¥©ë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬
 ¤ ¥£® ¯®¤¯®«¥¬ K. �®ªà¥â®, ¯®«¥ R ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨á¥« ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬
¯à®áâà áâ¢®¬  ¤ ¯®«¥¬ Q à æ¨® «ìëå ç¨á¥«. �¨¥©ë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬  ¤ ¯®-
«¥¬ Q ï¢«ï¥âáï ¨ ¯®«¥ C ª®¬¯«¥ªáëå ç¨á¥«; ¯®«¥ C ï¢«ï¥âáï â ª¦¥ «¨¥©ë¬ ¯à®-
áâà áâ¢®¬  ¤ ¯®«¥¬ R.

4. �à¥¤ë¤ãé¨© ¯à¨¬¥à ¤®¯ãáª ¥â á«¥¤ãîé¥¥ ®ç¥¢¨¤®¥ ®¡®¡é¥¨¥: ¥á«¨ L |
ª®«ìæ® á ¥¤¨¨æ¥© ¨ K | ¯®¤¯®«¥ ª®«ìæ  L, â® L ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬
 ¤ ¯®«¥¬ K. � ç áâ®áâ¨, ¬®¦¥áâ¢® L = K[x] ¢á¥å ¬®£®ç«¥®¢ ®â ¯¥à¥¬¥®© x
 ¤ ¯®«¥¬ K ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬  ¤ K.

5. �ãáâì á®¢  K | ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¯®«¥ ¨ m,n ≥ 1 | ä¨ªá¨à®¢ ë¥  âãà «ìë¥
ç¨á« . �®¦¥áâ¢® Mmn(K) ¢á¥å m×n-¬ âà¨æ á í«¥¬¥â ¬¨ ¨§ ¯®«ï K ®â®á¨â¥«ì®
®¡ëçëå ®¯¥à æ¨© á«®¦¥¨ï ¬ âà¨æ ¨ ã¬®¦¥¨ï í«¥¬¥â®¢ ¨§ K   ¬ âà¨æã ï¢«ï-
¥âáï «¨¥©ë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬  ¤ ¯®«¥¬ K. (�®£®¢®à¨¬áï ¯à¨ m = n ¯¨á âì Mn(K)
¢¬¥áâ® Mnn(K).)

6. �ãáâì M | ¥¯ãáâ®¥ ¬®¦¥áâ¢®, K | ¯®«¥ ¨ F (M,K) ®¡®§ ç ¥â ¬®¦¥-
áâ¢® ¢á¥¢®§¬®¦ëå äãªæ¨©, ®¯à¥¤¥«¥ëå   M ¨ ¯à¨¨¬ îé¨å § ç¥¨¥ ¢ ¯®«¥
K. �¯à¥¤¥«¨¬   ¬®¦¥áâ¢¥ F (M, K) ¢ãâà¥îî ®¯¥à æ¨î á«®¦¥¨ï ¨ ¢¥èîî
®¯¥à æ¨î ã¬®¦¥¨ï   í«¥¬¥âë ¨§ K, ¯®« £ ï ¤«ï f, g ∈ F (M, K) ¨ λ ∈ K

(f + g)(x) = f(x) + g(x) ¨ (λf)(x) = λf(x) (x ∈ M).

�¯à ¢¥¤«¨¢®áâì §¤¥áì ¢á¥å  ªá¨®¬ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï 1 ¯à®¢¥-
àï¥âáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®.

�¢¥¤¥¬ â¥¯¥àì ¯®ïâ¨¥, ª®â®à®¥ ¡ã¤¥â ¯®áâ®ï® ¨á¯®«ì§®¢ âìáï. �ãáâì L | «¨-
¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®  ¤ ¯®«¥¬ K, n ≥ 1 |  âãà «ì®¥ ç¨á«® ¨ a1, a2, . . . , an ¨
α1, α2, . . . , αn | ¤¢¥ á¨áâ¥¬ë ®¤¨ ª®¢®© ¤«¨ë n í«¥¬¥â®¢ ¨§ ¬®¦¥áâ¢  L ¨ ¯®«ï
K á®®â¢¥âáâ¢¥®. �ëà ¦¥¨¥ ¢¨¤ 

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αnan (1)

 §ë¢ ¥âáï «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¥© á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ a1, a2, . . . , an á ª®íää¨æ¨¥â ¬¨
α1, α2, . . . , αn. � §ã¬¥¥âáï, ¢ëà ¦¥¨¥ (1) á®¢¯ ¤ ¥â á ¥ª®â®àë¬ ¢¥ªâ®à®¬ b ∈ L, ¨
íâ®â ¢¥ªâ®à ¬ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì § ç¥¨¥¬ «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ (1). � ¡®«ìè¨-
áâ¢¥ á«ãç ¥¢ ¥â ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ à §«¨ç âì «¨¥©ãî ª®¬¡¨ æ¨î ¨ ¥¥ § ç¥¨¥. �¥¬
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¥ ¬¥¥¥, á«¥¤ã¥â ¨¬¥âì ¢ ¢¨¤ã, çâ® § ç¥¨ï à §ëå «¨¥©ëå ª®¬¡¨ æ¨© ¬®£ãâ
á®¢¯ ¤ âì. � ¯à¨¬¥à, ¤«ï ¢¥ªâ®à®¢ a1 = (1, 1, 1), a2 = (1, 3,−1), a3 = (−1,−2, 0)
¯à®áâà áâ¢  Q3 § ç¥¨¥¬ ª ¦¤®© ¨§ ä®à¬ «ì® à §«¨çëå «¨¥©ëå ª®¬¡¨ æ¨©
0a1 + 0a2 + 0a3 ¨ 1a1 + 1a2 + 2a3 ï¢«ï¥âáï ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à (0,0,0).

�¨¥©ãî ª®¬¡¨ æ¨î (1) ¬®¦® § ¯¨áë¢ âì á ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥¬ § ª  áã¬¬¨-
à®¢ ¨ï ¢ ¢¨¤¥

∑n
i=1 αiai. �à¨ íâ®¬ ¨§  ªá¨®¬ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  ¢ëâ¥ª îâ

®¡ëçë¥ ¯à ¢¨«  ®¡à é¥¨ï á® § ª®¬ áã¬¬¨à®¢ ¨ï; ¢ ç áâ®áâ¨, ¯®áâ®ïë© (â.¥.
¥§ ¢¨áïé¨© ®â ¯¥à¥¬¥®© áã¬¬¨à®¢ ¨ï) ¬®¦¨â¥«ì ¬®¦® ¢®á¨âì ¯®¤ § ª áã¬-
¬¨à®¢ ¨ï ¨ ¢ë®á¨âì ¨§ ¯®¤ ¥£®, â. ¥. ¤«ï «î¡®£® áª «ïà  α ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®
(§ ç¥¨©)

α

n∑

i=1
αiai =

n∑

i=1
ααiai.

�ë ¢¢¥«¨ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ ¤«ï ª®¥ç®© ¥¯ãáâ®© á¨áâ¥¬ë
¢¥ªâ®à®¢. �®£®¢®à¨¬áï, ªà®¬¥ â®£®, § ç¥¨¥¬ «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ ¯ãáâ®© á¨áâ¥¬ë
¢¥ªâ®à®¢ áç¨â âì ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à; ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥ íâ®£® á®£« è¥¨ï ¯®§¢®«¨â ã¯à®-
áâ¨âì àï¤ ä®à¬ã«¨à®¢®ª. � ¬¥â¨¬ ¥é¥, çâ® ¬ë ¬®£«¨ ¡ë ¢¢¥áâ¨ ä®à¬ «ì® «¨¥©-
ãî ª®¬¡¨ æ¨î ¨ ¡¥áª®¥ç®© á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢, ® ¥ ¤¥« ¥¬ íâ®£®, ¯®áª®«ìªã ¢
®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¨ª ª®£® à §ã¬®£® á¯®á®¡  ®¯à¥¤¥«¨âì § ç¥¨¥ â ª®©
«¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨.

�¤®© ¨§ æ¥âà «ìëå § ¤ ç ¯à¨ ¨§ãç¥¨¨ «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢ (ª ª, ¢¯à®-
ç¥¬, ¨ ¯à¨ ¨§ãç¥¨¨ ¤àã£¨å  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å áâàãªâãà) ï¢«ï¥âáï ®¯¨á ¨¥ ¨å "¯à -
¢¨«ìëå" ç áâ¥©, â. ¥. â ª¨å ç áâ¥© «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢, ª®â®àë¥ á ¬¨ ï¢«ïîâáï
«¨¥©ë¬¨ ¯à®áâà áâ¢ ¬¨. �â®ç¥¨¥¬ ¨âã¨â¨¢®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï ® ¯à ¢¨«ì®©
ç áâ¨ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  ï¢«ï¥âáï ¯®ïâ¨¥ «¨¥©®£® ¯®¤¯à®áâà áâ¢ :

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2. �ãáâì L | «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®  ¤ ¯®«¥¬ K. �¥¯ãáâ®¥
¯®¤¬®¦¥áâ¢® M ¬®¦¥áâ¢  L  §ë¢ ¥âáï «¨¥©ë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®-
áâà áâ¢  L, ¥á«¨ ¢ë¯®«¥ë á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï:

(1) (∀a, b ∈ L)(a ∈ M ∧ b ∈ M ⇒ a + b ∈ M);
(2) (∀a ∈ L)(∀λ ∈ K)(a ∈ M ⇒ λa ∈ M).

�®¢®àï ¡®«¥¥ á®¤¥à¦ â¥«ì®, ¯¥à¢®¥ ¨§ ãá«®¢¨© ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ 
âà¥¡ã¥â, çâ®¡ë ¢ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® M ¢¬¥áâ¥ á «î¡ë¬¨ ¤¢ã¬ï ¢¥ªâ®à ¬¨ ¢å®¤¨«  ¨ ¨å
áã¬¬ ; ¬ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì íâ® ãá«®¢¨¥ § ¬ªãâ®áâìî ¬®¦¥áâ¢  M ®â®á¨â¥«ì® á«®-
¦¥¨ï. �â®à®¥ ãá«®¢¨¥ âà¥¡ã¥â, çâ®¡ë ¢¬¥áâ¥ á ª ¦¤ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® M
á®¤¥à¦ «® ¨ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¥£®   «î¡®© áª «ïà; íâ® ãá«®¢¨¥  §ë¢ îâ § ¬ªãâ®áâìî
¬®¦¥áâ¢  M ®â®á¨â¥«ì® ã¬®¦¥¨ï   áª «ïàë. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î,
¯®¤¬®¦¥áâ¢® M «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢ 
L, ¥á«¨ ®® ¥¯ãáâ® ¨ § ¬ªãâ® ®â®á¨â¥«ì® á«®¦¥¨ï ¨ ã¬®¦¥¨ï   áª «ïàë.
�âáî¤  áà §ã ¦¥ á«¥¤ã¥â, çâ® á ¬® «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® L ¬ë ¤®«¦ë áç¨â âì
¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ . �ç¥¢¨¤®, ªà®¬¥ â®£®, çâ® ¢ ¯à®¨§¢®«ì®¬ «¨-
¥©®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® {0}, á®áâ®ïé¥¥ «¨èì ¨§ ®¤®£® ã«¥¢®£® ¢¥ªâ®à ,
ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬; íâ® ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¬ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ã«¥¢ë¬.
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� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ª ¦¤®¬ «¨¥©®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ L ¨¬¥¥âáï ¯® ¬¥ìè¥© ¬¥à¥ ¤¢ 
¯®¤¯à®áâà áâ¢ : á ¬® ¯à®áâà áâ¢® L ¨ ã«¥¢®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® (ª®â®àë¥, ¢¯à®ç¥¬,
á®¢¯ ¤ îâ, ¥á«¨ ¯à®áâà áâ¢® L á ¬® ï¢«ï¥âáï ã«¥¢ë¬, â. ¥. á®¤¥à¦¨â «¨èì ®¤¨
¢¥ªâ®à). �à¨¢¥¤¥¬ ¤àã£¨¥ ¯à¨¬¥àë ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ¢ â¥å «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢ å,
ª®â®àë¥ ¯¥à¥ç¨á«¥ë ¯®á«¥ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1. �¨â â¥«î à¥ª®¬¥¤ã¥âáï á ¬®áâ®ïâ¥«ì®
ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® ãª § ë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ã¤®¢«¥â¢®àïîâ âà¥¡®-
¢ ¨ï¬ ®¯à¥¤¥«¥¨ï 2.

1. � «¨¥©®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ V 2 (¨«¨ V 3) ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®âà¥§ª®¢, ¯à¨ ¤«¥¦ -
é¨å ¥ª®â®à®© ä¨ªá¨à®¢ ®© ¯àï¬®©, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ ®¡é¥¥  ç «® O, ï¢«ï¥âáï
¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬. � «®£¨ç®, ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢  V 3 ï¢«ï¥âáï ¬®¦¥-
áâ¢® ¢á¥å ®âà¥§ª®¢ ¯«®áª®áâ¨, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ ®¡é¥¥  ç «® O.

2. �ãáâì K | ¯®«¥. � áá¬®âà¨¬ á¨áâ¥¬ã




α11 x1 + α12 x2 + · · ·+ α1n xn = 0
α21 x1 + α22 x2 + · · ·+ α2n xn = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αm1x1 + αm2x2 + · · ·+ αmnxn = 0

«¨¥©ëå ®¤®à®¤ëå ãà ¢¥¨© ®â n ¥¨§¢¥áâëå, ª®íää¨æ¨¥âë αij ª®â®à®© ï¢-
«ïîâáï í«¥¬¥â ¬¨ ¯®«ï K. �à®¨§¢®«ì®¥ à¥è¥¨¥ (β1, β2, . . . , βn) íâ®© á¨áâ¥¬ë (£¤¥
βi ∈ K) ï¢«ï¥âáï í«¥¬¥â®¬ n-¬¥à®£® ª®®à¤¨ â®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  Kn.
�®¦¥áâ¢® ¢á¥å à¥è¥¨© ¤ ®© á¨áâ¥¬ë ãà ¢¥¨© ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®-
áâà áâ¢  Kn.

3. �®¦¥áâ¢® R ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨á¥« ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ «¨¥©®£®
¯à®áâà áâ¢  C  ¤ ¯®«¥¬ Q.

�®¦¥áâ¢® M =
{
α + β

√
2

∣∣ α, β ∈ Q}
ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ «¨¥©®£®

¯à®áâà áâ¢  R  ¤ ¯®«¥¬ Q.
4. � ¯à®áâà áâ¢¥ K[x] ¬®£®ç«¥®¢ ®â ¯¥à¥¬¥®© x  ¤ ¯®«¥¬ K ¤«ï «î¡®£®

n ≥ 0 ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¡ã¤¥â ¬®¦¥áâ¢®

Kn[x] =
{
f(x) ∈ K[x]

∣∣ f(x) = 0 ∨ deg f(x) ≤ n
}

,

á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ã«¥¢®£® ¬®£®ç«¥  ¨ ¢á¥å ¬®£®ç«¥®¢ áâ¥¯¥¨, ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¥©
ç¨á«  n.

5. � ¯®¬¨¬, çâ® ª¢ ¤à â ï ¬ âà¨æ  A  §ë¢ ¥âáï á¨¬¬¥âà¨ç®©, ¥á«¨ At = A,
¨ ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç®©, ¥á«¨ At = −A (§¤¥áì ¨ ¨¦¥ At ®¡®§ ç ¥â ¬ âà¨æã, âà á-
¯®¨à®¢ ãî ª ¬ âà¨æ¥ A). �®¦¥áâ¢® ¢á¥å á¨¬¬¥âà¨çëå ¬ âà¨æ ¨ ¬®¦¥áâ¢®
¢á¥å ª®á®á¨¬¬¥âà¨çëå ¬ âà¨æ ï¢«ïîâáï ¯à¨¬¥à ¬¨ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ «¨¥©®£® ¯à®-
áâà áâ¢  Mn(K) ª¢ ¤à âëå ¬ âà¨æ ¯®àï¤ª  n  ¤ ¯®«¥¬ K. � ¬¥â¨¬, çâ® íâ¨
¯®¤¯à®áâà áâ¢  á®¢¯ ¤ îâ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  å à ªâ¥à¨áâ¨ª  ¯®«ï K à ¢ 
2.

6. � áá¬®âà¨¬ ¯à®áâà áâ¢® F (M,K) äãªæ¨©, ®¯à¥¤¥«¥ëå   ¬®¦¥áâ¢¥ M
¨ ¯à¨¨¬ îé¨å § ç¥¨ï ¢ ¯®«¥ K. �®¦¥áâ¢® ¢á¥å äãªæ¨©, ¯®çâ¨ ¢áî¤ã à ¢ëå
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ã«î (â.¥. ¯à¨¨¬ îé¨å ã«¥¢®¥ § ç¥¨¥ ¢® ¢á¥å â®çª å ¨§ M , ªà®¬¥ ¡ëâì ¬®¦¥â
ª®¥ç®£® ¨å ç¨á« ) ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ .

�ãáâì α < β | ¯à®¨§¢®«ìë¥ ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ ç¨á« . �®¦¥áâ¢® C[α, β] ¢á¥å
äãªæ¨©, ¥¯à¥àë¢ëå   ®âà¥§ª¥ [α, β], ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢ 
F (R,R) ¢á¥å ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå äãªæ¨© ®â ®¤®© ¯¥à¥¬¥®©.

�¥à¥å®¤ï ª ¨§ãç¥¨î á¢®©áâ¢ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢, § ¬¥â¨¬,
¯à¥¦¤¥ ¢á¥£®, çâ® ¤¢  ãá«®¢¨ï ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  ¬®¦® § ¬¥¨âì ®¤-
¨¬:

�à¥¤«®¦¥¨¥ 2. �ãáâì L | «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®  ¤ ¯®«¥¬ K. �¥¯ãáâ®¥
¯®¤¬®¦¥áâ¢® M ¬®¦¥áâ¢  L ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢  L â®-
£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  M á®¤¥à¦¨â § ç¥¨¥ «î¡®© «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ ¯à®-
¨§¢®«ì®© á¨áâ¥¬ë ¤¢ãå ¢¥ªâ®à®¢ ¨§ ¬®¦¥áâ¢  M , â. ¥. â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  ¬®¦¥áâ¢® M ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î

(∀a, b ∈ L)(∀α, β ∈ K)(a ∈ M ∧ b ∈ M ⇒ αa + βb ∈ M). (2)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì á ç «  ¯®¤¬®¦¥áâ¢® M ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬
¯à®áâà áâ¢  L, ¯ãáâì a ¨ b | ¯à®¨§¢®«ìë¥ í«¥¬¥âë ¨§ M , α ¨ β | ¯à®¨§¢®«ìë¥
áª «ïàë ¨§ K. �®£¤  ¢ á¨«ã § ¬ªãâ®áâ¨ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  ®â®á¨â¥«ì® ã¬®¦¥¨ï
  áª «ïàë ¢¥ªâ®àë αa ¨ βb á®¤¥à¦ âáï ¢ M ,   ¢ á¨«ã § ¬ªãâ®áâ¨ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ 
®â®á¨â¥«ì® á«®¦¥¨ï ¨ ¢¥ªâ®à αa + βb ¢å®¤¨â ¢ M .

�¡à â®, ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¥¯ãáâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® M ¯à®áâà áâ¢  L ã¤®¢«¥-
â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (2). �®£¤  ¤«ï «î¡ëå a, b ∈ M ¨ α ∈ K ¨¬¥¥¬

a + b = 1a + 1b ∈ M ¨ αa = αa + 0a ∈ M.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®¤¬®¦¥áâ¢® M ®ª §ë¢ ¥âáï § ¬ªãâë¬ ®â®á¨â¥«ì® á«®¦¥¨ï ¨
ã¬®¦¥¨ï   áª «ïàë, â.¥. ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢  L. ¤

�â¬¥â¨¬, ¤ «¥¥, á«¥¤ãîé¨¥ ¯à®áâë¥ á¢®©áâ¢  ¯®¤¯à®áâà áâ¢:

�à¥¤«®¦¥¨¥ 3. �ãáâì M | ¯®¤¯à®áâà áâ¢® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L.
�®£¤ 

(1) ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à ¯à®áâà áâ¢  L á®¤¥à¦¨âáï ¢ M , ¨ ¢¬¥áâ¥ á ª ¦¤ë¬ ¢¥ª-
â®à®¬ a ¯®¤¯à®áâà áâ¢® M á®¤¥à¦¨â ¨ ¯à®â¨¢®¯®«®¦ë© ¥¬ã ¢¥ªâ®à −a;

(2) ¯®¤¯à®áâà áâ¢® M á®¤¥à¦¨â § ç¥¨¥ «î¡®© «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ «î¡®©
á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ ¨§ M .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �â¢¥à¦¤¥¨ï ¯ãªâ  (1) ¯®çâ¨ ®ç¥¢¨¤ë: ¯®áª®«ìªã ¯®¤¬®-
¦¥áâ¢® M ¥¯ãáâ®, áãé¥áâ¢ã¥â ¢¥ªâ®à b, ¢å®¤ïé¨© ¢ M ,   ¯®â®¬ã ¨ ¢¥ªâ®à 0 = 0b
¯à¨ ¤«¥¦¨â ¬®¦¥áâ¢ã M . �á«¨ a | ¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à ¨§ M , â® ¨ ¢¥ªâ®à
−a = (−1)a ¤®«¦¥ á®¤¥à¦ âìáï ¢ M .
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� ¯ãªâ¥ (2) ãâ¢¥à¦¤ ¥âáï, çâ® ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ a1, a2, . . . , an ∈ M ¨ ¯à®¨§-
¢®«ìëå áª «ïà®¢ α1, α2, . . . , αn ¢¥ªâ®à

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αnan

ï¢«ï¥âáï í«¥¬¥â®¬ ¬®¦¥áâ¢  M . � ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ n = 1 íâ® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ á®¢¯ -
¤ ¥â á ®¤¨¬ ¨§ ãá«®¢¨© ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ,   ¯à¨ n = 2 ®® ¤®ª § ®
¢ ¯à¥¤«®¦¥¨¨ 2. �¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ¥£® ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¤®ª §ë¢ ¥âáï á ¯®¬®éìî ®ç¥-
¢¨¤ëå ¨¤ãªâ¨¢ëå à ááã¦¤¥¨©. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ ¯à¨ n > 1 ¯à¥¤¯®«®¦¨âì,
çâ® ¢¥ªâ®à α1a1 + α2a2 + · · · + αn−1an−1 ¯à¨ ¤«¥¦¨â ¬®¦¥áâ¢ã M , â® ¯®áª®«ìªã
αnan ∈ M , ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ® ¯à¨ ¤«¥¦®áâ¨ íâ®¬ã ¬®¦¥áâ¢ã ¢¥ªâ®à 

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αnan = (α1a1 + α2a2 + · · ·+ αn−1an−1) + αnan

á«¥¤ã¥â ¨§ § ¬ªãâ®áâ¨ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  M ®â®á¨â¥«ì® á«®¦¥¨ï. ¤
�¯à¥¤¥«¥¨¥ 3. �ãáâì L | «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®  ¤ ¯®«¥¬ K ¨ M |

¯à®¨§¢®«ì®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® ¬®¦¥áâ¢  L. �¨¥©®© ®¡®«®çª®© ¬®¦¥áâ¢  M  -
§ë¢ ¥âáï á®¢®ªã¯®áâì l(M) § ç¥¨© ¢á¥¢®§¬®¦ëå «¨¥©ëå ª®¬¡¨ æ¨© ¢á¥¢®§-
¬®¦ëå á¨áâ¥¬ ¢¥ªâ®à®¢ ¨§ ¬®¦¥áâ¢  M .

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥á«¨ ¬®¦¥áâ¢® M ¥¯ãáâ®, â® ¬®¦¥áâ¢® ¢¥ªâ®à®¢,  §¢ ®¥ ¢
íâ®¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ ¥£® «¨¥©®© ®¡®«®çª®©, ¬®¦¥â ¡ëâì § ¯¨á ® ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¢¨¤¥:

l(M) =
{

n∑

i=1
αiai

∣∣∣ ai ∈ M, αi ∈ K (i = 1, 2, . . . , n), n = 1, 2, . . .

}
.

�á«¨ ¦¥ ¬®¦¥áâ¢® M ¯ãáâ®, â® ¢¢¨¤ã á®£« è¥¨ï, ¯à¨ïâ®£® ¢ëè¥, ¥£® «¨¥© ï
®¡®«®çª  á®áâ®¨â ¨§ ¥¤¨áâ¢¥®£® í«¥¬¥â  | ã«¥¢®£® ¢¥ªâ®à .

�¥®à¥¬  1. �¨¥© ï ®¡®«®çª  l(M) ¯à®¨§¢®«ì®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  M «¨¥©-
®£® ¯à®áâà áâ¢  L ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢  L. �®«¥¥ â®£®,
l(M) ï¢«ï¥âáï  ¨¬¥ìè¨¬ ¨§ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ¯à®áâà áâ¢  L, á®¤¥à¦ é¨å ¬®-
¦¥áâ¢® M .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®¢®àï ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡®, ¢ â¥®à¥¬¥ ãâ¢¥à¦¤ ¥âáï, çâ®
1) l(M) ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢  L;
2) ¬®¦¥áâ¢® M á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¬®¦¥áâ¢¥ l(M);
3) ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¯à®áâà áâ¢  L, á®¤¥à¦ é¥¥ ¬®¦¥áâ¢® M , á®¤¥à-
¦¨â ¨ ¥£® «¨¥©ãî ®¡®«®çªã l(M).

�á«¨ ¬®¦¥áâ¢® M ¯ãáâ® (¨ ¯®â®¬ã l(M) = {0}) ¢á¥ íâ¨ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ®ç¥¢¨¤ë.
�® ¨ ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  M ¥¯ãáâ®, ª ¦¤®¥ ¨§ ¨å ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¡¥§ âàã¤ . �à®¨§¢®«ìë©
í«¥¬¥â a ∈ M ï¢«ï¥âáï § ç¥¨¥¬ «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ 1a á¨áâ¥¬ë, á®áâ®ïé¥© ¨§
®¤®£® ¢¥ªâ®à , ¢§ïâ®£® ¨§ M , ¨ ¯®â®¬ã ¢å®¤¨â ¢ ¬®¦¥áâ¢® l(M). � ª¨¬ ®¡à §®¬,
M ⊆ l(M), ¨ á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ãâ¢¥à¦¤¥¨ï 2) ãáâ ®¢«¥ . � ç áâ®áâ¨, ¬ë ¢¨¤¨¬,
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çâ® ¨ ¬®¦¥áâ¢® l(M) ¥¯ãáâ®. �ãáâì a ¨ b | ¯à®¨§¢®«ìë¥ í«¥¬¥âë ¬®¦¥áâ¢ 
l(M). �â® ®§ ç ¥â, çâ®

a = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αmam ¨ b = β1b1 + β2b2 + · · ·+ βnbn

¤«ï ¯®¤å®¤ïé¨å áª «ïà®¢ α1, α2, . . . , αm, β1, β2, . . . , βn ¨§ ¯®«ï K ¨ ¢¥ªâ®à®¢
a1, a2, . . . , am, b1, b2, . . . , bn ¨§ ¬®¦¥áâ¢  M . �®£¤  ¨ ¢¥ªâ®à

a + b = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αmam + β1b1 + β2b2 + · · ·+ βnbn,

¡ã¤ãç¨ «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¥© á¨áâ¥¬ë í«¥¬¥â®¢ ¨§ M , ¤®«¦¥ ¢å®¤¨âì ¢ l(M). � -
«®£¨ç®, ¤«ï «î¡®£® λ ∈ K ¢¥ªâ®à

λa = (λα1)a1 + (λα2)a2 + · · ·+ (λαm)am

á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ l(M). � ª¨¬ ®¡à §®¬, íâ® (¥¯ãáâ®¥) ¯®¤¬®¦¥áâ¢® ¯à®-
áâà áâ¢  L § ¬ªãâ® ®â®á¨â¥«ì® á«®¦¥¨ï ¨ ã¬®¦¥¨ï   áª «ïàë ¨ ¯®â®¬ã
ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢  L. � ª®¥æ, ¯ãáâì N | ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¯®¤-
¯à®áâà áâ¢® ¯à®áâà áâ¢  L â ª®¥, çâ® M ⊆ N . �ãáâì a | ¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à
¨§ l(M) ¨ ¯ãáâì, ª ª ¨ ¢ëè¥, a = α1a1 + α2a2 + · · · + αmam, £¤¥ a1, a2, . . . , am ∈ M .
� ª ª ª ¢¥ªâ®àë a1, a2, . . . , am ¯à¨ ¤«¥¦ â ¯®¤¯à®áâà áâ¢ã N , ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥-
¨ï 3 ¨ ¢¥ªâ®à a «¥¦¨â ¢ ¯®¤¯à®áâà áâ¢¥ N . �«¥¤®¢ â¥«ì®, l(M) ⊆ N , ¨ â¥®à¥¬ 
¤®ª §  . ¤

�â¬¥â¨¬ ¤¢  á«¥¤áâ¢¨ï íâ®© â¥®à¥¬ë.
�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �ãáâì M = {a1, a2, . . . , an} | ª®¥ç®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® «¨¥©-

®£® ¯à®áâà áâ¢  L. �®£¤ 
l(M) =

{
α1a1 + α2a2 + · · ·+ αnan

∣∣ αi ∈ K(i = 1, 2, . . . , n)
}

. (3)

�«¥¤ã¥â ¯®ïá¨âì, çâ® §¤¥áì ãâ¢¥à¦¤ ¥âáï, çâ® ¥á«¨ ¬®¦¥áâ¢® M ª®¥ç® (¨ ®à-
£ ¨§®¢ ® ¢ á¨áâ¥¬ã), â® ¤«ï ¯¥à¥ç¨á«¥¨ï ¢¥ªâ®à®¢, ¢å®¤ïé¨å ¢ «¨¥©ãî ®¡®«®çªã
¬®¦¥áâ¢  M , ¤®áâ â®ç® ¢§ïâì § ç¥¨ï ¢á¥¢®§¬®¦ëå «¨¥©ëå ª®¬¡¨ æ¨© «¨èì
®¤®© íâ®© á¨áâ¥¬ë, â®£¤  ª ª ¨áå®¤®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ «¨¥©®© ®¡®«®çª¨, âà¥¡ã¥â ¯¥-
à¥ç¨á«ïâì «¨¥©ë¥ ª®¬¡¨ æ¨¨ ¢á¥¢®§¬®¦ëå á¨áâ¥¬, á®áâ ¢«¥ëå ¨§ í«¥¬¥â®¢
¬®¦¥áâ¢  M , â. ¥. ¢á¥å á¨áâ¥¬, á®áâ ¢«¥ëå ¨§ ®¤®£® ¢¥ªâ®à  ¬®¦¥áâ¢  M , ¨§
¤¢ãå ¢¥ªâ®à®¢, ¨§ âà¥å ¢¥ªâ®à®¢ ¨ â. ¤.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  á«¥¤áâ¢¨ï ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ N ¬®¦¥áâ¢®, áâ®ïé¥¥ ¢ ¯à ¢®©
ç áâ¨ à ¢¥áâ¢  (3). � á¨«ã ®¯à¥¤¥«¥¨ï «¨¥©®© ®¡®«®çª¨ ®ç¥¢¨¤® ¢ª«îç¥¨¥
N ⊆ l(M). � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ a, b ∈ N , a = α1a1+α2a2+· · ·+αnan,
b = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan, ¨ áª «ïà  λ ∈ K ¢¥ªâ®àë

a + b = (α1 + β1)a1 + (α2 + β2)a2 + · · ·+ (αn + βn)an

¨
λa = (λα1)a1 + (λα2)a2 + · · ·+ (λαn)an

¢å®¤ïâ ¢ N , â ª çâ® N ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢  L. �à®¬¥ â®£®, ®ç¥-
¢¨¤®¥ à ¢¥áâ¢® a1 = 1a1 + 0a2 + · · · + 0an £®¢®à¨â ® â®¬, çâ® ¢¥ªâ®à a1 ¢å®¤¨â
¢ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® N , ¨   «®£¨ç® ¤«ï ®áâ «ìëå ¢¥ªâ®à®¢ ¬®¦¥áâ¢  M , â ª çâ®
M ⊆ N . �§ â¥®à¥¬ë 1 â¥¯¥àì á«¥¤ã¥â, çâ® l(M) ⊆ N , ¨ ¯®â®¬ã l(M) = N . ¤
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�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �®¤¬®¦¥áâ¢® M «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®-
áâà áâ¢®¬ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  M = l(M).

�®áâ â®ç®áâì áä®à¬ã«¨à®¢ ®£® ãá«®¢¨ï ®ç¥¢¨¤ . �®ª ¦¥¬ ¥®¡å®¤¨¬®áâì.
�á«¨ M ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢  L, â® ¢¢¨¤ã ®ç¥¢¨¤®£® ¢ª«îç¥¨ï
M ⊆ M ¨§ â¥®à¥¬ë 1 á«¥¤ã¥â, çâ® l(M) ⊆ M . � ª ª ª ¯à®â¨¢®¯®«®¦®¥ ¢ª«îç¥¨¥
ãâ¢¥à¦¤ ¥âáï â®© ¦¥ â¥®à¥¬®© 1, ¨¬¥¥¬ M = l(M). ¤

�®£®¢®à¨¬áï ¯®¤¯à®áâà áâ¢® l(M)  §ë¢ âì â ª¦¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬, ¯®à®¦-
¤¥ë¬ ¬®¦¥áâ¢®¬ (¨«¨ á¨áâ¥¬®©) M . �à¨ íâ®¬ ¬®¦¥áâ¢® (¨«¨ á¨áâ¥¬ ) M ¡ã¤¥â
 §ë¢ âìáï ¬®¦¥áâ¢®¬ (¨«¨ á¨áâ¥¬®©) ¯®à®¦¤ îé¨å ¯®¤¯à®áâà áâ¢  l(M). � ç¥
£®¢®àï, ¥á«¨ A | ¯®¤¯à®áâà áâ¢® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L, â® ¬®¦¥áâ¢® (¨«¨
á¨áâ¥¬ ) M ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  L  §ë¢ ¥âáï ¬®¦¥áâ¢®¬ (¨«¨ á¨áâ¥¬®©) ¯®à®¦-
¤ îé¨å ¯®¤¯à®áâà áâ¢  A, ¥á«¨ A = l(M). �á«¨ A = L, ¬ë £®¢®à¨¬ ® ¬®¦¥áâ¢¥
¨«¨ á¨áâ¥¬¥ ¯®à®¦¤ îé¨å ¯à®áâà áâ¢  L. �à¨¢¥¤¥¬ ¥áª®«ìª® ¯à¨¬¥à®¢.

1. �ãáâì a | ¥ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  V 2. �®£¤  ¯®¤¯à®áâà -
áâ¢® l(a) (§¤¥áì ¨ ¢ ¤àã£¨å   «®£¨çëå á«ãç ïå ¬ë ¨á¯®«ì§ã¥¬ á®ªà é¥¨¥ l(a) ®¡®-
§ ç¥¨ï l({a}), âà¥¡ã¥¬®£® ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬) á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥¢®§¬®¦ëå ®âà¥§ª®¢ ¢¨¤ 
αa, £¤¥ α ∈ R, â.¥. á®¢¯ ¤ ¥â á ¬®¦¥áâ¢®¬ ®âà¥§ª®¢ ¯àï¬®©, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®© ®âà¥§-
ª®¬ a. �¢   ¯à ¢«¥ëå ®âà¥§ª , ¥ «¥¦ é¨å   ®¤®© ¯àï¬®©, á®áâ ¢«ïîâ á¨áâ¥¬ã
¯®à®¦¤ îé¨å ¢á¥£® ¯à®áâà áâ¢  V 2.

2. � áá¬®âà¨¬ á«¥¤ãîéãî á¨áâ¥¬ã ¢¥ªâ®à®¢ n-¬¥à®£® ª®®à¤¨ â®£® ¯à®áâà -
áâ¢  Kn  ¤ ¯®«¥¬ K:

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0, 0)
e2 = (0, 1, 0, . . . , 0, 0)
e3 = (0, 0, 1, . . . , 0, 0)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

en−1 = (0, 0, 0, . . . , 1, 0)
en = (0, 0, 0, . . . , 0, 1).

� ª ª ª ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  a ∈ Kn, a = (α1, α2, . . . , αn), ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ®ç¥¢¨¤®¥
à ¢¥áâ¢®

a = α1e1 + α2e2 + · · ·+ αnen,

â® á¨áâ¥¬  e1, e2, . . . , en ï¢«ï¥âáï á¨áâ¥¬®© ¯®à®¦¤ îé¨å ¯à®áâà áâ¢  Kn.
3. �®â ä ªâ, çâ® «î¡®¥ ª®¬¯«¥ªá®¥ ç¨á«® § ¯¨áë¢ ¥âáï ¢ ¢¨¤¥ α + βi = α1 + βi,

£¤¥ α ¨ β | ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ ç¨á« , ®§ ç ¥â, çâ® ç¨á«  1 ¨ i á®áâ ¢«ïîâ á¨áâ¥¬ã
¯®à®¦¤ îé¨å «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  C  ¤ ¯®«¥¬ R.

4. � ¯à®áâà áâ¢¥ K[x] «¨¥© ï ®¡®«®çª  á¨áâ¥¬ë 1, x, x2, . . . , xn (£¤¥ n ≥ 0)
á®¢¯ ¤ ¥â á ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ Kn[x]. �ç¥¢¨¤ë¬ ¯à¨¬¥à®¬ á¨áâ¥¬ë ¯®à®¦¤ îé¨å
¢á¥£® ¯à®áâà áâ¢  K[x] á«ã¦¨â ¡¥áª®¥ç ï á¨áâ¥¬  í«¥¬¥â®¢ 1, x, x2, . . . .

�¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® L  ¤ ¯®«¥¬ K ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ª®¥ç® ¯®à®¦¤¥ë¬,
¥á«¨ íâ® ¯à®áâà áâ¢® ®¡« ¤ ¥â ª®¥ç®© á¨áâ¥¬®© ¯®à®¦¤ îé¨å. � â®«ìª® çâ® à á-
á¬®âà¥ëå ¯à¨¬¥à å ¢á¥ ¯à®áâà áâ¢  ®ª § «¨áì ª®¥ç® ¯®à®¦¤¥ë¬¨, ªà®¬¥,
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¡ëâì ¬®¦¥â, ¯à®áâà áâ¢  K[x]. �ë ¥ ¬®¦¥¬ ãâ¢¥à¦¤ âì, çâ® ¯à®áâà áâ¢® K[x]
¥ ï¢«ï¥âáï ª®¥ç® ¯®à®¦¤¥ë¬, «¨èì   â®¬ ®á®¢ ¨¨, çâ® ®¡ àã¦¨«¨ ¢ ¥¬
¡¥áª®¥çãî á¨áâ¥¬ã ¯®à®¦¤ îé¨å: ¥«ì§ï, a priori, ¨áª«îç¨âì ¢®§¬®¦®áâì â®£®,
çâ® ¯®âàã¤¨¢è¨áì ¥¬®£® ¡®«ìè¥, ¬ë áã¬¥¥¬  ©â¨ ¢ íâ®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¨ ª ªãî-
¨¡ã¤ì ª®¥çãî á¨áâ¥¬ã ¯®à®¦¤ îé¨å. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ¥âàã¤® ¯®ª § âì, çâ® íâ®
¯à®áâà áâ¢® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ¥ ï¢«ï¥âáï ª®¥ç® ¯®à®¦¤¥ë¬; ¢¯à®ç¥¬, ¯®§¦¥ íâ®
ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¬ë á¬®¦¥¬ ¯®«ãç¨âì, ª ª ¯à®áâ®¥ á«¥¤áâ¢¨¥ ¥ª®â®àëå ®¡é¨å á¢®©áâ¢
«¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢.

�¯à¥¤¥«¨¢ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®, ¯®à®¦¤¥®¥ ¤ ë¬ ¬®¦¥áâ¢®¬ M ¢¥ªâ®à®¢ «¨-
¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L, ª ª «¨¥©ãî ®¡®«®çªã l(M) íâ®£® ¬®¦¥áâ¢ , ¬ë ä ªâ¨-
ç¥áª¨ ãª § «¨, ¨§ ª ª¨å í«¥¬¥â®¢ íâ® ¯®¤¯à®áâà áâ¢® á®áâ®¨â. �®íâ®¬ã íâ® ®¯à¥-
¤¥«¥¨¥ ¬®¦®  §¢ âì ¢ãâà¥¨¬ (¯® ®â®è¥¨î ª íâ®¬ã ¯®¤¯à®áâà áâ¢ã). �¥®-
à¥¬  1 ¯®¤áª §ë¢ ¥â ¢®§¬®¦®áâì ¢¥è¥£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¯®¤¯à®áâà áâ¢ , ¯®à®¦-
¤¥®£® ¬®¦¥áâ¢®¬ M , ª ª  ¨¬¥ìè¥£® ¨§ ¢á¥å ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ¯à®áâà áâ¢  L,
á®¤¥à¦ é¨å M . �® ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â ¢ãâà¥¥£®, íâ® ®¯à¥¤¥«¥¨¥ âà¥¡ã¥â ¤®ª § â¥«ì-
áâ¢  áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ®¯à¥¤¥«ï¥¬®£® ®¡ê¥ªâ : â®â ä ªâ, çâ® áà¥¤¨ ¢á¥å ¯®¤¯à®áâà áâ¢
¯à®áâà áâ¢  L, á®¤¥à¦ é¨å ¬®¦¥áâ¢® M , áãé¥áâ¢ã¥â  ¨¬¥ìè¥¥, â. ¥. ¯à¨ ¤«¥-
¦ é¥¥ ¢á¥¬ ®áâ «ìë¬ â ª¨¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ¬, ¥ ¢¯®«¥ ®ç¥¢¨¤¥. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥,
á«¥¤ãîé¥¥ ¯à®áâ®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¤¥« ¥â ¥£® â ª®¢ë¬:

�à¥¤«®¦¥¨¥ 4. �¥à¥á¥ç¥¨¥ ¯à®¨§¢®«ì®£® á¥¬¥©áâ¢  ¯®¤¯à®áâà áâ¢
«¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ . ¤

�¥¯¥àì ïá®, çâ® ¥á«¨ M | ¯®¤¬®¦¥áâ¢® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L, â® ¤«ï
¯®áâà®¥¨ï  ¨¬¥ìè¥£® ¨§ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ¯à®áâà áâ¢  L, á®¤¥à¦ é¨å ¬®¦¥áâ¢®
M , á«¥¤ã¥â ¢§ïâì ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¢á¥å ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ¯à®áâà áâ¢  L, á®¤¥à¦ é¨å íâ®
¬®¦¥áâ¢®.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë à á¯®« £ ¥¬ ¤¢ã¬ï à ¢®á¨«ìë¬¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï¬¨ ¯®¤¯à®-
áâà áâ¢  ¯à®áâà áâ¢  L, ¯®à®¦¤¥®£® ¬®¦¥áâ¢®¬ M : ¢ãâà¥¨¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬,
ª ª «¨¥©®© ®¡®«®çª¨ ¬®¦¥áâ¢  M , ¨ ¢¥è¨¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬, ª ª  ¨¬¥ìè¥£® ¨§
¯®¤¯à®áâà áâ¢, á®¤¥à¦ é¨å íâ® ¬®¦¥áâ¢®.

� ®â«¨ç¨¥ ®â ¯¥à¥á¥ç¥¨ï, ®¡ê¥¤¨¥¨¥ ¤¢ãå ¯®¤¯à®áâà áâ¢ «¨¥©®£® ¯à®-
áâà áâ¢  ¯®çâ¨ ¢á¥£¤  ¥ ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬:

�à¥¤«®¦¥¨¥ 5. �ãáâì A ¨ B | ¯®¤¯à®áâà áâ¢  «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢ 
L. �®¦¥áâ¢® A∪B ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢  L â®£¤  ¨ â®«ìª®
â®£¤ , ª®£¤  ¨«¨ A ⊆ B, ¨«¨ B ⊆ A. ¤

� ¬¥â¨¬, çâ® ®¡ê¥¤¨¥¨¥ A ∪ B ¤¢ãå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ A ¨ B ¥ª®â®à®£® ¬®¦¥-
áâ¢  X ¬®¦® ®å à ªâ¥à¨§®¢ âì, ª ª  ¨¬¥ìè¥¥ ¨§ ¢á¥å ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¬®¦¥áâ¢ 
X, á®¤¥à¦ é¨å íâ¨ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  A ¨ B. �®íâ®¬ã, ¯®   «®£¨¨, ®¡ê¥¤¨¥¨¥¬ ¯®¤-
¯à®áâà áâ¢ A ¨ B «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L ¬®¦® ¡ë«® ¡ë  §¢ âì  ¨¬¥ìè¥¥
¨§ ¢á¥å ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ¯à®áâà áâ¢  L, á®¤¥à¦ é¨å ¨ A, ¨ B. � ª®¥ ¯®¤¯à®áâà -
áâ¢® á¥©ç á ¨ ¡ã¤¥â ®¯à¥¤¥«¥®, ® á ¯®¬®éìî ¡®«¥¥ ®¡®§à¨¬®© ª®áâàãªæ¨¨ áã¬¬ë
¯®¤¬®¦¥áâ¢ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢ :
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�¯à¥¤¥«¥¨¥ 4. �ãáâì A1, A2, . . . , An | ¯®¤¬®¦¥áâ¢  «¨¥©®£® ¯à®áâ-
à áâ¢  L. �ã¬¬®© íâ¨å ¯®¤¬®¦¥áâ¢  §ë¢ ¥âáï ¬®¦¥áâ¢® A1 + A2 + · · ·+ An,
á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ¢á¥¢®§¬®¦ëå ¢¥ªâ®à®¢ ¢¨¤  a1 + a2 + · · · + an, £¤¥ ai ∈ Ai ¤«ï ¢á¥å
i = 1, 2, . . . , n.

�«ï ®¡®§ ç¥¨ï áã¬¬ë ¯®¤¬®¦¥áâ¢ A1, A2, . . . , An ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì
â ª¦¥ ¨ § ª áã¬¬¨à®¢ ¨ï:

n∑

i=1
Ai =

{
a1 + a2 + · · ·+ an

∣∣ ai ∈ Ai (i = 1, 2, . . . , n)
}

.

�ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì â ª¦¥ ¨ áã¬¬ã ¯®¤¬®¦¥áâ¢ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢ , á®-
áâ®ïîéãî ¨§ ®¤®£® á« £ ¥¬®£®: ª ª ®¡ëç®, íâ® ¯®§¢®«¨â ¨§¡¥¦ âì ¤®¯®«¨â¥«ìëå
®£®¢®à®ª ¯à¨ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ àï¤  ãâ¢¥à¦¤¥¨©.

�®ïá¨¬ ¢¢¥¤¥®¥ ¯®ïâ¨¥   ¯à®áâ®¬ ¯à¨¬¥à¥ áã¬¬ë ¤¢ãå ª®¥çëå ¯®¤¬®-
¦¥áâ¢ ¯à®áâà áâ¢  Q2:

A = {(1, 1), (1, 2), (−1, 0)} ¨ B = {(2, 0), (2,−1)} .

� ª ª ª (1, 1) + (2, 0) = (3, 1), (1, 1) + (2,−1) = (3, 0), (1, 2) + (2, 0) = (3, 2),
(1, 2) + (2,−1) = (3, 1), (−1, 0) + (2, 0) = (1, 0) (−1, 0) + (2,−1) = (1,−1), â®

A + B = {(3, 1), (3, 0), (3, 2), (1, 0), (1,−1)} .

�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, çâ® áã¬¬  ¯à®¨§¢®«ìëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢ «¨¥©®£® ¯à®áâà -
áâ¢  ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¨ çâ® íâ® ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ¬®¦¥â á«ã-
¦¨âì   «®£®¬ â¥®à¥â¨ª®-¬®¦¥áâ¢¥®£® ®¡ê¥¤¨¥¨ï.

�¥®à¥¬  2. �ã¬¬ 
∑n

i=1 Ai ¯®¤¯à®áâà áâ¢ A1, A2, . . . , An «¨¥©®£® ¯à®-
áâà áâ¢  L ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ . �®«¥¥ â®£®,∑n

i=1 Ai ï¢«ï¥âáï  ¨¬¥ìè¨¬ ¨§ ¢á¥å ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ¯à®áâà áâ¢  L, á®¤¥à¦ -
é¨å ª ¦¤®¥ ¨§ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ A1, A2, . . . , An.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ¨ ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 1,  ç¥¬ á ¡®«¥¥ ¤¥â «ì®©
ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ ãâ¢¥à¦¤¥¨©, ª®â®àë¥  ¬ ¯à¥¤áâ®¨â ¤®ª §ë¢ âì. �¥®à¥¬  2 ãâ¢¥à-
¦¤ ¥â, çâ®
1)

∑n
i=1 Ai ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢  L;

2) ª ¦¤®¥ ¨§ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ A1, A2, . . . , An á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¯®¤¯à®áâà áâ¢¥
∑n

i=1 Ai;
3) ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¯à®áâà áâ¢  L, á®¤¥à¦ é¥¥ ¢á¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ 
A1, A2, . . . , An, á®¤¥à¦¨â ¨ ¨å áã¬¬ã

∑n
i=1 Ai.

�®ª § â¥«ìáâ¢  íâ¨å ãâ¢¥à¦¤¥¨© ¯®çâ¨ ®ç¥¢¨¤ë. �ãáâì a ¨ b | ¯à®¨§¢®«ìë¥
¢¥ªâ®àë ¨§ ¬®¦¥áâ¢ 

∑n
i=1 Ai. �®£¤  ª ¦¤ë© ¨§ ¨å ¤®«¦¥ ¤®¯ãáª âì à §«®¦¥¨¥

¢¨¤ 

a =
n∑

i=1
ai ¨ b =

n∑

i=1
bi,
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£¤¥ ¤«ï «î¡®£® i = 1, 2, . . . , n ¢¥ªâ®àë ai ¨ bi ¯à¨ ¤«¥¦ â ¯®¤¯à®áâà áâ¢ã Ai. �§ï¢
¥é¥ ¯à®¨§¢®«ìë¥ áª «ïàë α ¨ β, ¯®«ãç ¥¬

αa + βb = α

n∑

i=1
ai + β

n∑

i=1
bi =

n∑

i=1
αai +

n∑

i=1
βbi =

n∑

i=1
(αai + βbi).

� ª ª ª ¤«ï ª ¦¤®£® i = 1, 2, . . . , n ¢¥ªâ®à αai + βbi ¯à¨ ¤«¥¦¨â ¯®¤¯à®áâà áâ¢ã
Ai, â® ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ áã¬¬ë ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¢¥ªâ®à αa + βb ¤®«¦¥
áç¨â âìáï í«¥¬¥â®¬ ¬®¦¥áâ¢ 

∑n
i=1 Ai. �«¥¤®¢ â¥«ì®, íâ® ¬®¦¥áâ¢® § ¬ªãâ®

®â®á¨â¥«ì® ¢§ïâ¨ï «¨¥©ëå ª®¬¡¨ æ¨© ¯à®¨§¢®«ìëå á¨áâ¥¬ ¨§ ¤¢ãå ¢¥ªâ®à®¢ ¨
¯®â®¬ã ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2 ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬.

�¨ªá¨àã¥¬ â¥¯¥àì ¯à®¨§¢®«ìë© ®¬¥à k, 1 ≤ k ≤ n, ¨ ¢®§ì¬¥¬ ¢¥ªâ®à a ¨§
¯®¤¯à®áâà áâ¢  Ak. �®« £ ï ¤«ï i = 1, 2, . . . , n

ai =
{

a, ¥á«¨ i = k

0, ¥á«¨ i 6= k,

®ç¥¢¨¤® ¨¬¥¥¬

a = a1 + a2 + · · ·+ an ¨ ai ∈ Ai(i = 1, 2, . . . , n),

çâ® £®¢®à¨â ® â®¬, çâ® ¢¥ªâ®à a «¥¦¨â ¢ ¯®¤¯à®áâà áâ¢¥
∑n

i=1 Ai. � ª¨¬ ®¡à §®¬,
ª ¦¤®¥ ¨§ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ A1, A2, . . . , An á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¯®¤¯à®áâà áâ¢¥

∑n
i=1 Ai.

� ª®¥æ, ¯ãáâì N | ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¯à®áâà áâ¢  L, á®¤¥à¦ é¥¥
¢á¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  A1, A2, . . . , An, ¨ ¯ãáâì a | ¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à ¨§ ¯®¤¯à®-
áâà áâ¢ 

∑n
i=1 Ai. �®£¤  a = a1 + a2 + · · ·+ an, £¤¥ ª ¦¤®¥ á« £ ¥¬®¥ ai á®¤¥à¦¨âáï

¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢¥ Ai,   ¯®â®¬ã | ¨ ¢ ¯®¤¯à®áâà áâ¢¥ N . �«¥¤®-
¢ â¥«ì®, a ∈ N ¨ ¢ª«îç¥¨¥

∑n
i=1 Ai ⊆ N ¤®ª § ®. ¤

�§ â¥®à¥¬ë 2 á«¥¤ã¥â, ¢ ç áâ®áâ¨, çâ® ¯®¤¯à®áâà áâ¢®
∑n

i=1 Ai ¯®à®¦¤ ¥âáï
â¥®à¥â¨ª®-¬®¦¥áâ¢¥ë¬ ®¡ê¥¤¨¥¨¥¬

⋃n
i=1 Ai ¯®¤¯à®áâà áâ¢ A1, A2, . . . , An.

� ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®áâ¨, ¬®¦® ãª § âì ¡®«¥¥ "íª®®¬ãî" á¨áâ¥¬ã ¯®à®¦¤ îé¨å ¯à®-
áâà áâ¢ 

∑n
i=1 Ai:

�«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì ¯®¤¯à®áâà áâ¢  A1, A2, . . . , An «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L
¯®à®¦¤ îâáï ¬®¦¥áâ¢ ¬¨ ¢¥ªâ®à®¢ M1,M2, . . . ,Mn á®®â¢¥âáâ¢¥®. �®£¤  ¯®¤-
¯à®áâà áâ¢®

∑n
i=1 Ai ¯®à®¦¤ ¥âáï ¬®¦¥áâ¢®¬ M =

⋃n
i=1 Mi.

� á ¬®¬ ¤¥«¥, â ª ª ª Ak = l(Mk), ®ç¥¢¨¤®¥ ¢ª«îç¥¨¥ Mk ⊆ l(M) ¤ ¥â ¢¢¨¤ã
â¥®à¥¬ë 1 ¢ª«îç¥¨¥ Ak ⊆ l(M) ¤«ï «î¡®£® k = 1, 2, . . . , n, ®âªã¤  ¯® â¥®à¥¬¥ 2
á«¥¤ã¥â ¢ª«îç¥¨¥

∑n
i=1 Ai ⊆ l(M). �à®â¨¢®¯®«®¦®¥ ¢ª«îç¥¨¥ l(M) ⊆ ∑n

i=1 Ai

á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ 1 ¨ 2 ¨ ®ç¥¢¨¤®£® ¦¥ ¢ª«îç¥¨ï M ⊆ ∑n
i=1 Ai. ¤

�®£¤  áã¬¬  ¯®¤¯à®áâà áâ¢ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  ¬®¦¥â ®¡« ¤ âì ¤®¯®«-
¨â¥«ìë¬ ¢ ¦ë¬ á¢®©áâ¢®¬. � áá¬®âà¨¬ ¢ á¢ï§¨ á íâ¨¬ ¤¢  ¯à¨¬¥à  à §«®¦¥¨ï
¯à®áâà áâ¢  L = Q3 ¢ áã¬¬ã ¤¢ãå ¯®¤¯à®áâà áâ¢.
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�®« £ ¥¬
M =

{
(α1, α2, α3) ∈ L

∣∣ α1 + α2 = 0
}

¨ N =
{

(α1, α2, α3) ∈ L
∣∣ α1 + α3 = 0

}
.

�â¨ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  ï¢«ïîâáï, ®ç¥¢¨¤®, ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ¬¨ ¯à®áâà áâ¢  L. � ª ª ª
¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à a = (α, β, γ) ¯à®áâà áâ¢  L ¬®¦¥â ¡ëâì § ¯¨á  ¢ ¢¨¤¥ a = b+c,
£¤¥ b = (α,−α, α+β+γ) ∈ M ¨ c = (0, α+β,−(α+β)) ∈ N , íâ® ¯à®áâà áâ¢® ï¢«ï¥âáï
áã¬¬®© ¯®¤¯à®áâà áâ¢ M ¨ N . �à¥¤áâ ¢¨âì ¢¥ªâ®à a ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë ¤¢ãå á« £ ¥¬ëå,
¢§ïâëå ¨§ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ M ¨ N ¬®¦® ¨ ¯® ¤àã£®¬ã;  ¯à¨¬¥à, a = b′ + c′, £¤¥
b′ = (α− β, β − α, α + γ) ¨ c′ = (β, α,−α).

� ¤àã£®© áâ®à®ë, ¯®« £ ï
U =

{
(α1, α2, α3) ∈ L

∣∣ α3 = 0
}

¨ V =
{

(α1, α2, α3) ∈ L
∣∣ α1 = α2 = 0

}
,

¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® ¯à®áâà áâ¢® L ï¢«ï¥âáï áã¬¬®© ¨ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ U ¨ V . �¥©áâ¢¨-
â¥«ì®, ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ¢¥ªâ®à  a = (α, β, γ) ¯à®áâà áâ¢  L ¨¬¥¥¬ a = u + v,
£¤¥ u = (α, β, 0) ∈ U ¨ v = (0, 0, γ) ∈ V . �® ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â ¯¥à¢®£® ¯à¨¬¥à , ãª § ®¥
à §«®¦¥¨¥ ¢¥ªâ®à  a ï¢«ï¥âáï, ®ç¥¢¨¤®, ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ¢®§¬®¦ë¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥¬
íâ®£® ¢¥ªâ®à  ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë ¤¢ãå á« £ ¥¬ëå, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨å ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ¬ U ¨
V . �â® ¨ ¥áâì â® á¢®©áâ¢®, ª®â®à®¥ ®â«¨ç ¥â ¢â®à®¥ à §«®¦¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢  L ®â
¯¥à¢®£®, ¨ çâ®¡ë ¢ëà §¨âì íâ® à §«¨ç¨¥, ¬ë ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¯à®áâà áâ¢® L
ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®© áã¬¬®© ¯®¤¯à®áâà áâ¢ U ¨ V . �®«¥¥ â®ç®, ¬ë ¯à¨¨¬ ¥¬

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 5. �¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® L  §ë¢ ¥âáï ¯àï¬®© áã¬¬®© á¢®-
¨å ¯®¤¯à®áâà áâ¢ L1, L2, . . . , Ln, ¥á«¨ ª ¦¤ë© ¢¥ªâ®à a ∈ L ¬®¦¥â ¡ëâì ¥¤¨-
áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥ ¢ ¢¨¤¥ a = a1 + a2 + · · · + an, £¤¥ ai ∈ Li ¤«ï ¢á¥å
i = 1, 2, . . . , n.

�®¢®àï ¯®¤à®¡¥¥, ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® L ï¢-
«ï¥âáï ¯àï¬®© áã¬¬®© á¢®¨å ¯®¤¯à®áâà áâ¢ L1, L2, . . . , Ln, ¥á«¨, ¢®-¯¥à¢ëå, ª ¦¤ë©
¢¥ªâ®à ¨§ L ¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë ¢¥ªâ®à®¢, ¢§ïâëå ¯® ®¤®¬ã ¨§ íâ¨å ¯®¤¯à®-
áâà áâ¢, â. ¥. L =

∑n
i=1 Li,   ¢®-¢â®àëå, ãª § ®¥ à §«®¦¥¨¥ ¢¥ªâ®à  a ï¢«ï¥âáï

¥¤¨áâ¢¥ë¬, â. ¥. ¥á«¨
a = a1 + a2 + · · ·+ an ¨ a = a′1 + a′2 + · · ·+ a′n,

£¤¥ ai, a
′
i ∈ Li (i = 1, 2, . . . , n), â® ai = a′i ¤«ï ¢á¥å i = 1, 2, . . . , n. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¬ë

¡ã¤¥¬ ¯¨á âì L = L1⊕L2⊕· · ·⊕Ln ¨«¨, ª®à®ç¥,
⊕n

i=1 Li. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ â®«ìª® çâ®
à áá¬®âà¥®¬ ¯à¨¬¥à¥ ¨¬¥¥¬ L = M + N , L = U ⊕ V , ® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ L = M ⊕N
¥¢¥à®. �â¬¥â¨¬ ¥é¥, çâ® ¯à¨ n = 1

∑n
i=1 Li =

⊕n
i=1 Li.

�«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® âà¥¡®¢ ¨¥ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¢ ®¯-
à¥¤¥«¥¨¨ ¯àï¬®© áã¬¬ë ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ¬®¦® ¢ëà §¨âì ¤¢ã¬ï ¤àã£¨¬¨ á¯®á®¡ ¬¨.

�¥®à¥¬  3. �ãáâì «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® L ï¢«ï¥âáï áã¬¬®© á¢®¨å ¯®¤¯à®-
áâà áâ¢ L1, L2, . . . , Ln. �à®áâà áâ¢® L ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®© áã¬¬®© íâ¨å ¯®¤¯à®-
áâà áâ¢ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢ë¯®«¥® «î¡®¥ ¨§ á«¥¤ãîé¨å ¤¢ãå à ¢®-
á¨«ìëå ¬¥¦¤ã á®¡®© ãá«®¢¨©:

 ) ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ a1∈ L1, a2∈ L2, . . . , an∈ Ln à ¢¥áâ¢® a1 +a2 +· · ·+an =
0 ¢®§¬®¦® «¨èì â®£¤ , ª®£¤  a1 = a2 = · · · = an = 0;
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¡) ¤«ï ª ¦¤®£® ®¬¥à  k = 1, 2, . . . , n ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  Lk á áã¬¬®©
¢á¥å ®áâ «ìëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢ á¥¬¥©áâ¢  L1, L2, . . . , Ln ï¢«ï¥âáï ã«¥¢ë¬
¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬:

Lk ∩
∑

i 6=k

Li = {0}.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª ¦¥¬ á ç « , çâ® ¥á«¨ L =
⊕n

i=1 Li, â® ¢ë¯®«¥® ãá«®¢¨¥  ).
�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¤«ï ¥ª®â®àëå ¢¥ªâ®à®¢ a1 ∈ L1, a2 ∈ L2, . . . , an ∈ Ln ¨¬¥¥â

¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® a1 + a2 + · · · + an = 0. �®£¤  ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à ¯à®áâà áâ¢  L ¬®¦®
¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë n á« £ ¥¬ëå ¤¢ã¬ï á¯®á®¡ ¬¨

0 =a1 + a2 + · · ·+ an ¨
0 =0 + 0 + · · ·+ 0,

¯à¨ç¥¬ ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ íâ¨å à §«®¦¥¨© i-®¥ á« £ ¥¬®¥ ¢å®¤¨â ¢ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® Li.
�à¥¡®¢ ¨¥ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ ¯àï¬®© áã¬¬ë ¤ ¥â â¥¯¥àì á¨áâ¥¬ã à -
¢¥áâ¢ a1 = 0, a2 = 0, . . . , an = 0, â.¥. ãá«®¢¨¥  ) ¢ë¯®«ï¥âáï.

�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, çâ® ¨§ ãá«®¢¨ï  ) á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à®áâà áâ¢® L ï¢«ï¥âáï ¯àï-
¬®© áã¬¬®© ¯®¤¯à®áâà áâ¢ L1, L2, . . . , Ln. � ª ª ª âà¥¡ã¥¬®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ ¯àï¬®©
áã¬¬ë à ¢¥áâ¢® L =

∑n
i=1 Li á®¤¥à¦¨âáï ¢ ãá«®¢¨¨ â¥®à¥¬ë,  ¬ ®áâ ¥âáï ¤®ª § âì

«¨èì ¥¤¨áâ¢¥®áâì à §«®¦¥¨ï ¢¥ªâ®à  a ∈ L ¢ áã¬¬ã á« £ ¥¬ëå, ¢§ïâëå ¯® ®¤-
®¬ã ¨§ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ L1, L2, . . . , Ln. �ãáâì ¤«ï ¥ª®â®à®£® ¢¥ªâ®à  a ∈ L ¨¬¥îâ
¬¥áâ® à §«®¦¥¨ï

a = a1 + a2 + · · ·+ an ¨ a = a′1 + a′2 + · · ·+ a′n,

£¤¥ ai, a
′
i ∈ Li (i = 1, 2, . . . , n). �ëç¨â ï ¯®ç«¥® ¨§ ¯¥à¢®£® à ¢¥áâ¢  ¢â®à®¥, ¯®á«¥

®ç¥¢¨¤®© £àã¯¯¨à®¢ª¨ ¨¬¥¥¬

(a1 − a′1) + (a2 − a′2) + · · ·+ (an − a′n) = 0.

� ª ª ª ai − a′i ∈ Li (i = 1, 2, . . . , n), ¨§ ãá«®¢¨ï  ) á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£®
i = 1, 2, . . . , n ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢® ai−a′i = 0, â.¥. ai = a′i. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥¤¨áâ¢¥-
®áâì ãª § ®£® à §«®¦¥¨ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ¢¥ªâ®à  ¯à®áâà áâ¢  L ãáâ ®¢«¥ , ¨,
á«¥¤®¢ â¥«ì®, L =

⊕n
i=1 Li.

�®ª ¦¥¬  ª®¥æ, çâ® ãá«®¢¨ï  ) ¨ ¡) à ¢®á¨«ìë. �à¥¤¯®«®¦¨¬ á ç « , çâ®
¨¬¥¥â ¬¥áâ®  ). �á«¨ ¢¥ªâ®à a ¯à®áâà áâ¢  L ¢å®¤¨â ¢ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ Lk ∩

∑
i 6=k Li,

â® a ∈ ∑
i 6=k Li ¨ ¯®â®¬ã a = a1 + a2 + · · · + ak−1 + ak+1 + · · · + an ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¨å

¢¥ªâ®à®¢ a1∈ L1, a2∈ L2, . . . , ak−1∈ Lk−1, ak+1∈ Lk+1, . . . , an∈ Ln. �®£¤  ¢ë¯®«¥®
à ¢¥áâ¢®

a1 + a2 + · · ·+ ak−1 + (−a) + ak+1 + · · ·+ an = 0,

i-®¥ á« £ ¥¬®¥ ¢ «¥¢®© ç áâ¨ ª®â®à®£® ¯à¨ ¤«¥¦¨â ¯®¤¯à®áâà áâ¢ã Li. �®íâ®¬ã ¨§
ãá«®¢¨ï  ) á«¥¤ã¥â, çâ® ª ¦¤®¥ ¨§ íâ¨å á« £ ¥¬ëå à ¢® ã«î, ¨ ¢ ç áâ®áâ¨, a = 0.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, Lk ∩

∑
i 6=k Li = {0}.
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�¡à â®, ¯ãáâì ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ãá«®¢¨¥ ¡) ¨ ¯ãáâì ¤«ï ¥ª®â®àëå ¢¥ªâ®à®¢
a1 ∈ L1, a2 ∈ L2, . . . , an ∈ Ln ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® a1 + a2 + · · · + an = 0. �ë¡à ¢
¯à®¨§¢®«ìë© ®¬¥à k, 1 ≤ k ≤ n, ¯¥à¥¯¨è¥¬ íâ® à ¢¥áâ¢® ¢ ¢¨¤¥

ak = (−a1) + (−a2) + · · ·+ (−ak−1) + (−ak+1) + · · ·+ (−an).

� ª ª ª ¢¥ªâ®à, áâ®ïé¨© ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ íâ®£® à ¢¥áâ¢ , ï¢«ï¥âáï, ®ç¥¢¨¤®, í«¥-
¬¥â®¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ 

∑
i 6=k Li, ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® ¢¥ªâ®à ak ¢å®¤¨â ¢ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥

Lk ∩
∑

i6=k Li, ¯® ãá«®¢¨î à ¢®¥ ã«¥¢®¬ã ¯®¤¯à®áâà áâ¢ã. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ak = 0,
¨ â ª ª ª ®¬¥à k ¡ë« ¢ë¡à  ¯à®¨§¢®«ìë¬, ãá«®¢¨¥  ) ¤®ª § ®. ¤

�§ â¥®à¥¬ë 3 á«¥¤ã¥â àï¤ ¯®«¥§ëå ãâ¢¥à¦¤¥¨© ® à §«®¦¥¨¨ «¨¥©®£® ¯à®-
áâà áâ¢  ¢ ¯àï¬ãî áã¬¬ã ¯®¤¯à®áâà áâ¢. � ¬¥â¨¬, ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£®, çâ® ¤«ï à á¯®-
§ ¢ ¨ï â®£®, ï¢«ï¥âáï «¨ áã¬¬  ¤¢ãå ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ¯àï¬®©, â¥®à¥¬  3 ¤ ¥â á®¢á¥¬
¯à®áâ®© ªà¨â¥à¨©:

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �ã¬¬  A + B ¤¢ãå ¯®¤¯à®áâà áâ¢ A ¨ B «¨¥©®£® ¯à®áâà -
áâ¢  L ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  A ∩B = {0}. ¤

�â¬¥â¨¬, ¤ «¥¥
�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �ãáâì L =

⊕n
i=1 Li ¨ ¯ãáâì M =

∑s
i=1 Li, £¤¥ 1 ≤ s ≤ n. �®£¤ 

M =
⊕s

i=1 Li.
�¢¨¤ã â¥®à¥¬ë 3 ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  íâ®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¤®áâ â®ç® ã¡¥¤¨âìáï ¢

â®¬, çâ® à §«®¦¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢  M ¢ áã¬¬ã ¯®¤¯à®áâà áâ¢
L1, L2, . . . , Ls ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î  ) ¨§ ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ íâ®© â¥®à¥¬ë. � á ¬®¬
¤¥«¥, ¯ãáâì ¤«ï ¢¥ªâ®à®¢ a1 ∈ L1, a2 ∈ L2, . . . , as ∈ Ls ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®
a1 + a2 + · · · + as = 0. �®« £ ï as+1 = as+2 = · · · = an = 0, ¨¬¥¥¬, ®ç¥¢¨¤®¥ à -
¢¥áâ¢®

a1 + a2 + · · ·+ as + as+1 + · · ·+ an = 0,

¯à¨ç¥¬ ¤«ï ¢á¥å i = 1, 2, . . . , n ¢¥ªâ®à ai ¯à¨ ¤«¥¦¨â ¯®¤¯à®áâà áâ¢ã Li. �®áª®«ìªã
à §«®¦¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢  L ¢ áã¬¬ã ¯®¤¯à®áâà áâ¢ L1, L2, . . . , Ln ãá«®¢¨î  ) â¥®-
à¥¬ë 3 ã¤®¢«¥â¢®àï¥â, ª ¦¤®¥ á« £ ¥¬®¥ ¢ «¥¢®© ç áâ¨ íâ®£® à ¢¥áâ¢  ¤®«¦® ¡ëâì
à ¢ë¬ ã«î. � ç áâ®áâ¨, a1 = a2 = · · · = as = 0. ¤

�®¢®àï á®¤¥à¦ â¥«ì®, ¢ á«¥¤áâ¢¨¨ 2 ãâ¢¥à¦¤ ¥âáï, çâ® áã¬¬  «î¡®© ç áâ¨ á« -
£ ¥¬ëå ¨§ à §«®¦¥¨ï ¯à®áâà áâ¢  L ¢ ¯àï¬ãî áã¬¬ã â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®©.
�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, çâ® £àã¯¯¨à®¢ª  ¯àï¬ëå á« £ ¥¬ëå ¨«¨ à §«®¦¥¨¥ ¨å ¢ ¯àï¬ãî
áã¬¬ã ¯à¨¢®¤ïâ ª à §«®¦¥¨î ¯à®áâà áâ¢  ¢ ¯àï¬ãî áã¬¬ã á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¯®¤-
¯à®áâà áâ¢.

�«¥¤áâ¢¨¥ 3. �ãáâì L =
⊕n

i=1 Li ¨ ¯ãáâì M =
∑s

i=1 Li, N =
∑n

i=s+1 Li £¤¥
1 ≤ s < n. �®£¤  L = M ⊕N .
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª ¦¥¬ á ç « , çâ® L = M + N . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯à®¨§¢®«ìë©
¢¥ªâ®à a ∈ L ¬®¦¥â ¡ëâì § ¯¨á  ¢ ¢¨¤¥ a = a1+a2+· · ·+an, £¤¥ ¤«ï ¢á¥å i = 1, 2, . . . , n
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ai ∈ Li. �®« £ ï §¤¥áì b = a1 + a2 + · · · + as ¨ c = as+1 + as+2 + · · · + an, ¯®«ãç ¥¬
a = b + c, b ∈ M , c ∈ N , çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì.

�¢¨¤ã á«¥¤áâ¢¨ï 1 ®áâ ¥âáï ¯®ïâì, çâ® M ∩ N = {0}. � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ a |
¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à ¨§ ¯¥à¥á¥ç¥¨ï M ∩N , â® a ∈ M ¨ ¯®â®¬ã a = a1 + a2 + · · ·+ as

¤«ï ¯®¤å®¤ïé¨å ¢¥ªâ®à®¢ ai ∈ Li (i = 1, 2, . . . , s),   â ª¦¥ a ∈ N ¨ ¯®â®¬ã a =
as+1 +as+2 + · · ·+an ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¨å ¢¥ªâ®à®¢ ai ∈ Li (i = s+ 1, s+ 2, . . . , n). �âáî¤ 
¯®«ãç ¥¬ à ¢¥áâ¢®

a1 + a2 + · · ·+ as + (−as+1) + · · ·+ (−an) = 0,

¢ë¯®«¨¬®áâì ª®â®à®£® ¢ á¨«ã ãá«®¢¨ï  ) ¨§ â¥®à¥¬ë 3 ¢®§¬®¦  «¨èì ¢ â®¬ á«ãç ¥,
ª®£¤  ¢á¥ á« £ ¥¬ë¥ ¢ ¥£® «¥¢®© ç áâ¨ à ¢ë ã«î. � ç áâ®áâ¨, a1 = a2 = · · · = as =
0, ¨ ¯®â®¬ã a = 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬, M ∩N = {0}, ¨ ¯® á«¥¤áâ¢¨î 1 L = M ⊕N . ¤

�«¥¤áâ¢¨¥ 4. �ãáâì L =
⊕n

i=1 Li ¨ ¯ãáâì ¤«ï ª ¦¤®£® i = 1, 2, . . . , n ¯®¤¯à®-
áâà áâ¢® Li, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®© áã¬¬®© ¯®¤¯à®áâà áâ¢: Li =⊕ni

j=1 Mij. �®£¤  L =
⊕

ij Mij.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª ¦¥¬ á ç « , çâ® L =
∑

ij Mij . � ª ª ª ¤«ï ª ¦¤®£® i =
1, 2, . . . , n Li =

∑ni

j=1 Mij , ¨§ â¥®à¥¬ë 2 á«¥¤ã¥â, çâ® ¢á¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  L1, L2, . . . , Ln

á®¤¥à¦ âáï ¢ ¯®¤¯à®áâà áâ¢¥
∑

ij Mij . �®áª®«ìªã L =
∑n

i=1 Li, ¯® â®© ¦¥ â¥®à¥¬¥
¨¬¥¥¬, çâ® L ⊆ ∑

ij Mij , ¨ â ª ª ª á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ¯à®â¨¢®¯®«®¦®£® ¢ª«îç¥¨ï
®ç¥¢¨¤ , ¨¬¥¥¬ L =

∑
ij Mij .

�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® áã¬¬  ¢¥ªâ®à®¢ aij ∈ Mij (i = 1, 2, . . . , n, j =
1, 2, . . . , ni) à ¢  ã«î, ¨ § ¯¨è¥¬ íâ® à ¢¥áâ¢® ¢ ¢¨¤¥

∑n
i=1

∑ni

j=1 aij = 0. � ª
ª ª ¤«ï ª ¦¤®£® i = 1, 2, . . . , n ¢¥ªâ®à

∑ni

j=1 aij ¯à¨ ¤«¥¦¨â ¯®¤¯à®áâà áâ¢ã Li,
¨§ á¯à ¢¥¤«¨¢®áâ¨ ãá«®¢¨ï  ) ¤«ï ¨áå®¤®£® à §«®¦¥¨ï ¯à®áâà áâ¢  L á«¥¤ã¥â, çâ®
¤«ï ¢á¥å i = 1, 2, . . . , n ¢ë¯®«¥ë à ¢¥áâ¢ 

∑ni

j=1 aij = 0. �à¨¬¥ïï â¥¯¥àì ãá«®¢¨¥
 ) ª á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ à §«®¦¥¨ï¬ ¯à®áâà áâ¢ L1, L2, . . . , Ln, ¯®«ãç ¥¬ à ¢¥áâ¢®
ã«î ª ¦¤®£® ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ aij . �§ â¥®à¥¬ë 3 â¥¯¥àì á«¥¤ã¥â, çâ® L =

⊕
ij Mij . ¤
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§ 2. �������� ����������� �������� �����������

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¢¢®¤¨âáï ¢â®à®¥ ¨§ ¤¢ãå ®á®¢ëå ¯®ïâ¨© «¨¥©®©  «£¥¡àë
| ¯®ïâ¨¥ «¨¥©®£® ®â®¡à ¦¥¨ï.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1. �ãáâì L ¨ M | «¨¥©ë¥ ¯à®áâà áâ¢   ¤ (®¤¨¬ ¨ â¥¬
¦¥) ¯®«¥¬ K. �â®¡à ¦¥¨¥ ϕ : L → M ¬®¦¥áâ¢  ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  L ¢
¬®¦¥áâ¢® ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  M  §ë¢ ¥âáï «¨¥©ë¬ ®â®¡à ¦¥¨¥¬ ¯à®-
áâà áâ¢  L ¢ ¯à®áâà áâ¢® M , ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ a, b ∈ L ¨ áª «ïà  α ∈ K
¢ë¯®«¥ë à ¢¥áâ¢ 

(a + b)ϕ = aϕ + bϕ ¨ (αa)ϕ = α(aϕ).

�¨¥ªâ¨¢®¥ «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥  §ë¢ ¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬. �à®áâà áâ¢® L  -
§ë¢ ¥âáï ¨§®¬®àäë¬ ¯à®áâà áâ¢ã M , ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¨§®¬®àä¨§¬ ¯à®áâà -
áâ¢  L ¢ ¯à®áâà áâ¢® M .

�®£®¢®à¨¬áï â ª¦¥ «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢  L ¢ á¥¡ï  §ë¢ âì «¨-
¥©ë¬ ®¯¥à â®à®¬ ¯à®áâà áâ¢  L.

�«¥¤ã¥â ¯®¤ç¥àªãâì, çâ® «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï «¨èì ¤«ï «¨¥©-
ëå ¯à®áâà áâ¢  ¤ ®¤¨¬ ¨ â¥¬ ¦¥ ¯®«¥¬. �âã¨â¨¢® ïá®, çâ® á ¯®¬®éìî «¨¥©-
®£® ®â®¡à ¦¥¨ï ¯à®áâà áâ¢  L ¢ ¯à®áâà áâ¢® M ¬®¦® (¢® ¢áïª®¬ á«ãç ¥, ¥ª®-
â®àë¥) á¢®©áâ¢  ¯à®áâà áâ¢  L ¯¥à¥®á¨âì ¢ ¯à®áâà áâ¢® M ,   ¨§®¬®àäë¥ ¯à®-
áâà áâ¢  ¤®«¦ë ¨¬¥âì ®¤¨ ª®¢ë¥ á¢®©áâ¢ . � ç¥ £®¢®àï, ¨§®¬®àä¨§¬ «¨¥©ëå
¯à®áâà áâ¢ ¡ã¤¥â á«ã¦¨âì ãâ®ç¥¨¥¬ ¨âã¨â¨¢®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï ® â®¬, ª ª¨¥ «¨-
¥©ë¥ ¯à®áâà áâ¢  á«¥¤ã¥â áç¨â âì ®¤¨ ª®¢ë¬¨. � «ì¥©è¥¥ ¯®ª ¦¥â, çâ®  è¨
¨âã¨â¨¢ë¥ ®¦¨¤ ¨ï ¢® ¬®£®¬ ®¯à ¢¤ ë. �¦¥ á«¥¤ãîé¥¥ ¯à®áâ®¥ ¯à¥¤«®¦¥-
¨¥ £®¢®à¨â ® â®¬, çâ® ®â®è¥¨¥ ¨§®¬®àä¨§¬  ¤«ï «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢ ®¡« ¤ ¥â
®¡ëçë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨ ®â®è¥¨ï à ¢¥áâ¢ .

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1. �®¦¤¥áâ¢¥®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  ¢
á¥¡ï ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬ ®â®¡à ¦¥¨¥¬ (¨ ¯®â®¬ã ¨§®¬®àä¨§¬®¬). �à®¨§¢¥¤¥¨¥
¤¢ãå «¨¥©ëå ®â®¡à ¦¥¨© ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬ ®â®¡à ¦¥¨¥¬. �â®¡à ¦¥¨¥, ®¡-
à â®¥ ª ¨§®¬®àä¨§¬ã, ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¨¥©®áâì â®¦¤¥áâ¢¥®£® ®â®¡à ¦¥¨ï ιL ¬®¦¥áâ¢  ¢¥-
ªâ®à®¢ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L ®ç¥¢¨¤ : ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ a ¨ b ¨ áª «ïà  α
¨¬¥¥¬

(a + b)ιL = a + b = aιL + bιL ¨ (αa)ιL = αa = α(aιL ).
�ãáâì â¥¯¥àì L, M ¨ N | «¨¥©ë¥ ¯à®áâà áâ¢   ¤ ¯®«¥¬ K ¨ ¯ãáâì ϕ : L → M |
«¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢  L ¢ ¯à®áâà áâ¢® M ¨ ψ : M → N | «¨¥©®¥
®â®¡à ¦¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢  M ¢ ¯à®áâà áâ¢® N . �â¢¥à¦¤ ¥âáï, çâ® ®â®¡à ¦¥¨¥ ϕψ
¯à®áâà áâ¢  L ¢ ¯à®áâà áâ¢® N â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤«ï
«î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ a, b ∈ L ¨ áª «ïà  α ∈ K ¢ á¨«ã ®¯à¥¤¥«¥¨ï ã¬®¦¥¨ï ®â®¡à ¦¥¨©
¨ «¨¥©®áâ¨ ®â®¡à ¦¥¨© ϕ ¨ ψ ¨¬¥¥¬

(a + b)(ϕψ) = ((a + b)ϕ)ψ = (aϕ + bϕ)ψ = (aϕ)ψ + (bϕ)ψ = a(ϕψ) + b(ϕψ)
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¨

(αa)(ϕψ) = ((αa)ϕ)ψ = (α(aϕ))ψ = α((aϕ)ψ) = α(a(ϕψ)).

�®ª ¦¥¬,  ª®¥æ, çâ® ¥á«¨ ϕ : L → M | ¨§®¬®àä¨§¬ ¯à®áâà áâ¢  L ¢ ¯à®áâà -
áâ¢® M , â® ®¡à â®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ−1 ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬ ¯à®áâà áâ¢  M ¢
¯à®áâà áâ¢® L. �«ï ¢¥ªâ®à®¢ a ¨ b ¯à®áâà áâ¢  M ¯®« £ ¥¬ aϕ−1 = x ¨ bϕ−1 = y.
�®£¤  x, y ∈ L, xϕ = a ¨ yϕ = b. �®áª®«ìªã ¢¢¨¤ã «¨¥©®áâ¨ ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ á¯à ¢¥¤-
«¨¢® à ¢¥áâ¢® (x+y)ϕ = xϕ+yϕ = a+ b, â® ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î ®¡à â®£® ®â®¡à ¦¥¨ï
¨¬¥¥¬ (a+b)ϕ−1 = x+y = aϕ−1+bϕ−1. � «®£¨ç® ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® áª «ïà  α ∈ K
¨¬¥¥¬ (αx)ϕ = α(xϕ) = αa, ¨ ¯®â®¬ã (αa)ϕ−1 = αx = α(aϕ−1). � ª¨¬ ®¡à §®¬, (¡¨-
¥ªâ¨¢®¥) ®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ−1 «¨¥©® ¨ ¯®â®¬ã ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬ ¯à®áâà áâ¢ 
M ¢ ¯à®áâà áâ¢® L. ¤

� áá¬®âà¨¬ ¥áª®«ìª® ¯à¨¬¥à®¢ «¨¥©ëå ®â®¡à ¦¥¨© «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢.
�ë â®«ìª® çâ® ¢¨¤¥«¨, çâ® â®¦¤¥áâ¢¥®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ¬®¦¥áâ¢  ¢¥ªâ®à®¢ «¨¥©-
®£® ¯à®áâà áâ¢  L ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬ ®¯¥à â®à®¬ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ . �é¥ ®¤¨¬
¯à¨¬¥à®¬ «¨¥©®£® ®¯¥à â®à  ¯à®áâà áâ¢  L ï¢«ï¥âáï ã«¥¢®© ®¯¥à â®à θL , ®â®¡-
à ¦ îé¨© ¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à a ∈ L ¢ ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à («¨¥©®áâì íâ®£® ®â®¡à -
¦¥¨ï ®ç¥¢¨¤  ª ª, ¢¯à®ç¥¬, ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥¬®£®   «®£¨çë¬ ®¡à §®¬ ã«¥¢®£® ®â®¡-
à ¦¥¨ï ¯à®áâà áâ¢  L ¢ «î¡®¥ ¤àã£®¥ ¯à®áâà áâ¢®  ¤ â¥¬ ¦¥ ¯®«¥¬). �¡®¡é ï
íâ¨ ¯à¨¬¥àë, ¢¢¥¤¥¬ ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® áª «ïà  λ ¨§ ¯®«ï K ®â®¡à ¦¥¨¥ χλ ¯à®-
áâà áâ¢  L  ¤ ¯®«¥¬ K ¢ á¥¡ï, ¤¥©áâ¢ãîé¥¥ ¯® ¯à ¢¨«ã

aχ
λ

= λa (a ∈ L).

�¨¥©®áâì ®â®¡à ¦¥¨ï χλ ¯à®¢¥àï¥âáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®, ¨ íâ®â ®¯¥à â®à  §ë¢ -
¥âáï £®¬®â¥â¨¥© á ª®íää¨æ¨¥â®¬ λ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L. �ç¥¢¨¤®, çâ® ¯à¨
λ = 0 ®¯¥à â®à χλ á®¢¯ ¤ ¥â á ã«¥¢ë¬,   ¯à¨ λ = 1 á â®¦¤¥áâ¢¥ë¬ ®¯¥à â®à®¬.

�ãáâì L = Kn | n-¬¥à®¥ ª®®à¤¨ â®¥ ¯à®áâà áâ¢®  ¤ ¯®«¥¬ K. �«ï ä¨ªá¨-
à®¢ ®£® ®¬¥à  i, 1 ≤ i ≤ n, ®¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥¨¥ πi ¯à®áâà áâ¢  L ¢ ¯®«¥ K,
à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ ª ª «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®  ¤ á ¬¨¬ á®¡®©, ¯® á«¥¤ãîé¥¬ã ¯à -
¢¨«ã: ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  a = (α1, α2, . . . , αn) ¯à®áâà áâ¢  L ¯®« £ ¥¬ aπi = αi. �â®
«¨¥©®¥ (ª ª «¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì) ®â®¡à ¦¥¨¥  §ë¢ ¥âáï ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨¥¬ ¯à®áâà -
áâ¢  L   i-ãî ª®¬¯®¥âã.

�ãáâì «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® L  ¤ ¯®«¥¬ K à §«®¦¥® ¢ ¯àï¬ãî áã¬¬ã ¥ª®-
â®àëå á¢®¨å ¯®¤¯à®áâà áâ¢ M ¨ N , L = M ⊕N . �®£¤  ¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à a ∈ L
®¤®§ ç® § ¯¨áë¢ ¥âáï ¢ ¢¨¤¥ a = b+ c, £¤¥ b ∈ M ¨ c ∈ N , ¨ ¯®â®¬ã ¬®¦® ®¯à¥¤¥-
«¨âì ®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ ¯à®áâà áâ¢  L ¢ á¥¡ï, ¯¥à¥¢®¤ïé¥¥ ¢¥ªâ®à a ¢ ¢¥ªâ®à b. � ç¥
£®¢®àï, ¤«ï ¢ëç¨á«¥¨ï ®¡à §  ®â®á¨â¥«ì® ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ ¢¥ªâ®à  ¯à®áâà áâ¢ 
L á«¥¤ã¥â à §«®¦¨âì íâ®â ¢¥ªâ®à ¢ áã¬¬ã ¤¢ãå á« £ ¥¬ëå, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨å ¯®¤¯à®-
áâà áâ¢ ¬ M ¨ N , ¨ ¢§ïâì ¯¥à¢®¥ ¨§ ¨å. �®ª ¦¥¬, çâ® íâ® ®â®¡à ¦¥¨¥ «¨¥©®.
�ãáâì a ¨ b | ¯à®¨§¢®«ìë¥ ¢¥ªâ®àë ¯à®áâà áâ¢  L ¨ ¯ãáâì ®¡à § ¬¨ íâ¨å ¢¥ªâ®à®¢
®â®á¨â¥«ì® ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ ï¢«ïîâáï ¢¥ªâ®àë c ¨ d: aϕ = c, bϕ = d. �® ®¯à¥¤¥«¥-
¨î  è¥£® ®â®¡à ¦¥¨ï íâ® ®§ ç ¥â, çâ® ¢¥ªâ®àë c ¨ d «¥¦ â ¢ ¯®¤¯à®áâà áâ¢¥
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M ¨ ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¨å ¢¥ªâ®à®¢ u ¨ v ¨§ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  N ¢ë¯®«¥ë à ¢¥áâ¢ 
a = c + u ¨ b = d + v. � ª ª ª â®£¤  a + b = (c + d) + (u + v) ¨ c + d ∈ M , u + v ∈ N ,
¨¬¥¥¬ (a + b)ϕ = c + d = aϕ + bϕ. �®ç® â ª ¦¥ ¯®áª®«ìªã ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® α ∈ K
αa = αc + αu ¨ αc ∈ M , αu ∈ N , ¨¬¥¥¬ (αa)ϕ = αc = α(aϕ). �â®¡à ¦¥¨¥ ϕ  §ë¢ -
¥âáï ®¯¥à â®à®¬ ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨ï ¯à®áâà áâ¢  L   ¯®¤¯à®áâà áâ¢® M ¯ à ««¥«ì®
¯®¤¯à®áâà áâ¢ã N .

�ª ¦¥¬,  ª®¥æ,   ®â®¡à ¦¥¨¥ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï ¢ «¨¥©®¬ ¯à®áâà áâ¢¥
K[x] ¬®£®ç«¥®¢ ®â ¯¥à¥¬¥®© x  ¤ ¯®«¥¬ K,   ¨¬¥® | ®â®¡à ¦¥¨¥, ª®â®à®¥
áâ ¢¨â ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬®£®ç«¥ã f(x) ∈ K[x] ¥£® ¯à®¨§¢®¤ãî f ′(x). �§¢¥áâë¥ á¢®©-
áâ¢  ¯à®¨§¢®¤®© £®¢®àïâ ® â®¬, çâ® íâ® ®â®¡à ¦¥¨¥ ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬ ®¯¥à â®à®¬
¯à®áâà áâ¢  K[x].

�¥à¥å®¤ï ª ¯¥à¥ç¨á«¥¨î ¯à®áâ¥©è¨å á¢®©áâ¢ «¨¥©ëå ®â®¡à ¦¥¨©, ¯®ª ¦¥¬,
¯à¥¦¤¥ ¢á¥£®, çâ® ¤¢  âà¥¡®¢ ¨ï ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ 1 ¬®¦® § ¬¥¨âì ®¤¨¬.
�à¥¤«®¦¥¨¥ 2. �ãáâì L ¨ M | «¨¥©ë¥ ¯à®áâà áâ¢   ¤ ¯®«¥¬ K. �â®¡à -
¦¥¨¥ ϕ : L → M ¯à®áâà áâ¢  L ¢ ¯à®áâà áâ¢® M ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬ â®£¤  ¨
â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ a, b ∈ L ¨ «î¡ëå áª «ïà®¢ α, β ∈ K ¢ë¯®«-
¥® à ¢¥áâ¢®

(αa + βb)ϕ = α(aϕ) + β(bϕ). (1)

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ ®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ «¨¥©®, â® ¯à¨¬¥ïï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® à ¢¥-
áâ¢  ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï 1, ¯®«ãç ¥¬

(αa + βb)ϕ = (αa)ϕ + (βb)ϕ = α(aϕ) + β(bϕ).
�¡à â®, ¤¢  à ¢¥áâ¢  ¨§ ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï 1 ¯®«ãç îâáï ¨§ (1) ¯à¨ α =
1, β = 1 ¨ α = 1, β = 0 á®®â¢¥âáâ¢¥®. ¤

�â¬¥â¨¬ ¥é¥ ¯®çâ¨ ®ç¥¢¨¤®¥
�à¥¤«®¦¥¨¥ 3. �ãáâì ϕ : L → M | «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ «¨¥©®£®
¯à®áâà áâ¢  L ¢ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® M . �®£¤ 

1) 0ϕ = 0 ¨ ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  a ∈ L (−a)ϕ = −aϕ;
2) ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ a, b ∈ L (a− b)ϕ = aϕ− bϕ;
3) ®¡à § ®â®á¨â¥«ì® ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ ¯à®¨§¢®«ì®©

á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  L à ¢¥ «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ á â¥¬¨ ¦¥
ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ ®¡à §®¢ ¢¥ªâ®à®¢ íâ®© á¨áâ¥¬ë, â. ¥. ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢
a1, a2, . . . , an ¯à®áâà áâ¢  L ¨ «î¡ëå áª «ïà®¢ α1, α2, . . . , αn

(α1a1 + α2a2 + · · ·+ αnan)ϕ = α1(a1ϕ) + α2(a2ϕ) + · · ·+ αn(anϕ).

� á ¬®¬ ¤¥«¥, 0ϕ = (0a)ϕ = 0(aϕ) = 0ϕ ¨ (−a)ϕ = ((−1)a)ϕ = (−1)(aϕ) = −aϕ.
� ¢¥áâ¢® ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï 3) (ª®â®à®¥ ¬ë ¡ã¤¥¬ § ¯¨áë¢ âì ¨ ¢ ¢¨¤¥ (

∑n
i=1 αiai) ϕ =∑n

i=1 αi(aiϕ)) ¤®ª §ë¢ ¥âáï ®ç¥¢¨¤®© ¨¤ãªæ¨¥© ¯® n. ¤
�«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¯®¤â¢¥à¦¤ ¥â á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ¨âã¨â¨¢®£® ¯à¥¤áâ ¢-

«¥¨ï ® â®¬, çâ® ¯®¤¯à®áâà áâ¢  | íâ® "¯à ¢¨«ìë¥" ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ,   «¨¥©ë¥
®â®¡à ¦¥¨ï | íâ® "¯à ¢¨«ìë¥" ®â®¡à ¦¥¨ï «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢:
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�¥®à¥¬  1. �¡à § ¨ ¯à®®¡à § ¯®¤¯à®áâà áâ¢  ®â®á¨â¥«ì® «¨¥©®£® ®â®¡à -
¦¥¨ï ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ϕ : L → M | «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ-
¢  L ¢ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® M ¨ ¯ãáâì A | ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¯à®áâà áâ¢  L. �®ª -
¦¥¬, çâ® ®¡à § ®â®á¨â¥«ì® ϕ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  A, â.¥. ¬®¦¥áâ¢® Aϕ =

{
aϕ

∣∣ a ∈ A
}

¢á¥å â¥å ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  M , ª®â®àë¥ ï¢«ïîâáï ®¡à § ¬¨ ®â®á¨â¥«ì® ϕ í«¥-
¬¥â®¢ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  A, ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢  M . �«ï íâ®£®
¢®á¯®«ì§ã¥¬áï ªà¨â¥à¨¥¬ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.2. �á«¨ ¢¥ªâ®àë x ¨ y ¯à®áâà áâ¢  M ¯à¨-
 ¤«¥¦ â ¬®¦¥áâ¢ã Aϕ, â® ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¨å ¢¥ªâ®à®¢ a, b ∈ A x = aϕ ¨ y = bϕ.
�®íâ®¬ã ¤«ï ¯à®¨§¢®«ìëå áª «ïà®¢ α ¨ β ¨¬¥¥¬

αx + βy = α(aϕ) + β(bϕ) = (αa + βb)ϕ,

¨ â ª ª ª αa+βb ∈ A (¯®áª®«ìªã A ¯®¤¯à®áâà áâ¢®), â® αx+βy ∈ Aϕ. � ª¨¬ ®¡à §®¬,
¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.2 ¬®¦¥áâ¢® Aϕ ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢  M .

�ãáâì â¥¯¥àì B | ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¯à®áâà áâ¢  M . �®ª ¦¥¬, çâ® ¯à®®¡à § ®â-
®á¨â¥«ì® ϕ ¬®¦¥áâ¢  B, â.¥. ¬®¦¥áâ¢® Bϕ−1 =

{
a ∈ L

∣∣ aϕ ∈ B
}

¢á¥å â¥å í«¥¬¥-
â®¢ ¯à®áâà áâ¢  L, ®¡à §ë ª®â®àëå ®â®á¨â¥«ì® ϕ «¥¦ â ¢ ¬®¦¥áâ¢¥ B, ï¢«ï¥âáï
¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢  L. �®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë¥ ¢¥ªâ®àë a ¨ b ¨§ ¬®¦¥-
áâ¢  Bϕ−1. �â® ®§ ç ¥â, çâ® ¢¥ªâ®àë aϕ ¨ bϕ ¯à¨ ¤«¥¦ â ¯®¤¯à®áâà áâ¢ã B, ¨
¯®â®¬ã ¤«ï ¯à®¨§¢®«ìëå áª «ïà®¢ α ¨ β ¨¬¥¥¬

(αa + βb)ϕ = α(aϕ) + β(bϕ) ∈ B.

�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢¥ªâ®à αa + βb ¯à¨ ¤«¥¦¨â ¬®¦¥áâ¢ã Bϕ−1, ¨ ¢¢¨¤ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï
1.2 ¬®¦¥áâ¢® Bϕ−1 ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢  L. ¤

�ë¤¥«¨¬ á«¥¤ãîé¨© ç áâë© á«ãç © â¥®à¥¬ë 1:

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �ãáâì ϕ : L → M | «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ-
¢  L ¢ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® M . �®£¤  ®¡à § Im ϕ ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ (á®¢¯ ¤ îé¨©,
 ¯®¬¨¬, á ¬®¦¥áâ¢®¬ Lϕ) ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢  M . ¤

�â¬¥â¨¬ ¥é¥ ¯®«¥§®¥

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �ãáâì ϕ : L → M | «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ «¨¥©®£® ¯à®áâà -
áâ¢  L ¢ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® M . �®£¤  ®¡à § «¨¥©®© ®¡®«®çª¨ ¯à®¨§¢®«ì®£®
¬®¦¥áâ¢  S ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  L á®¢¯ ¤ ¥â á «¨¥©®© ®¡®«®çª®© ®¡à § 
¬®¦¥áâ¢  S, â.¥. l(S)ϕ = l(Sϕ). � ç áâ®áâ¨, ®¡à § ¬®¦¥áâ¢  ¯®à®¦¤ îé¨å
¯à®áâà áâ¢  L ï¢«ï¥âáï ¬®¦¥áâ¢®¬ ¯®à®¦¤ îé¨å ¯®¤¯à®áâà áâ¢  Im ϕ ¯à®-
áâà áâ¢  M .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �§ ¢ª«îç¥¨ï S ⊆ l(S) á«¥¤ã¥â ¢ª«îç¥¨¥ Sϕ ⊆ l(S)ϕ, ¨ â ª
ª ª l(S)ϕ ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢  M , ¨§ â¥®à¥¬ë 1.1 á«¥¤ã¥â, çâ®
l(Sϕ) ⊆ l(S)ϕ.
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� ¤àã£®© áâ®à®ë, ¢ª«îç¥¨¥ Sϕ ⊆ l(Sϕ) ®§ ç ¥â, çâ® S ⊆ (l(Sϕ))ϕ−1, ¨ â ª ª ª
(l(Sϕ))ϕ−1 ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢  L, á®¢  ¯® â¥®à¥¬¥ 1.1 ¨¬¥¥¬
¢ª«îç¥¨¥ l(S) ⊆ (l(Sϕ))ϕ−1. �âáî¤  l(S)ϕ ⊆ l(Sϕ), ¨ à ¢¥áâ¢® l(S)ϕ = l(Sϕ) ¤®ª -
§ ®.

�á«¨, ¢ ç áâ®áâ¨, L = l(S), â® Im ϕ = Lϕ = l(S)ϕ = l(Sϕ). ¤
� á«¥¤áâ¢¨¨ 1 ª â¥®à¥¬¥ 1 à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ®¡à § ®â®á¨â¥«ì® ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ :

L → M  ¨¡®«ìè¥£® ¯®¤¯à®áâà áâ¢  ¯à®áâà áâ¢  L. �àã£®© ¯à¥¤¥«ìë© á«ãç ©,
¯à®®¡à §  ¨¬¥ìè¥£® ¯®¤¯à®áâà áâ¢  ¯à®áâà áâ¢  M , ¨£à ¥â ¢¥áì¬  § ¬¥âãî
à®«ì ¢ â¥®à¨¨ «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢ ¨ § á«ã¦¨¢ ¥â á¯¥æ¨ «ì®£®  §¢ ¨ï:
�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2. �¤à®¬ «¨¥©®£® ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ : L → M «¨¥©®£® ¯à®áâà -
áâ¢  L ¢ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® M  §ë¢ ¥âáï ¬®¦¥áâ¢® Ker ϕ ¢á¥å ¢¥ªâ®à®¢
¯à®áâà áâ¢  L, ®¡à § ª®â®àëå ®â®á¨â¥«ì® ϕ à ¢¥ ã«î:

Ker ϕ =
{
a ∈ L

∣∣ aϕ = 0
}

.

� ç¥ £®¢®àï, ï¤à® ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ ï¢«ï¥âáï ¯à®®¡à §®¬ ã«¥¢®£® ¯®¤¯à®áâà -
áâ¢  ¯à®áâà áâ¢  M , ¨ ¯®â®¬ã ¨§ â¥®à¥¬ë 1 ¯®«ãç ¥¬ ®ç¥¢¨¤®¥
�«¥¤áâ¢¨¥ 3. �¤à® «¨¥©®£® ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ : L → M «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L
¢ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® M ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢  L. ¤

� à®«¨ ï¤à  «¨¥©®£® ®â®¡à ¦¥¨ï £®¢®à¨â á«¥¤ãîé¥¥ ¯à®áâ®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥:
�¥®à¥¬  2. �ãáâì ϕ : L → M | «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢  L ¢
¯à®áâà áâ¢® M . �«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ a, b ∈ L à ¢¥áâ¢® aϕ = bϕ ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¨å à §®áâì a− b ¯à¨ ¤«¥¦¨â ï¤àã ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ.
� ç áâ®áâ¨, ®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ ¨ê¥ªâ¨¢® ¢ â®ç®áâ¨ â®£¤ , ª®£¤  ¥£® ï¤à® á®¢¯ -
¤ ¥â á ã«¥¢ë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥à¢®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë ¯®çâ¨ ®ç¥¢¨¤®: ¤«ï ¯à®¨§¢®«ìëå
¢¥ªâ®à®¢ a, b ∈ L ¨¬¥¥¬

aϕ = bϕ ⇔ aϕ− bϕ = 0 ⇔ (a− b)ϕ = 0 ⇔ a− b ∈ Ker ϕ.

�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® ®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ ¨ê¥ªâ¨¢® ¨ çâ® ¢¥ªâ®à a ∈ L «¥¦¨â ¢
ï¤à¥ íâ®£® ®â®¡à ¦¥¨ï. �®£¤  aϕ = 0, ¨ ¯¥à¥¯¨áë¢ ï íâ® à ¢¥áâ¢® ¢ ¢¨¤¥ aϕ = 0ϕ,
¢¢¨¤ã ¨ê¥ªâ¨¢®áâ¨ ϕ ¨¬¥¥¬ a = 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬, Ker ϕ á®¤¥à¦¨â «¨èì ã«¥¢®©
¢¥ªâ®à.

�¡à â®, ¯ãáâì Ker ϕ = {0} ¨ ¯ãáâì ¤«ï ¤¢ãå ¢¥ªâ®à®¢ a, b ∈ L ¢ë¯®«¥® à ¢¥-
áâ¢® aϕ = bϕ. �®£¤  a − b ∈ Ker ϕ ¨ ¯®â®¬ã a − b = 0, â.¥. a = b, çâ® ¨ ¤®ª §ë¢ ¥â
¨ê¥ªâ¨¢®áâì ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ. ¤

� ¯à¥¤«®¦¥¨¨ 1 ¡ë«® ¤®ª § ®, çâ® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢ãå «¨¥©ëå ®â®¡à ¦¥¨©
(¥á«¨ ®® ®¯à¥¤¥«¥®) ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬ ®â®¡à ¦¥¨¥¬. �¢¥¤¥¬ ¤«ï «¨¥©ëå ®â®¡-
à ¦¥¨© ®¢ë¥ ®¯¥à æ¨¨: á«®¦¥¨¥ ¨ ã¬®¦¥¨¥   áª «ïà.
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�¯à¥¤¥«¥¨¥ 3. �ãáâì L ¨ M | «¨¥©ë¥ ¯à®áâà áâ¢   ¤ ¯®«¥¬ K, ϕ : L →
M ¨ ψ : L → M | ¤¢  ®â®¡à ¦¥¨ï ¬®¦¥áâ¢  L ¢ ¬®¦¥áâ¢® M . �ã¬¬®©
®â®¡à ¦¥¨© ϕ ¨ ψ  §ë¢ ¥âáï ®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ + ψ : L → M , ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ ¯®
¯à ¢¨«ã

a(ϕ + ψ) = aϕ + aψ (a ∈ L).
�à®¨§¢¥¤¥¨¥¬ áª «ïà  λ ∈ K   ®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ  §ë¢ ¥âáï ®â®¡à ¦¥¨¥ λϕ : L →
M , ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ ¯® ¯à ¢¨«ã

a(λϕ) = λ(aϕ) (a ∈ L).

�ëç¨á«¨¬,  ¯à¨¬¥à, áã¬¬ã ¤¢ãå £®¬®â¥â¨© χλ ¨ χµ ¯à®áâà áâ¢  L. �«ï ¯à®¨§-
¢®«ì®£® ¢¥ªâ®à  a ∈ L ¨¬¥¥¬, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® ¨á¯®«ì§ãï ®¯à¥¤¥«¥¨¥ áã¬¬ë ®â®¡-
à ¦¥¨© ¨ á¢®©áâ¢  «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢ :

a(χλ + χµ) = aχλ + aχµ = λa + µa = (λ + µ)a = aχλ+µ.

� ª¨¬ ®¡à §®¬ ®â®¡à ¦¥¨ï χλ + χµ ¨ χλ+µ ®¤¨ ª®¢® ¤¥©áâ¢ãîâ   ¯à®¨§¢®«ìë©
¢¥ªâ®à ¯à®áâà áâ¢  L ¨ ¯®â®¬ã ®¨ à ¢ë. �«¥¤®¢ â¥«ì®, áã¬¬®© ¤¢ãå £®¬®â¥â¨©
á ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ λ ¨ µ ï¢«ï¥âáï £®¬®â¥â¨ï á ª®íää¨æ¨¥â®¬ λ + µ, â. ¥. χλ + χµ =
χλ+µ. � «®£¨ç® ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¤«ï áª «ïà  α ∈ K αχλ = χαλ. �â¬¥â¨¬, § ®¤®,
¨ á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì à ¢¥áâ¢  χλχµ = χλµ.
�¥®à¥¬  3. �á«¨ ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ : L → M ¨ ψ : L → M «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢ 
L ¢ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® M «¨¥©ë, â® «¨¥©ë¬¨ ï¢«ïîâáï ¨ ®â®¡à ¦¥¨ï
ϕ + ψ ¨ λϕ.

�®ª § â¥«ìáâ¢® á®áâ®¨â ¢ ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®© ¯à®¢¥àª¥ â®£®, çâ® à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥
®â®¡à ¦¥¨ï ã¤®¢«¥â¢®àïîâ âà¥¡®¢ ¨î ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤«ï «î¡ëå
¢¥ªâ®à®¢ a, b ∈ L ¨ ¯à®¨§¢®«ìëå áª «ïà®¢ α ¨ β ¨¬¥¥¬

(αa + βb)(ϕ + ψ) = (αa + βb)ϕ + (αa + βb)ψ =
(α(aϕ) + β(bϕ)) + (α(aψ) + β(bψ)) = (α(aϕ) + α(aψ)) + (β(bϕ) + β(bψ)) =

α(aϕ + aψ) + β(bϕ + bψ) = α(a(ϕ + ψ)) + β(b(ϕ + ψ))

¨

(αa + βb)(λϕ) = (λ(αa + βb)ϕ) = λ(α(aϕ) + β(bϕ)) = λ(α(aϕ)) + λ(β(bϕ)) =
α(λ(aϕ)) + β(λ(bϕ)) = α(a(λϕ)) + β(b(λϕ)). ¤

�á«¨ L ¨ M «¨¥©ë¥ ¯à®áâà áâ¢   ¤ ¯®«¥¬ K, á¨¬¢®«®¬ L(L,M) ¡ã¤¥¬ ®¡®-
§ ç âì ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å «¨¥©ëå ®â®¡à ¦¥¨© ¯à®áâà áâ¢  L ¢ ¯à®áâà áâ¢® M .
�®¦¥áâ¢® L(L,L) ¢á¥å «¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  L ¤®£®¢®à¨¬áï ®¡®§ -
ç âì á¨¬¢®«®¬ L(L).
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�¥®à¥¬  4. �ãáâì L ¨ M | «¨¥©ë¥ ¯à®áâà áâ¢   ¤ ¯®«¥¬ K. �®¦¥áâ¢®
L(L,M) ¢á¥å «¨¥©ëå ®â®¡à ¦¥¨© ¯à®áâà áâ¢  L ¢ ¯à®áâà áâ¢® M á ®¯¥à -
æ¨ï¬¨ á«®¦¥¨ï ¨ ã¬®¦¥¨ï   áª «ïàë, ¢¢¥¤¥ë¬¨ ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ 3, ï¢«ï¥âáï
«¨¥©ë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬  ¤ ¯®«¥¬ K.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  íâ®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¤®áâ â®ç® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® á«®¦¥-
¨¥ «¨¥©ëå ®â®¡à ¦¥¨© ¨ ã¬®¦¥¨¥ «¨¥©®£® ®â®¡à ¦¥¨ï   áª «ïà ã¤®¢«¥-
â¢®àïîâ ¢á¥¬ âà¥¡®¢ ¨ï¬ ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢ .

�à®¢¥àª  ª®¬¬ãâ â¨¢®áâ¨ ®¯¥à æ¨¨ á«®¦¥¨ï ¥ ¢ë§ë¢ ¥â § âàã¤¥¨©. �¥©-
áâ¢¨â¥«ì®, ¤«ï ¯à®¨§¢®«ìëå ®â®¡à ¦¥¨© ϕ ¨ ψ ¨§ ¬®¦¥áâ¢  L(L,M) ¨ «î¡®£®
¢¥ªâ®à  a ∈ L ¨¬¥¥¬

a(ϕ + ψ) = aϕ + aψ = aψ + aϕ = a(ψ + ϕ),

çâ® ¨ ¤®ª §ë¢ ¥â à ¢¥áâ¢® ϕ + ψ = ψ + ϕ. �áá®æ¨ â¨¢®áâì á«®¦¥¨ï ¯à®¢¥àï¥âáï
  «®£¨ç®. �®« £ ï, ¤ «¥¥, ξ = (−1)ϕ + ψ, ¯®«ãç ¥¬ ϕ + ξ = ψ, â ª ª ª

a(ϕ + ξ) = aϕ + aξ = aϕ + a((−1)ϕ + ψ) = aϕ + a((−1)ϕ) + aψ

= aϕ + (−1)(aϕ) + aψ = aψ.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨ âà¥âìï  ªá¨®¬  ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  ¢ë¯®«ï-
¥âáï. �«ï ¯à®¢¥àª¨ ¢ë¯®«¨¬®áâ¨ á«¥¤ãîé¨å âà¥å  ªá¨®¬ ¢®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë¥
áª «ïàë α ¨ β ¨ á ¯®¬®éìî áâ®«ì ¦¥ ®ç¥¢¨¤ëå ¯à¥®¡à §®¢ ¨© ¤®ª ¦¥¬ á¯à ¢¥¤-
«¨¢®áâì à ¢¥áâ¢ α(ϕ + ψ) = αϕ + αψ, (α + β)ϕ = αϕ + βϕ ¨ (αβ)ϕ = α(βϕ):

a(α(ϕ + ψ)) = α(a(ϕ + ψ)) = α(aϕ + aψ) = α(aϕ) + α(aψ) =
a(αϕ) + a(αψ) = a(αϕ + αψ);

a((α + β)ϕ) = (α + β)(aϕ) = α(aϕ) + β(aϕ) = a(αϕ) + a(βϕ) = a(αϕ + βϕ);

a((αβ)ϕ) = (αβ)(aϕ) = α(β(aϕ)) = α(a(βϕ)) = a(α(βϕ)).

� ª®¥æ, ¯®á«¥¤ïï  ªá¨®¬  ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  ¯à®áâ® ®ç¥-
¢¨¤ : a(1ϕ) = 1(aϕ) = aϕ. ¤

� â®¬ ç áâ®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  L = M , ªà®¬¥ ®¯¥à æ¨© á«®¦¥¨ï ¨ ã¬®¦¥¨ï  
áª «ïàë, ¢¢¥¤¥ëå ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ 3,   ¬®¦¥áâ¢¥ L(L) ¨¬¥¥âáï ¥é¥ ®¯¥à æ¨ï ã¬®-
¦¥¨ï: ¤«ï «î¡ëå ¤¢ãå ®â®¡à ¦¥¨© ϕ ¨ ψ ¨§ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L(L) ¢á¥£¤ 
®¯à¥¤¥«¥® ¨å ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥, á®áâ®ïé¥¥ ¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®¬ ¢ë¯®«¥¨¨ íâ¨å ®â®¡à -
¦¥¨© ¨ ï¢«ïîé¥¥áï ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1 «¨¥©ë¬ ®â®¡à ¦¥¨¥¬, â. ¥. í«¥¬¥â®¬
¯à®áâà áâ¢  L(L). �à¨ íâ®¬ ã¬®¦¥¨¥ á¢ï§ ® á® á«®¦¥¨¥¬ ®¡ëçë¬¨ ¤¨áâà¨-
¡ãâ¨¢ë¬¨ § ª® ¬¨: ¤«ï «î¡ëå ®¯¥à â®à®¢ ϕ, ψ, ξ ∈ L(L) ¨¬¥îâ ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢ 
ϕ(ψ + ξ) = ϕψ + ϕξ ¨ (ϕ + ψ)ξ = ϕξ + ψξ. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  a ∈ L
¨¬¥¥¬

a(ϕ(ψ + ξ)) = (aϕ)(ψ + ξ) = (aϕ)ψ + (aϕ)ξ = a(ϕψ) + a(ϕξ) = a(ϕψ + ϕξ),
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a((ϕ + ψ)ξ) = (a(ϕ + ψ))ξ = (aϕ + aψ)ξ = (aϕ)ξ + (aψ)ξ =
a(ϕξ) + a(ψξ) = a(ϕξ + ψξ).

�â® ®§ ç ¥â, çâ® ®¯¥à æ¨¨ á«®¦¥¨ï ¨ ã¬®¦¥¨ï í«¥¬¥â®¢ ¬®¦¥áâ¢  L(L) ã¤®-
¢«¥â¢®àïîâ ¢á¥¬  ªá¨®¬ ¬ ª®«ìæ . � ¬¥â¨¬ ¥é¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® áª «ïà  α ¨¬¥îâ
¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨¥ «¥£ª® ¯à®¢¥àï¥¬ë¥ à ¢¥áâ¢  α(ϕψ) = (αϕ)ψ = ϕ(αψ).

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬®¦¥áâ¢® L(L) ¢á¥å «¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  L ï¢«ï-
¥âáï ®á¨â¥«¥¬ ¤¢ãå á¢ï§ ëå ¬¥¦¤ã á®¡®©  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å áâàãªâãà | «¨¥©®£®
¯à®áâà áâ¢  ¨ ª®«ìæ . � ª®¥ á®¥¤¨¥¨¥ § á«ã¦¨¢ ¥â ®â¤¥«ì®£®  ¨¬¥®¢ ¨ï:
�¯à¥¤¥«¥¨¥ 4. �ãáâì K | ¯®«¥. �¥¯ãáâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® A  §ë¢ ¥âáï «¨¥©®©
 «£¥¡à®©  ¤ ¯®«¥¬ K, ¥á«¨   íâ®¬ ¬®¦¥áâ¢¥ § ¤ ë ¤¢¥ ¢ãâà¥¨¥ ®¯¥à æ¨¨
á«®¦¥¨ï + ¨ ã¬®¦¥¨ï · ¨ ¢¥èïï ®¯¥à æ¨ï ã¬®¦¥¨ï (á«¥¢ )   í«¥¬¥âë
¨§ ¯®«ï K â ª, çâ® ¢ë¯®«¥ë á«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢ :

(1) ®â®á¨â¥«ì® ®¯¥à æ¨© á«®¦¥¨ï ¨ ã¬®¦¥¨ï   í«¥¬¥âë ¨§ ¯®«ï K A
ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬  ¤ K;

(2) ®â®á¨â¥«ì® ®¯¥à æ¨© á«®¦¥¨ï ¨ ã¬®¦¥¨ï A ï¢«ï¥âáï ª®«ìæ®¬;
(3) ¤«ï «î¡ëå í«¥¬¥â®¢ a, b ∈ A ¨ áª «ïà  α ∈ K ¢ë¯®«¥ë à ¢¥áâ¢  α(ab) =

(αa)b = a(αb).
�¨¥© ï  «£¥¡à  A  §ë¢ ¥âáï ª®¬¬ãâ â¨¢®©, ¥á«¨ ª®«ìæ® A ª®¬¬ãâ â¨¢®.
�¨¥© ï  «£¥¡à  A  §ë¢ ¥âáï  «£¥¡à®© á ¥¤¨¨æ¥©, ¥á«¨ ¥¤¨¨æã ¨¬¥¥â ª®«ìæ® A.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬®¦¥áâ¢® L(L) ¢á¥å «¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢ «¨¥©®£® ¯à®áâà -
áâ¢  L  ¤ ¯®«¥¬ K ï¢«ï¥âáï «¨¥©®©  «£¥¡à®©  ¤ â¥¬ ¦¥ ¯®«¥¬ ¨ ¤ ¦¥ «¨¥©®©
 «£¥¡à®© á ¥¤¨¨æ¥© (ª®â®à®© á«ã¦¨â, ®ç¥¢¨¤®, â®¦¤¥áâ¢¥ë© ®¯¥à â®à ¯à®áâà -
áâ¢  L). �¨¥©ë¬¨  «£¥¡à ¬¨ (á ®¡ëçë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨) ï¢«ïîâáï â ª¦¥ ¯à®áâà -
áâ¢® Mn(K) ª¢ ¤à âëå ¬ âà¨æ ¯®àï¤ª  n  ¤ ¯®«¥¬ K ¨ ¯à®áâà áâ¢® ¬®£®ç«¥®¢
K[x]. �®«¥ C ª®¬¯«¥ªáëå ç¨á¥«, à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ ª ª «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®  ¤
¯®«¥¬ R, ï¢«ï¥âáï «¨¥©®©  «£¥¡à®©  ¤ R. �á¥ ¯à¨¢¥¤¥ë¥ ¯à¨¬¥àë ï¢«ïîâáï
 «£¥¡à ¬¨ á ¥¤¨¨æ¥©,   ª®¬¬ãâ â¨¢ë¬¨ áà¥¤¨ ¨å ï¢«ïîâáï «¨èì ¤¢¥ ¯®á«¥¤¨¥.

�ãé¥áâ¢¥ë¬ ¤«ï  á á¢®©áâ¢®¬ «¨¥©®©  «£¥¡àë  ¤ ¯®«¥¬ K ï¢«ï¥âáï â®,
çâ® ¢ ¥© ¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì § ç¥¨¥ ¯à®¨§¢®«ì®£® ¬®£®ç«¥ , ª®íää¨æ¨¥âë ª®-
â®à®£® ¯à¨ ¤«¥¦ â íâ®¬ã ¯®«î.
�¯à¥¤¥«¥¨¥ 5. �ãáâì A | «¨¥© ï  «£¥¡à  á ¥¤¨¨æ¥© 1  ¤ ¯®«¥¬ K ¨ f(x) =
α0xn +α1xn−1 + · · ·+αn−1x+αn | ¬®£®ç«¥ ®â ¯¥à¥¬¥®© x á ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ ¨§
¯®«ï K. � ç¥¨¥¬ ¬®£®ç«¥  f(x) ®â í«¥¬¥â  c  «£¥¡àë A  §ë¢ ¥âáï í«¥¬¥â
f(c) íâ®©  «£¥¡àë ¢¨¤ 

f(c) = α0c
n + α1c

n−1 + · · ·+ αn−1c + αn1

� ¯à¨¬¥à, ¨§ ¢ëç¨á«¥¨©, ¢ë¯®«¥ëå ¢ëè¥ (¯¥à¥¤ ä®à¬ã«¨à®¢ª®© â¥®à¥¬ë
3), «¥£ª® á«¥¤ã¥â, çâ® f(χλ) = χf(λ).
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�à¥¤«®¦¥¨¥ 4. �ãáâì A | «¨¥© ï  «£¥¡à  á ¥¤¨¨æ¥© 1  ¤ ¯®«¥¬ K. � ç¥¨¥
®â í«¥¬¥â  c  «£¥¡àë A áã¬¬ë ¨ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¤¢ãå ¬®£®ç«¥®¢ à ¢® á®®â¢¥â-
áâ¢¥® áã¬¬¥ ¨ ¯à®¨§¢¥¤¥¨î § ç¥¨© íâ¨å ¬®£®ç«¥®¢.

�®¢®àï ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡®, ¢ ¯à¥¤«®¦¥¨¨ 4 ãâ¢¥à¦¤ ¥âáï, çâ® ¥á«¨

f(x) = α0x
m + α1x

m−1 + · · ·+ αm−1x + αm ¨ g(x) = β0x
n + β1x

n−1 + · · ·+ βn−1x + βn

| ¯à®¨§¢®«ìë¥ ¬®£®ç«¥ë  ¤ ¯®«¥¬ K ¨ u(x) = f(x) + g(x), v(x) = f(x)g(x), â®
¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  c ∈ A ¨¬¥îâ ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢  u(c) = f(c) +g(c) ¨ v(c) = f(c)g(c).
� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¤«ï ¢ëç¨á«¥¨ï ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬,  ¯à¨¬¥à, § ç¥¨ï
v(c) ¬®£®ç«¥  v(x), á«¥¤ã¥â § ¯¨á âì íâ®â ¬®£®ç«¥ ¢ ¢¨¤¥

v(x) = γ0x
m+n + γ1x

m+n−1 + · · ·+ γm+n−1x + γm+n.

�® íâ® ¢ëà ¦¥¨¥ ¤«ï ¬®£®ç«¥  v(x) ¬®¦® ¯®«ãç¨âì ¨§ ¥£® ¢ëà ¦¥¨ï ¢¨¤ 

(α0x
m + α1x

m−1 + · · ·+ αm−1x + αm) · (β0x
n + β1x

n−1 + · · ·+ βn−1x + βn),

à áªàë¢ ï áª®¡ª¨ ¨ ¯à¨¢®¤ï ¯®¤®¡ë¥ ç«¥ë. �®§¬®¦®áâì ¢ë¯®«ïâì íâ¨ ¯à¥®¡à -
§®¢ ¨ï ®á®¢     â ª¨å á¢®©áâ¢ å ®¯¥à æ¨© á«®¦¥¨ï ¨ ã¬®¦¥¨ï ¬®£®ç«¥®¢,
ª ª  áá®æ¨ â¨¢®áâì, ª®¬¬ãâ â¨¢®áâì ¨ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®áâì ã¬®¦¥¨ï ®â®á¨â¥«ì®
á«®¦¥¨ï. �â¨ á¢®©áâ¢  ¢ë¯®«ïîâáï ¢ «î¡®¬ ª®«ìæ¥ ¨, ¢ ç áâ®áâ¨, | ¢  «£¥¡à¥ A.
� ª ª ª, ª â®¬ã ¦¥, ¤«ï «î¡ëå i = 0, 1, . . . , m, j = 0, 1, . . . , n

(αic
m−i)(βjc

n−j) = αi(cm−i(βjc
n−j)) = αi(βj(cm−icn−j)) = (αiβj)c(m+n)−(i+j),

â® ¬ë ¬®¦¥¬ ¢  «£¥¡à¥ A ¢ëà ¦¥¨¥

f(c)g(c) = (α0ám + α1ám−1 + · · ·+ αm−1á + αm1) · (β0án + β1án−1 + · · ·+ βn−1á + βn1),

¯à¥®¡à §®¢ âì ¢ ¢ëà ¦¥¨¥

v(c) = γ0c
m+n + γ1c

m+n−1 + · · ·+ γm+n−1á + γm+n1.

� «®£¨ç® ¤®ª §ë¢ ¥âáï à ¢¥áâ¢® u(c) = f(c) + g(c). ¤
�à¨¬¥à ¬ âà¨ç®©  «£¥¡àë Mn(K) ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® «¨¥©ë¥  «£¥¡àë, ¢®®¡é¥

£®¢®àï, ¥ ï¢«ïîâáï ª®¬¬ãâ â¨¢ë¬¨. �«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥, ¯®§¢®«ïîé¥¥, â¥¬
¥ ¬¥¥¥, ãâ¢¥à¦¤ âì ¯¥à¥áâ ®¢®ç®áâì ¥ª®â®àëå í«¥¬¥â®¢  «£¥¡àë, ¡ã¤¥â ¥®¤-
®ªà â® ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ¢ ¤ «ì¥©è¥¬.
�«¥¤áâ¢¨¥. � ç¥¨ï «î¡ëå ¤¢ãå ¬®£®ç«¥®¢ ®â ®¤®£® ¨ â®£® ¦¥ í«¥¬¥â  «¨-
¥©®©  «£¥¡àë ï¢«ïîâáï ¯¥à¥áâ ®¢®çë¬¨ í«¥¬¥â ¬¨ íâ®©  «£¥¡àë.

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯®áª®«ìªã ª®«ìæ® ¬®£®ç«¥®¢ ï¢«ï¥âáï ª®¬¬ãâ â¨¢ë¬, â® ¨§
à ¢¥áâ¢  v(x) = f(x)g(x) á«¥¤ã¥â à ¢¥áâ¢® v(x) = g(x)f(x). �§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 4
â¥¯¥àì ¨¬¥¥¬ f(c)g(c) = v(c) = g(c)f(c). ¤
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§ 3. �������� ����������� ��������.
����� � ����������� ��������� ������������

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¢¢®¤¨âáï ¯®ïâ¨¥ «¨¥©®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ á¨áâ¥¬ ¢¥ªâ®à®¢ «¨-
¥©®£® ¯à®áâà áâ¢ , ï¢«ïîé¥¥áï ®á®¢ë¬ ¨áâàã¬¥â®¬ ¯à¨ ¨§ãç¥¨¨ á¢®©áâ¢
«¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1. �ãáâì L | «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®  ¤ ¯®«¥¬ K ¨ ¯ãáâì
a1, a2, . . . , am | ª®¥ç ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  L. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ®
¢¥ªâ®à b ∈ L «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã a1, a2, . . . , am, ¥á«¨ ® ï¢«ï¥âáï
§ ç¥¨¥¬ ¥ª®â®à®© «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ íâ®© á¨áâ¥¬ë.

�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì â ª¦¥, çâ® á¨áâ¥¬  b1, b2, . . . , bn ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  L
«¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã a1, a2, . . . , am, ¥á«¨ ª ¦¤ë© ¥¥ ¢¥ªâ®à bi «¨¥©®
¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã a1, a2, . . . , am. �¢¥ á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì
íª¢¨¢ «¥âë¬¨, ¥á«¨ ª ¦¤ ï ¨§ ¨å «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ ¤àã£ãî.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥á«¨ ¢ á¨áâ¥¬¥ a1, a2, . . . , am ç¨á«® ¢¥ªâ®à®¢ m ≥ 1, â® ¢¥ªâ®à b
«¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ íâã á¨áâ¥¬ã â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  b = α1a1 + α2a2 +
· · ·+ αmam ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¨å áª «ïà®¢ α1, α2, . . . , αm ∈ K. �á«¨ ¦¥ m = 0, â.¥. á¨áâ¥¬ 
¯ãáâ ï, â® ¨§ á®£« è¥¨©, ¯à¨ïâëå ¢ § 1, á«¥¤ã¥â, çâ® ç¥à¥§ íâã á¨áâ¥¬ã «¨¥©®
¢ëà ¦ ¥âáï ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à ¯à®áâà áâ¢  L ¨ â®«ìª® ®.

� §ã¬¥¥âáï, íâ¨ ¯®ïâ¨ï ¬®¦® ¢ëà §¨âì   ï§ëª¥ «¨¥©®© ®¡®«®çª¨ á¨áâ¥¬ë
¢¥ªâ®à®¢:

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1. �ãáâì L | «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®  ¤ ¯®«¥¬ K. �®£¤ 
(1) ¢¥ªâ®à b ∈ L «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã a1, a2, . . . , am â®£¤  ¨

â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
b ∈ l(a1, a2, . . . , am);

(2) á¨áâ¥¬  b1, b2, . . . , bn ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  L «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§
á¨áâ¥¬ã a1, a2, . . . , am â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

l(b1, b2, . . . , bn) ⊆ l(a1, a2, . . . , am);

(3) á¨áâ¥¬ë a1, a2, . . . , am ¨ b1, b2, . . . , bn íª¢¨¢ «¥âë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤ 

l(a1, a2, . . . , am) = l(b1, b2, . . . , bn). ¤

�«¥¤ãîé¨¥ ¯à®áâ¥©è¨¥ á¢®©áâ¢  ¢¢¥¤¥®£® ®â®è¥¨ï ¬¥¦¤ã ¢¥ªâ®à ¬¨ ¨ á¨-
áâ¥¬ ¬¨ ¢¥ªâ®à®¢ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  ï¢«ïîâáï ®ç¥¢¨¤ë¬¨ á«¥¤áâ¢¨ï¬¨ ¯à¥¤-
«®¦¥¨ï 1, å®âï ¬®£ãâ ¡ëâì ¤®ª § ë ¨ ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®:

�à¥¤«®¦¥¨¥ 2. �ãáâì L | «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®  ¤ ¯®«¥¬ K. �®£¤ 
(1) ª ¦¤ë© ¢¥ªâ®à á¨áâ¥¬ë a1, a2, . . . , am «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ íâã á¨-

áâ¥¬ã;
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(2) ¥á«¨ ¢¥ªâ®à b ¯à®áâà áâ¢  L «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ ¥ª®â®àãî
¯®¤á¨áâ¥¬ã á¨áâ¥¬ë a1, a2, . . . , am, â® ® ¢ëà ¦ ¥âáï ¨ ç¥à¥§ ¢áî á¨áâ¥¬ã
a1, a2, . . . , am;

(3) ¥á«¨ ¢¥ªâ®à b ¯à®áâà áâ¢  L «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã
a1, a2, . . . , am,   á¨áâ¥¬  a1, a2, . . . , am «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã
b1, b2, . . . , bn, â® ¢¥ªâ®à b «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã ¢¥ªâ®à®¢
b1, b2, . . . , bn;

(4) ¥á«¨ á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ a1, a2, . . . , am «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã
b1, b2, . . . , bn,   á¨áâ¥¬  b1, b2, . . . , bn «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã
c1, c2, . . . , ck, â® á¨áâ¥¬  a1, a2, . . . , am «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã
c1, c2, . . . , ck;

(5) ª ¦¤ ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  L íª¢¨¢ «¥â  á ¬®© á¥¡¥; ¥á«¨
á¨áâ¥¬  a1, a2, . . . , am íª¢¨¢ «¥â  á¨áâ¥¬¥ b1, b2, . . . , bn, â® ¨ á¨áâ¥¬ 
b1, b2, . . . , bn íª¢¨¢ «¥â  á¨áâ¥¬¥ a1, a2, . . . , am; ¤¢¥ á¨áâ¥¬ë, íª¢¨¢ «¥â-
ë¥ âà¥âì¥©, íª¢¨¢ «¥âë ¬¥¦¤ã á®¡®©. ¤

�â¬¥â¨¬ ¥é¥

�à¥¤«®¦¥¨¥ 3. �ãáâì ¢¥ªâ®à b ¯à®áâà áâ¢  L «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§
á¨áâ¥¬ã a1, a2, . . . , am ¨ ¥ ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ ¥¥ ¯®¤á¨áâ¥¬ã a1, a2, . . . , am−1. �®£¤ 
¢¥ªâ®à am «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã a1, a2, . . . , am−1, b. ¤

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2. �®¥ç ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢   §ë-
¢ ¥âáï «¨¥©® § ¢¨á¨¬®©, ¥á«¨ å®âï ¡ë ®¤¨ ¢¥ªâ®à íâ®© á¨áâ¥¬ë «¨¥©® ¢ëà -
¦ ¥âáï ç¥à¥§ ¯®¤á¨áâ¥¬ã, á®áâ ¢«¥ãî ¨§ ®áâ «ìëå ¥¥ ¢¥ªâ®à®¢. � ¯à®â¨¢®¬
á«ãç ¥ á¨áâ¥¬   §ë¢ ¥âáï «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®©.

� ¬¥â¨¬, çâ® ¨§ íâ®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¨ á®£« è¥¨©, ¯à¨ïâëå à ¥¥, á«¥¤ã¥â, ¢
ç áâ®áâ¨, çâ® á¨áâ¥¬ , á®áâ®ïé ï ¨§ ®¤®£® ¢¥ªâ®à  a, «¨¥©® § ¢¨á¨¬  â®£¤  ¨
â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  a = 0: § ¢¨á¨¬®áâì íâ®© á¨áâ¥¬ë ®§ ç ¥â, çâ® ¥¥ ¥¤¨áâ¢¥ë©
¢¥ªâ®à a ¤®«¦¥ «¨¥©® ¢ëà ¦ âìáï ç¥à¥§ ¯®¤á¨áâ¥¬ã, á®áâ ¢«¥ãî ¨§ ®áâ «ìëå
¢¥ªâ®à®¢ íâ®© á¨áâ¥¬ë, â. ¥. | ç¥à¥§ ¯ãáâãî á¨áâ¥¬ã. �á® â ª¦¥, çâ® ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á
íâ¨¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ ¯ãáâ ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ ¤®«¦  áç¨â âìáï «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®©,
¯®áª®«ìªã ¢ ¥© ¢®®¡é¥ ¥â ¨ ®¤®£® ¢¥ªâ®à ,   ¯®â®¬ã ¥«ì§ï  ©â¨ ¢¥ªâ®à, ã¤®-
¢«¥â¢®àïîé¨© âà¥¡®¢ ¨î ®¯à¥¤¥«¥¨ï «¨¥©® § ¢¨á¨¬®© á¨áâ¥¬ë. �«ï ¥¯ãáâ®©
á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ ¬®¦® ¤ âì ¤àã£®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¯®ïâ¨© «¨¥©®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¨
¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨, à ¢®á¨«ì®¥, à §ã¬¥¥âáï, ¯à¨¢¥¤¥®¬ã ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ 2, ® ¡®«¥¥
ã¤®¡®¥ ¢ àï¤¥ á«ãç ¥¢.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 4. �¨áâ¥¬  a1, a2, . . . , am (£¤¥ m ≥ 1) ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢ 
L ï¢«ï¥âáï «¨¥©® § ¢¨á¨¬®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ áª «ïàë
α1, α2, . . . , αm, å®âï ¡ë ®¤¨ ¨§ ª®â®àëå ®â«¨ç¥ ®â ã«ï, â ª¨¥, çâ® ¢ë¯®«¥®
à ¢¥áâ¢®

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αmam = 0.
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�¨áâ¥¬  a1, a2, . . . , am ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  L ï¢«ï¥âáï «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨-
¬®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï «î¡ëå áª «ïà®¢ α1, α2, . . . , αm à ¢¥áâ¢®

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αmam = 0.

¢®§¬®¦® «¨èì ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ª ¦¤ë© ¨§ íâ¨å áª «ïà®¢ à ¢¥ ã«î.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ç¥¢¨¤®, çâ®  ¬ ¤®áâ â®ç® ¤®ª § âì «¨èì ¯¥à¢®¥ ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥-
¨© íâ®£® ¯à¥¤«®¦¥¨ï. �à¥¤¯®«®¦¨¬ á ç « , çâ® á¨áâ¥¬ 
a1, a2, . . . , am ï¢«ï¥âáï «¨¥©® § ¢¨á¨¬®©. �â® ®§ ç ¥â ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î, çâ® å®âï
¡ë ®¤¨ ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ íâ®© á¨áâ¥¬ë «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ ¯®¤á¨áâ¥¬ã, á®áâ ¢«¥-
ãî ¨§ ®áâ «ìëå ¥¥ ¢¥ªâ®à®¢; ¡ã¤¥¬ ¤«ï ¯à®áâ®âë (¨ ¡¥§ ¯®â¥à¨ ®¡é®áâ¨) áç¨â âì,
çâ® ¢¥ªâ®à a1 «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã a2, a3, . . . , am. �®£¤  ¤«ï ¯®¤å®¤ï-
é¨å áª «ïà®¢ α2, α3, . . . , αm ¤®«¦® ¢ë¯®«ïâìáï à ¢¥áâ¢®

a1 = α2a2 + α3a3 + · · ·+ αmam.

�à¨¡ ¢¨¢ ª ®¡¥¨¬ ç áâï¬ ¥£® ¢¥ªâ®à −a1, ¯®«ãç ¥¬
α1a1 + α2a2 + · · ·+ αmam = 0,

£¤¥ α1 = −1 ¨ ¯®â®¬ã ®â«¨ç¥ ®â ã«ï.
�¡à â®, ¯ãáâì ¤«ï ¥ª®â®àëå áª «ïà®¢ α1, α2, . . . , αm ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αmam = 0,

¯à¨ç¥¬ å®âï ¡ë ®¤¨ ¨§ íâ¨å áª «ïà®¢ | ¡ã¤¥¬, ®¯ïâì-â ª¨ ¤«ï ¯à®áâ®âë, áç¨â âì,
çâ® íâ® α1 | ®â«¨ç¥ ®â ã«ï. �à¨¡ ¢¨¢ ª ®¡¥¨¬ ç áâï¬ íâ®£® à ¢¥áâ¢  ¢¥ªâ®à −α1a1
¨ ã¬®¦¨¢ ¨å   áª «ïà −α−1

1 , ¯®«ãç ¥¬ ¢ëà ¦¥¨¥

a1 =
(
−α2

α1

)
a2 +

(
−α3

α1

)
a3 + · · ·+

(
−αm

α1

)
am

¢¥ªâ®à  a1 ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã a2, a3, . . . , am, çâ® ¨ ¤®ª §ë¢ ¥â «¨¥©ãî § ¢¨á¨¬®áâì á¨-
áâ¥¬ë a1, a2, . . . , am. ¤

�®áâ ¢«ï¬ë© ¯à¥¤«®¦¥¨¥¬ 4 ªà¨â¥à¨© «¨¥©®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¨ «¨¥©®© ¥§ -
¢¨á¨¬®áâ¨ ¥¯ãáâ®© ª®¥ç®© á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  ¬®¦® ¢ëà -
§¨âì ¡®«¥¥  £«ï¤®. �ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à ¯à®áâà áâ¢  ¬®¦® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ª ª § ç¥¨¥
«¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ ¯à®¨§¢®«ì®© á¨áâ¥¬ë a1, a2, . . . , am ¢¥ªâ®à®¢ íâ®£® ¯à®áâà -
áâ¢  ®ç¥¢¨¤ë¬ á¯®á®¡®¬, ¢§ï¢ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ª®íää¨æ¨¥â®¢ ã«¥¢ë¥ áª «ïàë:

0 = 0a1 + 0a2 + · · ·+ 0am.

�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì ® â ª®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ ã«¥¢®£® ¢¥ªâ®à , ª ª ® âà¨¢¨ «ì®¬, ¨  -
§ë¢ âì «¨¥©ãî ª®¬¡¨ æ¨î ¢¨¤  0a1 + 0a2 + · · · + 0am âà¨¢¨ «ì®©. �à¥¤«®¦¥-
¨¥ 4 ãâ¢¥à¦¤ ¥â, çâ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¥âà¨¢¨ «ì®£® ¢ëà ¦¥¨ï ã«¥¢®£® ¢¥ªâ®à 
ç¥à¥§ ¤ ãî á¨áâ¥¬ã à ¢®á¨«ì® ¥¥ «¨¥©®© § ¢¨á¨¬®áâ¨. �®¢®àï ¯®¤à®¡¥¥, á¨-
áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ ï¢«ï¥âáï «¨¥©® § ¢¨á¨¬®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¥ª®â®à ï
¥âà¨¢¨ «ì ï ª®¬¡¨ æ¨ï íâ®© á¨áâ¥¬ë à ¢  ã«î, ¨ á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ ï¢«ï¥âáï
«¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  â®«ìª® âà¨¢¨ «ì ï ª®¬¡¨ æ¨ï
íâ®© á¨áâ¥¬ë ¬®¦¥â ¡ëâì à ¢  ã«î.

�§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2 (¨«¨ ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 4) «¥£ª® á«¥¤ã¥â
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�à¥¤«®¦¥¨¥ 5. �áïª ï ¯®¤á¨áâ¥¬  «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®© á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢
«¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ . ¤

�à¨¢¥¤¥¬ ¥é¥ ¯®«¥§®¥
�à¥¤«®¦¥¨¥ 6. �á«¨ á¨áâ¥¬  a1, a2, . . . , am ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  L «¨-

¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ , â® ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  b ∈ L á¨áâ¥¬  a1, a2, . . . , am, b ï¢«ï¥âáï
«¨¥©® § ¢¨á¨¬®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢¥ªâ®à b «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§
á¨áâ¥¬ã a1, a2, . . . , am.

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤®áâ â®ç®áâì ãá«®¢¨ï ®ç¥¢¨¤ . �¡à â®, ¥á«¨ á¨áâ¥¬  a1, a2,
. . . ,am, b «¨¥©® § ¢¨á¨¬ , â® å®âï ¡ë ®¤¨ ¥¥ ¢¥ªâ®à ¤®«¦¥ «¨¥©® ¢ëà ¦ âìáï
ç¥à¥§ ¯®¤á¨áâ¥¬ã, á®áâ ¢«¥ãî ¨§ ®áâ «ìëå. �â¢¥à¦¤ ¥âáï, çâ® ®¤¨¬ ¨§ â ª¨å
¢¥ªâ®à®¢ ®¡ï§ â¥«ì® ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à b. � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯ãáâì ®¤¨ ¨§ ¢¥ªâ®à®¢
a1, a2, . . . , am «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ ¯®¤á¨áâ¥¬ã ®áâ «ìëå ¢¥ªâ®à®¢ à áá¬ âà¨-
¢ ¥¬®© á¨áâ¥¬ë; ¤«ï ¯à®áâ®âë ®¡®§ ç¥¨© (¨ ¡¥§ ¯®â¥à¨ ®¡é®áâ¨) ¡ã¤¥¬ áç¨â âì,
çâ® ¢¥ªâ®à a1 «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã a2, a3, . . . , am, b. �®áª®«ìªã á¨áâ¥¬ 
a1, a2, . . . , am «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ , ¢¥ªâ®à a1 ¥ ¬®¦¥â ¢ëà ¦ âìáï ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã
a2, a3, . . . , am. �®íâ®¬ã ¢¢¨¤ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3 ¢¥ªâ®à b «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ á¨-
áâ¥¬ã a1, a2, . . . , am. ¤

�®«¥¥ £«ã¡®ª¨¥ á¢®©áâ¢  «¨¥©®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¨ ¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ á¨áâ¥¬ ¢¥ªâ®-
à®¢ á®¤¥à¦ âáï ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨¨, ¨¬¥ã¥¬®¬ ®¡ëç® â¥®à¥¬®© �â¥©¨æ 
® § ¬¥¥:

�¥®à¥¬  1. �ãáâì á¨áâ¥¬ 

a1, a2, . . . , am (1)

¢¥ªâ®à®¢ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬  ¨ «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï
ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã

b1, b2, . . . , bn. (2)

�®£¤  m ≤ n ¨ ¢ á¨áâ¥¬¥ (2) ¬®¦®  ©â¨ ¯®¤á¨áâ¥¬ã ¨§ m ¢¥ªâ®à®¢, § ¬¥¨¢
ª®â®àãî á¨áâ¥¬®© (1), ¯®«ãç¨¬ á¨áâ¥¬ã ¢¥ªâ®à®¢, íª¢¨¢ «¥âãî á¨áâ¥¬¥ (2).
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à®¢¥¤¥¬ ¨¤ãªæ¨î ¯® ç¨á«ã m ¢¥ªâ®à®¢ á¨áâ¥¬ë (1). �á¥ ãâ¢¥à-
¦¤¥¨ï â¥®à¥¬ë ®ç¥¢¨¤ë, ¥á«¨ m = 0, â. ¥. á¨áâ¥¬  (1) ¯ãáâ ï. � áá¬®âà¨¬ ¥é¥
á«ãç © m = 1 (¢ ¤ ®¬ à ááã¦¤¥¨¨ íâ® ¥®¡ï§ â¥«ì®, ® ¯®¬®¦¥â «ãçè¥ ¯®ïâì
¨¤ãªâ¨¢ë© è £). � íâ®¬ á«ãç ¥ «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ ï á¨áâ¥¬  (1) á®áâ®¨â ¨§ ®¤®£®
¢¥ªâ®à  a1, ¨ íâ®â ¢¥ªâ®à «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã (2). �®íâ®¬ã á¨áâ¥¬ 

a1, b1, b2, . . . , bn

ï¢«ï¥âáï «¨¥©® § ¢¨á¨¬®©, ¨ á«¥¤®¢ â¥«ì®  ©¤¥âáï ®¬¥à r, 1 ≤ r ≤ n, â ª®©, çâ®
á¨áâ¥¬ 

a1, b1, b2, . . . , br−1
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«¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ ,   á¨áâ¥¬ 

a1, b1, b2, . . . , br−1, br

«¨¥©® § ¢¨á¨¬ . �® ¯à¥¤«®¦¥¨î 6 ¢¥ªâ®à br «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã
a1, b1, b2, . . . , br−1, ¨ ¯®â®¬ã á¨áâ¥¬ 

b1, b2, . . . , br−1, a1, br+1, . . . , bn, (3)

¯®«ãç¥ ï ¨§ á¨áâ¥¬ë (2) § ¬¥®© ¢¥ªâ®à  br   ¢¥ªâ®à a1, íª¢¨¢ «¥â , ®ç¥¢¨¤®,
á¨áâ¥¬¥ (2).

�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® m > 1 ¨ çâ® ¤«ï «î¡®© ¯ àë á¨áâ¥¬ ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®-
áâà áâ¢  L, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥© ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë, ¢ë¯®«ï¥âáï ¥¥ § ª«îç¥¨¥, ¥á«¨
ç¨á«® ¢¥ªâ®à®¢ ¢ ¯¥à¢®© ¨§ íâ¨å á¨áâ¥¬ ¬¥ìè¥, ç¥¬ m. �â® ¨¤ãªâ¨¢®¥ ¯à¥¤¯®«®¦¥-
¨¥ ¯à¨¬¥¨¬®, ®ç¥¢¨¤®, ª ¯®¤á¨áâ¥¬¥ a1, a2, . . . , am−1 á¨áâ¥¬ë (1). �§ ¥£® á«¥¤ã¥â,
çâ® m − 1 ≤ n ¨ çâ® á¨áâ¥¬  (2) (¯®á«¥ ¯®¤å®¤ïé¥© ¯¥à¥ã¬¥à æ¨¨ ¥¥ ¢¥ªâ®à®¢)
íª¢¨¢ «¥â  á¨áâ¥¬¥

a1, a2, . . . , am−1, bm, bm+1 . . . , bn. (4)

� ª ª ª ¢¥ªâ®à am «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã (2), ® ¤®«¦¥ ¢ëà -
¦ âìáï ¨ ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã (4). �® íâ®â ¢¥ªâ®à ¥ ¬®¦¥â ¢ëà ¦ âìáï ç¥à¥§ ¥¥ ¯®¤á¨áâ¥¬ã
a1, a2, . . . , am−1, ¨ ¯®â®¬ã ¢ á¨áâ¥¬ã (4) ªà®¬¥ ¢¥ªâ®à®¢ íâ®© ¯®¤á¨áâ¥¬ë ¤®«¦¥ ¢å®-
¤¨âì ¥é¥ å®âï ¡ë ®¤¨ ¢¥ªâ®à. �â® ®§ ç ¥â, çâ® m ≤ n. �à®¬¥ â®£®, áãé¥áâ¢ã¥â
®¬¥à r, m ≤ r ≤ n â ª®©, çâ® ¢¥ªâ®à am «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã

a1, a2, . . . , am−1, bm, bm+1 . . . , br,

® ¥ ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã

a1, a2, . . . , am−1, bm, bm+1 . . . , br−1.

�§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3 á«¥¤ã¥â, çâ® ¢¥ªâ®à br «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã

a1, a2, . . . , am−1, bm, bm+1 . . . , br−1, am,

¨ ¯®â®¬ã á¨áâ¥¬  (4) íª¢¨¢ «¥â  á¨áâ¥¬¥

a1, a2, . . . , am−1, bm, bm+1 . . . , br−1, am, br+1, . . . , bn. (5)

� ª ª ª á¨áâ¥¬  (2) íª¢¨¢ «¥â  á¨áâ¥¬¥ (5), ¨¤ãªâ¨¢ë© è £ § ª®ç¥. ¤

�â¬¥â¨¬, ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£®, ®ç¥¢¨¤®¥ ¨ ¢ ¦®¥
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�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �á«¨ ¤¢¥ ª®¥çë¥ «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë¥ á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ «¨-
¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  íª¢¨¢ «¥âë, â® ®¨ á®¤¥à¦ â ®¤¨ ª®¢®¥ ç¨á«® ¢¥ªâ®-
à®¢. ¤

�¯à ¢¥¤«¨¢® â ª¦¥ ¨ ç áâ¨ç®¥ ®¡à é¥¨¥ íâ®£® á«¥¤áâ¢¨ï. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®
á¨áâ¥¬ë (1) ¨ (2) ¢ â¥®à¥¬¥ �â¥©¨æ  á®¤¥à¦ â ®¤¨ ª®¢®¥ ç¨á«® ¢¥ªâ®à®¢, â. ¥.
m = n. �®£¤  à¥§ã«ìâ â®¬ § ¬¥ë ¢ á¨áâ¥¬¥ (2) ¥¥ ¯®¤á¨áâ¥¬ë, á®áâ®ïé¥© ¨§ m ¢¥ª-
â®à®¢,   á¨áâ¥¬ã (1) ï¢«ï¥âáï, ®ç¥¢¨¤®, á¨áâ¥¬  (1). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥
á¨áâ¥¬ë (1) ¨ (2) ¤®«¦ë ¡ëâì íª¢¨¢ «¥âë. �à®¬¥ â®£®, á¨áâ¥¬  (2) ¤®«¦  ¡ëâì
«¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®©. � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ íâ  á¨áâ¥¬  ¡ë«  ¡ë íª¢¨-
¢ «¥â  ¥ª®â®à®© á¢®¥© ¯®¤á¨áâ¥¬¥, á®áâ®ïé¥© ¨§ m − 1 ¢¥ªâ®à®¢. �¢¨¤ã ¯¥à¢®£®
ãâ¢¥à¦¤¥¨ï â¥®à¥¬ë �â¥©¨æ  íâ® ¥¢®§¬®¦®, â ª ª ª ç¥à¥§ íâã ¯®¤á¨áâ¥¬ã ¢ë-
à ¦ « áì ¡ë â®£¤  á¨áâ¥¬  (1). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¤®ª § «¨

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �á«¨ «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ ï á¨áâ¥¬  a1, a2, . . . , am ¢¥ªâ®à®¢ «¨-
¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã b1, b2, . . . , bm á â¥¬ ¦¥
ç¨á«®¬ ¢¥ªâ®à®¢, â® íâ¨ á¨áâ¥¬ë íª¢¨¢ «¥âë ¨ ¢â®à ï â ª¦¥ «¨¥©® ¥§ ¢¨-
á¨¬ . ¤

� á¯à®áâà ¨¬ â¥¯¥àì ¯®ïâ¨ï «¨¥©®© ¢ëà §¨¬®áâ¨ ¨ «¨¥©®© § ¢¨á¨¬®áâ¨
  ¯à®¨§¢®«ìë¥ ¥ ®¡ï§ â¥«ì® ª®¥çë¥ á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 3. �ãáâì (ai)i∈I | ¯à®¨§¢®«ì ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ «¨¥©®£®
¯à®áâà áâ¢  L. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¢¥ªâ®à b ∈ L «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§
íâã á¨áâ¥¬ã, ¥á«¨ ® «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ ¥ª®â®àãî ª®¥çãî ¯®¤á¨áâ¥¬ã
á¨áâ¥¬ë (ai)i∈I .

�¨áâ¥¬  (ai)i∈I  §ë¢ ¥âáï «¨¥©® § ¢¨á¨¬®©, ¥á«¨ å®âï ¡ë ®¤¨ ¥¥ ¢¥ªâ®à
«¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ ¯®¤á¨áâ¥¬ã, á®áâ®ïéãî ¨§ ®áâ «ìëå ¢¥ªâ®à®¢ íâ®©
á¨áâ¥¬ë. � ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ á¨áâ¥¬  (ai)i∈I  §ë¢ ¥âáï «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®©.

�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® á¢®©áâ¢  ¯®ïâ¨ï «¨¥©®© ¢ëà §¨¬®áâ¨, ¯¥à¥ç¨á«¥ë¥ ¢
¯à¥¤«®¦¥¨¨ 2, ®áâ îâáï ¢¥àë¬¨ ¨ ¢ íâ®¬ ¡®«¥¥ ®¡é¥¬ á«ãç ¥. �® ¦¥ á¯à ¢¥¤«¨¢®
¨ ¤«ï ¯à¥¤«®¦¥¨ï 5. � ¬¥â¨¬, ªà®¬¥ â®£®, çâ® ®¯à¥¤¥«¥¨¥ «¨¥©® § ¢¨á¨¬®© ¨
«¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®© á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¤®á«®¢® á®¢¯ ¤ ¥â á ®¯à¥¤¥-
«¥¨¥¬ 2, áä®à¬ã«¨à®¢ ë¬ ¤«ï ª®¥çëå á¨áâ¥¬. �® ¨á¯®«ì§ã¥â ¯®ïâ¨¥ ¢ëà §¨-
¬®áâ¨ ¢¥ªâ®à  ç¥à¥§ ¤ ãî á¨áâ¥¬ã, ¨ ¤«ï ¥£® ä®à¬ã«¨à®¢ª¨  ¬ ¤®áâ â®ç® ¡ë«®
¤®£®¢®à¨âìáï ® § ç¥¨¨ íâ®£® ¯®ïâ¨ï ¤«ï ¯à®¨§¢®«ìëå á¨áâ¥¬ ¢¥ªâ®à®¢. �ª §ë¢ -
¥âáï, çâ® «¨¥© ï § ¢¨á¨¬®áâì ¨«¨ ¥§ ¢¨á¨¬®áâì ¯à®¨§¢®«ì®© á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢
®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯®¢¥¤¥¨¥¬ ª®¥çëå ¯®¤á¨áâ¥¬ íâ®© á¨áâ¥¬ë.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 7. �¨áâ¥¬  (ai)i∈I ¢¥ªâ®à®¢ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L ï¢«ï-
¥âáï «¨¥©® § ¢¨á¨¬®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  «¨¥©® § ¢¨á¨¬®© ï¢«ï¥âáï
¥ª®â®à ï ª®¥ç ï ¯®¤á¨áâ¥¬  íâ®© á¨áâ¥¬ë.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¥¤¯®«®¦¨¬ á ç « , çâ® á¨áâ¥¬  (ai)i∈I ï¢«ï¥âáï «¨¥©® § ¢¨-
á¨¬®©. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¨¤¥ªá i0 ∈ I â ª®©, çâ® ¢¥ªâ®à ai0 «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï
ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã (ai)i∈J , £¤¥ J = I \ {i0}. �® ®¯à¥¤¥«¥¨î íâ® ®§ ç ¥â, çâ® ¢¥ªâ®à
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ai0 ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ ¥ª®â®àãî ª®¥çãî á¨áâ¥¬ã ai1 , ai2 , . . . , ain
, £¤¥ i1, i2, . . . , in |

¯®¯ à® à §«¨çë¥ í«¥¬¥âë ¬®¦¥áâ¢  J . �ç¥¢¨¤® â¥¯¥àì, çâ® ai0 , ai1 , ai2 , . . . , ain

| «¨¥©® § ¢¨á¨¬ ï ª®¥ç ï ¯®¤á¨áâ¥¬  á¨áâ¥¬ë (ai)i∈I .
�¡à â®, ¯ãáâì á¨áâ¥¬  (ai)i∈I á®¤¥à¦¨â ¥ª®â®àãî ª®¥çãî ¯®¤á¨áâ¥¬ã

aj1 , aj2 , . . . , ajm
, ª®â®à ï «¨¥©® § ¢¨á¨¬  ¨ ¯®â®¬ã å®âï ¡ë ®¤¨ ¢¥ªâ®à ª®â®à®©,

áª ¦¥¬, aj1 «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ ¯®¤á¨áâ¥¬ã aj2 , aj3 , . . . , ajm
íâ®© á¨áâ¥¬ë, á®-

áâ ¢«¥ãî ¨§ ®áâ «ìëå ¥¥ ¢¥ªâ®à®¢. �®« £ ï J = I \ {j1}, ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® â ª ª ª
j2, j3, . . . , jm ∈ J , ¢¥ªâ®à aj1 «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ ª®¥çãî ¯®¤á¨áâ¥¬ã á¨-
áâ¥¬ë (ai)i∈J . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ 3 ¢¥ªâ®à aj1 «¨¥©®
¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ ¯®¤á¨áâ¥¬ã (ai)i∈J á¨áâ¥¬ë (ai)i∈I , ¨ ¯®â®¬ã íâ  á¨áâ¥¬  «¨¥©®
§ ¢¨á¨¬ . ¤

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 4. �ãáâì (ai)i∈I | ¯à®¨§¢®«ì ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ «¨¥©®£®
¯à®áâà áâ¢  L ¨ J ⊆ I. �®¤á¨áâ¥¬  (ai)i∈J á¨áâ¥¬ë (ai)i∈I  §ë¢ ¥âáï ¬ ªá¨-
¬ «ì®© «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®© ¯®¤á¨áâ¥¬®© á¨áâ¥¬ë (ai)i∈I , ¥á«¨ ®  «¨¥©® ¥§ -
¢¨á¨¬  ¨ «î¡ ï ¯®¤á¨áâ¥¬  á¨áâ¥¬ë (ai)i∈I , á®¤¥à¦ é ï á¨áâ¥¬ã (ai)i∈J ¨ ¥ á®¢-
¯ ¤ îé ï á ¥©, «¨¥©® § ¢¨á¨¬  (â. ¥. ¤«ï «î¡®£® ¬®¦¥áâ¢  ¨¤¥ªá®¢ K â ª®£®,
çâ® J ⊂ K ⊆ I, á¨áâ¥¬  (ai)i∈K «¨¥©® § ¢¨á¨¬ ).

�¥®à¥¬  2.  ) � ¦¤ ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L ®¡« ¤ ¥â
¬ ªá¨¬ «ì®© «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®© ¯®¤á¨áâ¥¬®©. �®«¥¥ â®£®, ¯à®¨§¢®«ì ï «¨¥©®
¥§ ¢¨á¨¬ ï ¯®¤á¨áâ¥¬  ¤ ®© á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¥ª®â®à®© ¥¥ ¬ ª-
á¨¬ «ì®© «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®© ¯®¤á¨áâ¥¬¥.

¡) �à®¨§¢®«ì ï «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ ï ¯®¤á¨áâ¥¬  ¤ ®© á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢
â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤  ï¢«ï¥âáï ¥¥ ¬ ªá¨¬ «ì®© «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®© ¯®¤á¨áâ¥-
¬®©, ª®£¤  ®  íª¢¨¢ «¥â  íâ®© á¨áâ¥¬¥.

¢) �á«¨ å®âï ¡ë ®¤  ¬ ªá¨¬ «ì ï «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ ï ¯®¤á¨áâ¥¬  ¤ ®©
á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ ï¢«ï¥âáï ª®¥ç®©, â® ª®¥ç®© ¡ã¤¥â ¨ «î¡ ï ¤àã£ ï ¬ ªá¨-
¬ «ì ï «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ ï ¥¥ ¯®¤á¨áâ¥¬  ¨ ç¨á«® ¢¥ªâ®à®¢ ¢® ¢á¥å ¬ ªá¨¬ «ì-
ëå «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ëå ¯®¤á¨áâ¥¬ å íâ®© á¨áâ¥¬ë ®¤® ¨ â® ¦¥.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®áª®«ìªã ª ¦¤ ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  L ®¡« ¤ ¥â å®âï
¡ë ®¤®© «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®© ¯®¤á¨áâ¥¬®© (¯® ªà ©¥© ¬¥à¥, â ª®¢®© ï¢«ï¥âáï ¯ã-
áâ ï ¯®¤á¨áâ¥¬ ), ãâ¢¥à¦¤¥¨¥  ) ¤«ï ª®¥çëå á¨áâ¥¬ ¢¥ªâ®à®¢ ®ç¥¢¨¤®: ¯à¨á®¥¤¨-
ïï ¯® ®ç¥à¥¤¨ ª ¤ ®© «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®© ¯®¤á¨áâ¥¬¥ ¥ ¢å®¤ïé¨¥ ¢ ¥¥ ¢¥ªâ®àë
¢á¥© á¨áâ¥¬ë, ¬ë «¨¡® ®¡ àã¦¨¬ «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ãî ¯®¤á¨áâ¥¬ã, á®¤¥à¦ éãî  
®¤¨ ¢¥ªâ®à ¡®«ìè¥, ç¥¬ ¨áå®¤ ï ¯®¤á¨áâ¥¬ , «¨¡® ã¡¥¤¨¬áï ¢ â®¬, çâ® íâ  ¯®¤á¨-
áâ¥¬  ï¢«ï¥âáï ¬ ªá¨¬ «ì®© «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®©. �®íâ®¬ã ç¥à¥§ ª®¥ç®¥ ç¨á«®
â ª¨å è £®¢, ¥ ¯à¥¢ëè îé¥¥, ¢® ¢áïª®¬ á«ãç ¥, ª®«¨ç¥áâ¢  ¢¥ªâ®à®¢ á¨áâ¥¬ë, ¡ã¤¥â
¯®áâà®¥  ¥¥ ¬ ªá¨¬ «ì ï «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ ï ¯®¤á¨áâ¥¬ . �«ï ¡¥áª®¥ç®© á¨-
áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï  ) ¯à®¢®¤¨âáï á ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥¬ «¥¬¬ë
�®à  á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.

�¥¬¥©áâ¢® ¢á¥å «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ëå ¯®¤á¨áâ¥¬ ¤ ®© á¨áâ¥¬ë (ai)i∈I ¢¥ªâ®-
à®¢ ¯à®áâà áâ¢  L ç áâ¨ç® ã¯®àï¤®ç¥® ®â®è¥¨¥¬ "¡ëâì ¯®¤á¨áâ¥¬®©". �ãáâì
(ai)i∈Jλ

(λ ∈ �) | ¯à®¨§¢®«ì ï æ¥¯ì ¢ íâ®¬ á¥¬¥©áâ¢¥; íâ® ®§ ç ¥â, çâ® ¤«ï ª ¦-
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¤®£® λ ∈ � á¨áâ¥¬  (ai)i∈Jλ
«¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬  ¨ ¤«ï «î¡ëå λ1, λ2 ∈ � ®¤® ¨§

¬®¦¥áâ¢ Jλ1 ¨ Jλ2 á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¤àã£®¬. �ãáâì J =
⋃

λ∈� Jλ. �®ª ¦¥¬, çâ® á¨áâ¥¬ 
(ai)i∈J «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬  ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ï¢«ï¥âáï ¢¥àå¥© £à ìî à áá¬ âà¨-
¢ ¥¬®© æ¥¯¨. � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ ¡ë íâ  á¨áâ¥¬  ®ª § « áì «¨¥©® § ¢¨á¨¬®©, â® ¢
á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 6 ®  á®¤¥à¦ «  ¡ë ¥ª®â®àãî ª®¥çãî «¨¥©® § ¢¨á¨¬ãî ¯®¤-
á¨áâ¥¬ã aj1 , aj2 , . . . , ajm

. �¤¥áì ª ¦¤ë© ¨¤¥ªá ji á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¥ª®â®à®¬ ¬®¦¥áâ¢¥
Jλi (i = 1, 2, . . . , m). � ª ª ª  è¥ á¥¬¥©áâ¢® ï¢«ï¥âáï æ¥¯ìî, ¢ íâ®© ª®¥ç®© á¨áâ¥¬¥
¬®¦¥áâ¢ áãé¥áâ¢ã¥â  ¨¡®«ìè¥¥, áª ¦¥¬, Jλm

, ¨ ¯®â®¬ã á¨áâ¥¬  aj1 , aj2 , . . . , ajm
ï¢-

«ï¥âáï ¯®¤á¨áâ¥¬®© á¨áâ¥¬ë (ai)i∈Jλm
, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¥¥ «¨¥©®© ¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, á¥¬¥©áâ¢® «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ëå ¯®¤á¨áâ¥¬ á¨áâ¥¬ë (ai)i∈I ¨¤ãª-
â¨¢® ã¯®àï¤®ç¥®, ¨ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥  ) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ «¥¬¬ë �®à .

�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¡). �ãáâì (ai)i∈J | «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ ï ¯®¤á¨-
áâ¥¬  á¨áâ¥¬ë (ai)i∈I . �à¥¤¯®«®¦¨¬ á ç « , çâ® íâ¨ á¨áâ¥¬ë íª¢¨¢ «¥âë. �ãáâì
¬®¦¥áâ¢® ¨¤¥ªá®¢ K â ª®¢®, çâ® J ⊂ K ⊆ I, ¨ ¯ãáâì k ∈ K\J . � ª ª ª ¢¥ªâ®à ak «¨-
¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã (ai)i∈J , ® ¢ëà ¦ ¥âáï ¨ ç¥à¥§ ¯®¤á¨áâ¥¬ã á¨áâ¥¬ë
(ai)i∈K , á®áâ®ïéãî ¨§ ¢á¥å ®áâ «ìëå ¥¥ ¢¥ªâ®à®¢, ¨ ¯®â®¬ã á¨áâ¥¬  (ai)i∈K «¨¥©®
§ ¢¨á¨¬ . � ª¨¬ ®¡à §®¬, (ai)i∈J | ¬ ªá¨¬ «ì ï «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ ï ¯®¤á¨áâ¥¬ 
á¨áâ¥¬ë (ai)i∈I .

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®¡à â®£® ¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ® ¥á«¨ (ai)i∈J | ¬ ªá¨-
¬ «ì ï «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ ï ¯®¤á¨áâ¥¬  á¨áâ¥¬ë (ai)i∈I , â® ¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à ak

á¨áâ¥¬ë (ai)i∈I «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã (ai)i∈J . �â® ®ç¥¢¨¤®, ¥á«¨ k ∈ J .
�á«¨ ¦¥ k /∈ J , â® á¨áâ¥¬  (ai)i∈K , £¤¥ K = J ∪ {k}, ï¢«ï¥âáï «¨¥©® § ¢¨á¨¬®© ¨
¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 7 ¤®«¦  á®¤¥à¦ âì ª®¥çãî «¨¥©® § ¢¨á¨¬ãî ¯®¤á¨áâ¥¬ã.
� ª ª ª á¨áâ¥¬  (ai)i∈J «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ , ®¤¨¬ ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ íâ®© ¯®¤á¨áâ¥¬ë ï¢-
«ï¥âáï ¢¥ªâ®à ak, â. ¥. ®  ¨¬¥¥â ¢¨¤ ak, aj1 , aj2 , . . . , ajm , £¤¥ j1, j2, . . . , jm ∈ J . �«¥¤®-
¢ â¥«ì®, á¨áâ¥¬  aj1 , aj2 , . . . , ajm , ï¢«ïïáì ¯®¤á¨áâ¥¬®© «¨¥©® ¥§ ¢¨á¬®© á¨áâ¥¬ë
(ai)i∈J , «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ , ¨ ¯® ¯à¥¤«®¦¥¨î 6 ¢¥ªâ®à ak ¤®«¦¥ ç¥à¥§ ¥¥ «¨¥©®
¢ëà ¦ âìáï,   ¯®â®¬ã íâ®â ¢¥ªâ®à «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ¨ ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã (ai)i∈J .

�â¢¥à¦¤¥¨¥ ¢) «¥£ª® á«¥¤ã¥â ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¡) ¨ â¥®à¥¬ë �â¥©¨æ . � á -
¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ ¤  ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  L á®¤¥à¦¨â ª®¥çãî ¬ ª-
á¨¬ «ìãî «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ãî ¯®¤á¨áâ¥¬ã, á®áâ®ïéãî, áª ¦¥¬, ¨§ n ¢¥ªâ®à®¢, â®
¯®áª®«ìªã ¢¢¨¤ã ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¡) ç¥à¥§ íâã ¯®¤á¨áâ¥¬ã «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï «î¡ ï
¤àã£ ï ¯®¤á¨áâ¥¬  ¤ ®© á¨áâ¥¬ë, â® ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë �â¥©¨æ  «î¡ ï ª®¥ç ï
«¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ ï ¯®¤á¨áâ¥¬   è¥© á¨áâ¥¬ë ¥ ¬®¦¥â á®¤¥à¦ âì ¡®«ìè¥, ç¥¬
n ¢¥ªâ®à®¢. �âáî¤ , ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ ¤ ®© á¨áâ¥¬¥ ¢¥ªâ®à®¢ ¥«ì§ï
 ©â¨ ¡¥áª®¥çãî «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ãî ¯®¤á¨áâ¥¬ã: â ª ï ¯®¤á¨áâ¥¬  á®¤¥à¦ « 
¡ë ª®¥çë¥ ¯®¤á¨áâ¥¬ë á® áª®«ì ã£®¤® ¡®«ìè¨¬ ç¨á«®¬ ¢¥ªâ®à®¢, ¯à¨ç¥¬ ¢á¥ ®¨
¡ë«¨ ¡ë â ª¦¥ «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë¬¨. �ë ¢¨¤¨¬, â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ® ¥á«¨ ®¤  ¨§
¬ ªá¨¬ «ìëå «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ëå ¯®¤á¨áâ¥¬ ¤ ®© á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ ï¢«ï¥âáï
ª®¥ç®©, â® ª®¥ç®© ¡ã¤¥â ¨ «î¡ ï ¤àã£ ï ¬ ªá¨¬ «ì ï «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ ï ¥¥
¯®¤á¨áâ¥¬ . �áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ® «î¡ë¥ ¤¢¥ ¬ ªá¨¬ «ìë¥ «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë¥
¯®¤á¨áâ¥¬ë ¤ ®© á¨áâ¥¬ë íª¢¨¢ «¥âë, â ª ª ª ¢ á¨«ã ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¡) ª ¦¤ ï
¨§ ¨å íª¢¨¢ «¥â  ¢á¥© á¨áâ¥¬¥. �®íâ®¬ã ¥á«¨ ®¨ ª®¥çë, ç¨á«® ¢¥ªâ®à®¢ ¢ ¨å
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®¤® ¨ â® ¦¥ ¢ á¨«ã á«¥¤áâ¢¨ï 1 ¨§ â¥®à¥¬ë �â¥©¨æ . ¤

�¥®à¥¬  2 ãâ¢¥à¦¤ ¥â, ¢ ç áâ®áâ¨, çâ® «î¡ ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ «¨¥©®£® ¯à®-
áâà áâ¢  ®¡« ¤ ¥â ¬ ªá¨¬ «ìë¬¨ «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë¬¨ ¯®¤á¨áâ¥¬ ¬¨, ¯à¨ç¥¬
«¨¡® ¢á¥ â ª¨¥ ¥¥ ¯®¤á¨áâ¥¬ë ¡¥áª®¥çë, «¨¡® ¢á¥ ®¨ ª®¥çë ¨ á®¤¥à¦ â ®¤® ¨
â®¦¥ ç¨á«® ¢¥ªâ®à®¢. �â® ¯®§¢®«ï¥â ¢¢¥áâ¨ ¯®ïâ¨¥ à £  á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢:

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 5. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® á¨áâ¥¬  (ai)i∈I ¢¥ªâ®à®¢ «¨¥©®£® ¯à®-
áâà áâ¢  L ¨¬¥¥â ª®¥çë© à £, ¥á«¨ ¬ ªá¨¬ «ìë¥ «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë¥ ¯®¤á¨-
áâ¥¬ë íâ®© á¨áâ¥¬ë ª®¥çë. �à¨ íâ®¬ ç¨á«® ¢¥ªâ®à®¢ ¢ ¬ ªá¨¬ «ì®© «¨¥©®
¥§ ¢¨á¨¬®© ¯®¤á¨áâ¥¬¥ á¨áâ¥¬ë (ai)i∈I  §ë¢ ¥âáï à £®¬ íâ®© á¨áâ¥¬ë.

�à¨ à áá¬®âà¥¨¨ á¨áâ¥¬ë ¢á¥å ¢¥ªâ®à®¢ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  ¤«ï ¯®ïâ¨©,
¢¢¥¤¥ëå ¢ëè¥, ¨á¯®«ì§ã¥âáï á¯¥æ¨ «ì ï â¥à¬¨®«®£¨ï:

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 6. � §¨á®¬ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L  §ë¢ ¥âáï «¨¥©®
¥§ ¢¨á¨¬ ï á¨áâ¥¬  ¯®à®¦¤ îé¨å íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ .

�¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® L  §ë¢ ¥âáï ª®¥ç®¬¥àë¬, ¥á«¨ ®® ®¡« ¤ ¥â ª®-
¥çë¬ ¡ §¨á®¬. �à¨ íâ®¬ ç¨á«® ¢¥ªâ®à®¢ ¡ §¨á  ¯à®áâà áâ¢  L  §ë¢ ¥âáï à §-
¬¥à®áâìî íâ®£® ¯à®áâà áâ¢  ¨ ®¡®§ ç ¥âáï dim L.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¡ §¨á®¬ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L ¬ë  §ë¢ ¥¬ â ªãî «¨¥©®
¥§ ¢¨á¨¬ãî á¨áâ¥¬ã ¥£® ¢¥ªâ®à®¢, ç¥à¥§ ª®â®àãî «¨¥©® ¢ëà ¦ îâáï ¢á¥ ¢¥ªâ®àë
¯à®áâà áâ¢  L, â. ¥. | ¬ ªá¨¬ «ìãî «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ãî ¯®¤á¨áâ¥¬ã á¨áâ¥¬ë
¢á¥å ¢¥ªâ®à®¢ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ . �®íâ®¬ã ¨§ â¥®à¥¬ë 2 á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ ª ¦¤®¬ «¨-
¥©®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¡ §¨á. �®¥ç®¬¥à®áâì ¯à®áâà áâ¢  à ¢®á¨«ì 
ª®¥ç®áâ¨ à £  á¨áâ¥¬ë ¢á¥å ¢¥ªâ®à®¢ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ , ¨ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ à £
íâ®© á¨áâ¥¬ë (â. ¥. ç¨á«® ¢¥ªâ®à®¢ ¢ ¯à®¨§¢®«ì®¬ ¡ §¨á¥ ¯à®áâà áâ¢ ) ¬ë  §ë¢ ¥¬
à §¬¥à®áâìî ¯à®áâà áâ¢  L. �®£®¢®à¨¬áï ¥é¥  §ë¢ âì ¯à®áâà áâ¢® L n-¬¥àë¬,
¥á«¨ ¥£® à §¬¥à®áâì à ¢  n.

� á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ à §¬¥à®áâì ª®¥ç®¬¥à®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà -
áâ¢  ï¢«ï¥âáï ¥®âà¨æ â¥«ìë¬ æ¥«ë¬ ç¨á«®¬. �à¨ íâ®¬ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® ï¢-
«ï¥âáï 0-¬¥àë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¥£® ¡ §¨á®¬ á«ã¦¨â ¯ãáâ ï á¨áâ¥¬ 
¢¥ªâ®à®¢. �®íâ®¬ã ¨§  è¨å á®£« è¥¨© á«¥¤ã¥â, çâ® dim L = 0 ¢ â®ç®áâ¨ â®£¤ ,
ª®£¤  L = {0}.

� ©¤¥¬ â¥¯¥àì ¡ §¨áë ¥ª®â®àëå «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢, ¯¥à¥ç¨á«¥ëå ¢ ¯ à -
£à ä¥ 1.

1. � ¯ à £à ä¥ 1 ®â¬¥ç¥®, çâ® á¨áâ¥¬  ¨§ ¤¢ãå  ¯à ¢«¥ëå ®âà¥§ª®¢ ¯à®áâ-
à áâ¢  V 2, ¥ «¥¦ é¨å   ®¤®© ¯àï¬®©, ¯®à®¦¤ ¥â íâ® ¯à®áâà áâ¢®. � ª ª ª
â ª ï á¨áâ¥¬  ï¢«ï¥âáï, ª ª «¥£ª® ¯®ïâì, «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®©, ®  á®áâ ¢«ï¥â ¡ §¨á
¯à®áâà áâ¢  V 2, â ª çâ® íâ® ¯à®áâà áâ¢® ª®¥ç®¬¥à® ¨ dim V 2 = 2. � «®£¨ç®,
dim V 3 = 3.

2. �®ª ¦¥¬, çâ® á¨áâ¥¬  ¯®à®¦¤ îé¨å n-¬¥à®£® ª®®à¤¨ â®£® ¯à®áâà áâ¢ 
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Kn  ¤ ¯®«¥¬ K

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0, 0)
e2 = (0, 1, 0, . . . , 0, 0)
e3 = (0, 0, 1, . . . , 0, 0)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

en−1 = (0, 0, 0, . . . , 1, 0)
en = (0, 0, 0, . . . , 0, 1).

ï¢«ï¥âáï «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®©. �á«¨, ¢ á ¬®¬ ¤¥«¥, ¤«ï ¥ª®â®àëå áª «ïà®¢
α1, α2, . . . , αn ∈ Kn ¨¬¥¥¬ à ¢¥áâ¢® α1e1 + α2e2 + · · · + αnen = 0, â® ¯®áª®«ìªã
α1e1 +α2e2 + · · ·+αnen = (α1, α2, . . . , αn), ¨§ ¥£® á«¥¤ã¥â, çâ® α1 = α2 = · · · = αn = 0.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, á¨áâ¥¬  e1, e2, . . . , en ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ ¯à®áâà áâ¢  Kn, ¨ ¯®â®¬ã
dim Kn = n. �â¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨« £ â¥«ì®¥ "n-¬¥à®¥", ¤® á¨å ¯®à «¨èì ä®à¬ «ì®
¢å®¤¨¢è¥¥ ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢  Kn, ¯à¨®¡à¥«® â¥¯¥àì á®¤¥à¦ â¥«ìë© á¬ëá«.
�ª § ë© ¡ §¨á ¯à®áâà áâ¢  Kn ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì áâ ¤ àâë¬ (¨«¨ ¥áâ¥áâ¢¥ë¬).

3. � ª ª ª à ¢¥áâ¢® α1 + βi = 0, £¤¥ α ¨ β | ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ ç¨á« , ¢®§¬®¦®
«¨èì ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  α = 0 ¨ β = 0, â® á¨áâ¥¬  ¯®à®¦¤ îé¨å 1, i «¨¥©®£® ¯à®-
áâà áâ¢  C  ¤ ¯®«¥¬ R «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬  ¨ ¯®â®¬ã ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ íâ®£® ¯à®-
áâà áâ¢ . �«¥¤®¢ â¥«ì®, dimC = 2.

4.�«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  n á¨áâ¥¬  1, x, x2, . . . , xn ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà -
áâ¢  K[x] ¬®£®ç«¥®¢ ®â ¯¥à¥¬¥®© x  ¤ ¯®«¥¬ K «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ . � á -
¬®¬ ¤¥«¥, à ¢¥áâ¢® α01 + α1x + α2x2 + · · · + αnxn = 0 ®§ ç ¥â, çâ® ¬®£®ç«¥
α0 + α1x + α2x2 + · · · + αnxn ï¢«ï¥âáï ã«¥¢ë¬, â. ¥. ¢á¥ ¥£® ª®íää¨æ¨¥âë à ¢ë
ã«î. � ª ª ª «î¡ ï ª®¥ç ï ¯®¤á¨áâ¥¬  ¡¥áª®¥ç®© á¨áâ¥¬ë 1, x, x2, . . . á®¤¥à-
¦¨âáï ¢ ¥ª®â®à®© ¯®¤á¨áâ¥¬¥ 1, x, x2, . . . , xn ¨ ¯®â®¬ã «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ , â® ¨ ¢áï
á¨áâ¥¬  1, x, x2, . . . , ¯®à®¦¤ îé ï ¯à®áâà áâ¢® K[x], «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ . �«¥¤®¢ -
â¥«ì®, á¨áâ¥¬  1, x, x2, . . . ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ ¯à®áâà áâ¢  K[x], ¨ íâ® ¯à®áâà áâ¢®
¥ ï¢«ï¥âáï ª®¥ç®¬¥àë¬. �¤®¢à¥¬¥® ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® dim Kn[x] = n.

5. � ©¤¥¬,  ª®¥æ, ¡ §¨á ¯à®áâà áâ¢  Mmn(K) ¢á¥å m×n-¬ âà¨æ  ¤ ¯®«¥¬
K. �ãáâì ¤«ï i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n á¨¬¢®« eij ®¡®§ ç ¥â m×n-¬ âà¨æã,
ã ª®â®à®©   ¯¥à¥á¥ç¥¨¨ i-®© áâà®ª¨ ¨ j-£® áâ®«¡æ  áâ®¨â ¥¤¨¨æ ,   ®áâ «ìë¥
¢å®¦¤¥¨ï à ¢ë ã«î. �«ï «î¡®© ¬ âà¨æë a = (αij) ¯à®áâà áâ¢  Mmn(K) ¨¬¥¥¬,
®ç¥¢¨¤®,

a =
m∑

i=1

n∑

j=1
αijeij .

�§ íâ®£® à ¢¥áâ¢  á«¥¤ã¥â, çâ® á¨áâ¥¬  ¬ âà¨æ eij (i = 1, 2, . . . , m, j = 1, 2, . . . , n)
¯®à®¦¤ ¥â ¯à®áâà áâ¢® Mmn(K) ¨ çâ® «¨èì âà¨¢¨ «ì ï «¨¥© ï ª®¬¡¨ æ¨ï íâ®©
á¨áâ¥¬ë ¬®¦¥â ¡ëâì à ¢  ã«î. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®  ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ ¯à®áâà áâ¢ 
Mmn(K) ¨ dim Mmn(K) = mn.

� á«¥¤ãîé¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨¨ á®¡à ë ¥ª®â®àë¥ á¢®©áâ¢  ª®¥ç®¬¥àëå «¨¥©-
ëå ¯à®áâà áâ¢.
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�¥®à¥¬  3.  ) �ãáâì S | á¨áâ¥¬  ¯®à®¦¤ îé¨å «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L
¨ S′ | ¬ ªá¨¬ «ì ï «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ ï ¯®¤á¨áâ¥¬  á¨áâ¥¬ë S. �®£¤  S′ ï¢«ï-
¥âáï ¡ §¨á®¬ ¯à®áâà áâ¢  L. � ç áâ®áâ¨, ¯à®¨§¢®«ì®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®
á ª®¥ç®© á¨áâ¥¬®© ¯®à®¦¤ îé¨å ï¢«ï¥âáï ª®¥ç®¬¥àë¬,   ¥£® à §¬¥à®áâì
á®¢¯ ¤ ¥â á à £®¬ ¤ ®© á¨áâ¥¬ë ¯®à®¦¤ îé¨å.

¡) �à®¨§¢®«ì ï «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ «¨¥©®£® ¯à®áâà -
áâ¢  ¬®¦¥â ¡ëâì ¤®¯®«¥  ¤® ¡ §¨á  íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ .

¢) �á«¨ b1, b2, . . . , bm | «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ n-¬¥à®£® ¯à®-
áâà áâ¢  L, â® m ≤ n ¨ m = n ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  á¨áâ¥¬ 
b1, b2, . . . , bm ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ ¯à®áâà áâ¢  L.

£) �á«¨ a1, a2, . . . , an | á¨áâ¥¬  ¯®à®¦¤ îé¨å n-¬¥à®£® ¯à®áâà áâ¢  L, â®
íâ  á¨áâ¥¬  ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ ¯à®áâà áâ¢  L.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �â¢¥à¦¤¥¨¥  ) ¢¯®«¥ ®ç¥¢¨¤®: ¯® â¥®à¥¬¥ 2 á¨áâ¥¬  S′ íª¢¨¢ -
«¥â  á¨áâ¥¬¥ ¯®à®¦¤ îé¨å S ¯à®áâà áâ¢  L ¨ ¯®â®¬ã á ¬  ï¢«ï¥âáï («¨¥©®
¥§ ¢¨á¨¬®©) á¨áâ¥¬®© ¯®à®¦¤ îé¨å íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ .

�â¢¥à¦¤¥¨¥ ¡) á®¤¥à¦¨âáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¢ ãâ¢¥à¦¤¥¨¨  ) â¥®à¥¬ë 2, ¯à¨-
¬¥¥®¬ ª á¨áâ¥¬¥ ¢á¥å ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  L. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ¤«ï á«ãç ï ª®¥ç®-
¬¥à®£® ¯à®áâà áâ¢  ¯à¨¢¥¤¥¬ §¤¥áì ¥é¥ ®¤® ¤®ª § â¥«ìáâ¢®, ãª §ë¢ îé¥¥ § ®¤®
¨ ª®ªà¥âë©  «£®à¨â¬  å®¦¤¥¨ï ¡ §¨á  ¯à®áâà áâ¢ , ¢ª«îç îé¥£® § ¤ ãî
«¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ãî á¨áâ¥¬ã ¢¥ªâ®à®¢ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ .

�ãáâì b1, b2, . . . , bm | ¤  ï «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ n-¬¥à®£®
¯à®áâà áâ¢  L ¨ ¯ãáâì a1, a2, . . . , an | ¥ª®â®àë© ¡ §¨á íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ . �ãáâì

S = (b1, b2, . . . , bm, a1, a2, . . . , an)

| á®¥¤¨¥¨¥ íâ¨å á¨áâ¥¬ ¨ ¯ãáâì

S′ = (b1, b2, . . . , bm, ai1 , . . . , ain−m)

| ¬ ªá¨¬ «ì ï «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ ï ¯®¤á¨áâ¥¬  á¨áâ¥¬ë S, á®¤¥à¦ é ï á¨áâ¥¬ã
b1, b2, . . . , bm (�«ï § ¯¨á¨ á¨áâ¥¬ë S′ ¢ â ª®¬ ¢¨¤¥ ¯à¨¤¥âáï, ¢®§¬®¦®, ¯¥à¥ã¬¥à®-
¢ âì í«¥¬¥âë á¨áâ¥¬ë a1, a2, . . . , an.) � ª ª ª S ï¢«ï¥âáï, ®ç¥¢¨¤®, á¨áâ¥¬®© ¯®-
à®¦¤ îé¨å ¯à®áâà áâ¢  L, â® ¢ á¨«ã ãâ¢¥à¦¤¥¨ï  ) á¨áâ¥¬  S′ | ¨áª®¬ë© ¡ §¨á
¯à®áâà áâ¢  L.

�â¢¥à¦¤¥¨¥ ¢) ¢ëâ¥ª ¥â ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¡): â ª ª ª á¨áâ¥¬ã
b1, b2, . . . , bm ¬®¦® ¤®¯®«¨âì ¤® ¥ª®â®à®£® ¡ §¨á  ¯à®áâà áâ¢  L ¨ íâ®â ¡ §¨á á®-
áâ®¨â ¨§ n ¢¥ªâ®à®¢, â® ®ç¥¢¨¤®, çâ® m ≤ n. �á«¨ ¯à¨ íâ®¬ m = n, â® ¤®¯®«¨â¥«ìëå
¢¥ªâ®à®¢ ¢ íâ®¬ ¡ §¨á¥ ®ª § âìáï ¥ ¬®¦¥â,   íâ® ®§ ç ¥â, çâ® ã¦¥ ¨áå®¤ ï á¨áâ¥¬ 
b1, b2, . . . , bm ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬  è¥£® ¯à®áâà áâ¢ . �¡à â®, ¥á«¨ íâ  á¨áâ¥¬  ï¢-
«ï¥âáï ¡ §¨á®¬, â® m = n, â ª ª ª ç¨á«® ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®¨§¢®«ì®£® ¡ §¨á  n-¬¥à®£®
¯à®áâà áâ¢  à ¢® n.

� «®£¨çë¥ á®®¡à ¦¥¨ï ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ £) á«¥¤ã¥â ¥¯®áà¥¤-
áâ¢¥® ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï  ): ç¨á«® ¢¥ªâ®à®¢ ¢ ¬ ªá¨¬ «ì®© «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®©
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¯®¤á¨áâ¥¬¥ á¨áâ¥¬ë a1, a2, . . . , an ¤®«¦® á®¢¯ ¤ âì á à §¬¥à®áâìî ¯à®áâà áâ¢  L,
â. ¥. | á ç¨á«®¬ n. �«¥¤®¢ â¥«ì®, íâ  á¨áâ¥¬  ï¢«ï¥âáï «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®©,  
¯®â®¬ã | ¡ §¨á®¬ ¯à®áâà áâ¢  L. ¤

�ë¤¥«¨¬ ¢ ¦ë© ç áâë© á«ãç © ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¢) ¤®ª § ®© â¥®à¥¬ë.
�«¥¤áâ¢¨¥ 1. � n-¬¥à®¬ «¨¥©®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ «î¡ ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢,

ç¨á«® í«¥¬¥â®¢ ª®â®à®© à ¢® n + 1, «¨¥©® § ¢¨á¨¬ . ¤
�á«¨ ¬ë å®â¨¬ ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® ¤  ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ «¨¥©®£® ¯à®-

áâà áâ¢  ï¢«ï¥âáï ¥£® ¡ §¨á®¬, â®  ¬ á«¥¤ã¥â ¤®ª § âì, çâ® íâ  á¨áâ¥¬  ®¡« ¤ ¥â
¤¢ã¬ï á¢®©áâ¢ ¬¨, âà¥¡ã¥¬ë¬¨ ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ 6: ¢®-¯¥à¢ëå, ®  ¤®«¦  ¡ëâì «¨¥©®
¥§ ¢¨á¨¬®©,   ¢®-¢â®àëå, | ¯®à®¦¤ âì ¢á¥ ¯à®áâà áâ¢®. �â¢¥à¦¤¥¨ï ¢) ¨ £) â¥®-
à¥¬ë 3 ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ¥á«¨  ¬ ¨§¢¥áâ  à §¬¥à®áâì ¯à®áâà áâ¢  ¨ ç¨á«® ¢¥ªâ®-
à®¢ ¤ ®© á¨áâ¥¬ë á®¢¯ ¤ ¥â á íâ®© à §¬¥à®áâìî, â® ¤®áâ â®ç® ¯à®¢¥à¨âì «î¡®¥
®¤® ¨§ íâ¨å á¢®©áâ¢. � ç¥ £®¢®àï, ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. � n-¬¥à®¬ «¨¥©®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ L ¤«ï «î¡®© á¨áâ¥¬ë ¢¥ª-
â®à®¢ a1, a2, . . . , an, á®¤¥à¦ é¥© n ¢¥ªâ®à®¢, á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï à ¢®á¨«ìë:

 ) á¨áâ¥¬  a1, a2, . . . , an «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ ;
¡) á¨áâ¥¬  a1, a2, . . . , an ¯®à®¦¤ ¥â ¯à®áâà áâ¢® L. ¤
�â¬¥â¨¬ ¥é¥
�«¥¤áâ¢¨¥ 3. �ãáâì L | ª®¥ç®¬¥à®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¨ M | ¯®¤-

¯à®áâà áâ¢® ¯à®áâà áâ¢  L. �®£¤  ¯à®áâà áâ¢® M â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï ª®¥ç®-
¬¥àë¬ ¨ dim M ≤ dim L. �à¨ íâ®¬, dim M = dim L â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
M = L.

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¡ §¨á ¯à®áâà áâ¢  M (áãé¥áâ¢ãîé¨© ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 2) ï¢«ï¥âáï
«¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®© á¨áâ¥¬®© í«¥¬¥â®¢ ¯à®áâà áâ¢  L. �®íâ®¬ã ¢á¥ áä®à¬ã«¨à®-
¢ ë¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ï¢«ïîâáï á«¥¤áâ¢¨ï¬¨ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¢) â¥®à¥¬ë 3. ¤

� áá¬®âà¨¬, ¤ «¥¥, ª ª ¢¥¤¥â á¥¡ï à §¬¥à®áâì ¯à¨ áã¬¬¨à®¢ ¨¨ ¯®¤¯à®-
áâà áâ¢. �â¬¥â¨¬, ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£®, ¯®çâ¨ ®ç¥¢¨¤®¥

�à¥¤«®¦¥¨¥ 8. �ãáâì «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® L ï¢«ï¥âáï áã¬¬®© ¯®¤¯à®-
áâà áâ¢ L1, L2, . . . , Ln. �á«¨ ª ¦¤®¥ ¨§ ¯à®áâà áâ¢ L1, L2, . . . , Ln ª®¥ç®¬¥à®,
â® ª®¥ç®¬¥àë¬ ï¢«ï¥âáï ¨ ¯à®áâà áâ¢® L, ¯à¨ç¥¬

dim L ≤
n∑

i=1
dim Li.

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, á®¥¤¨¥¨¥ S ¡ §¨á®¢ S1, S2, . . . , Sn ¯®¤¯à®áâà áâ¢
L1, L2, . . . , Ln á®®â¢¥âáâ¢¥® ï¢«ï¥âáï ¢ á¨«ã á«¥¤áâ¢¨ï ª â¥®à¥¬¥ 1.2 á¨áâ¥¬®© ¯®-
à®¦¤ îé¨å ¯à®áâà áâ¢  L =

∑n
i=1 Li, ¨  ¬ ®áâ ¥âáï á®á« âìáï   ãâ¢¥à¦¤¥¨¥  )

â¥®à¥¬ë 3. ¤
�«ï à §¬¥à®áâ¨ áã¬¬ë ¤¢ãå ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ¬®¦® ¯®«ãç¨âì ¡®«¥¥ â®ç®¥ ¢ë-

à ¦¥¨¥, ç áâ®  §ë¢ ¥¬®¥ à ¢¥áâ¢®¬ �à áá¬  :
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�¥®à¥¬  4. �ãáâì ¯®¤¯à®áâà áâ¢  L1 ¨ L2 «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L ª®¥ç-
®¬¥àë. �®£¤  ¨å áã¬¬  L1 + L2 ¨ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ L1 ∩ L2 â ª¦¥ ï¢«ïîâáï ª®¥ç®-
¬¥àë¬¨ ¯à®áâà áâ¢ ¬¨ ¨

dim (L1 + L2) = dim L1 + dim L2 − dim (L1 ∩ L2) . (6)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®¥ç®¬¥à®áâì ¯®¤¯à®áâà áâ¢  L1 + L2 á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¯à¥¤«®-
¦¥¨¨ 8,   ª®¥ç®¬¥à®áâì ¯®¤¯à®áâà áâ¢  L1 ∩ L2, «¥¦ é¥£®,  ¯à¨¬¥à, ¢ ª®¥ç-
®¬¥à®¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢¥ L1, ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ á«¥¤áâ¢¨ï 3 â¥®à¥¬ë 3.

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ k à §¬¥à®áâì ¯®¤¯à®áâà áâ¢  L1∩L2 ¨ ¢ë¡¥à¥¬ ¥ª®â®àë© ¡ -
§¨á c1, c2, . . . , ck íâ®£® ¯®¤¯à®áâà áâ¢ . �¨áâ¥¬  c1, c2, . . . , ck ï¢«ï¥âáï «¨¥©® ¥§ -
¢¨á¨¬®© á¨áâ¥¬®© ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  L1 ¨ ¯®â®¬ã ¬®¦¥â ¡ëâì ¤®¯®«¥  ¤® ¥ª®-
â®à®£® ¡ §¨á 

a1, a2, . . . , am, c1, c2, . . . , ck (7)
íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ . �®ç® â ª ¦¥ ¤®¯®«¨¬ íâã á¨áâ¥¬ã ¤® ¡ §¨á 

b1, b2, . . . , bn, c1, c2, . . . , ck (8)

¯à®áâà áâ¢  L2. �§ íâ¨å ®¡®§ ç¥¨© á«¥¤ã¥â, ¢ ç áâ®áâ¨, çâ® dim L1 = m + k ¨
dim L2 = n + k. �®íâ®¬ã ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  à ¢¥áâ¢  (6) ¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ®
á¨áâ¥¬ 

a1, a2, . . . , am, b1, b2, . . . , bn, c1, c2, . . . , ck (9)
ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  L1 + L2.

�®ª ¦¥¬ á ç « , çâ® ¢¥ªâ®àë á¨áâ¥¬ë (9) ¯®à®¦¤ îâ íâ® ¯®¤¯à®áâà áâ¢®, â.
¥. çâ® L1 + L2 á®¢¯ ¤ ¥â á «¨¥©®© ®¡®«®çª®©

l(a1, a2, . . . , am, b1, b2, . . . , bn, c1, c2, . . . , ck)

íâ®© á¨áâ¥¬ë. � ª ª ª á¨áâ¥¬  (7) ï¢«ï¥âáï ¯®¤á¨áâ¥¬®© á¨áâ¥¬ë (9), «¨¥© ï ®¡®-
«®çª  ¯¥à¢®© á®¤¥à¦¨âáï ¢ «¨¥©®© ®¡®«®çª¥ ¢â®à®©. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®¤¯à®áâà -
áâ¢® L1 á®¤¥à¦¨âáï ¢ «¨¥©®© ®¡®«®çª¥ á¨áâ¥¬ë (9). �® ¦¥ á¯à ¢¥¤«¨¢® ¨ ¤«ï ¯®¤-
¯à®áâà áâ¢  L2, ¨ ¨§ â¥®à¥¬ë 1.2 á«¥¤ã¥â, çâ®

L1 + L2 ⊆ l(a1, a2, . . . , am, b1, b2, . . . , bn, c1, c2, . . . , ck).

� ¤àã£®© áâ®à®ë, ª ¦¤ë© ¢¥ªâ®à á¨áâ¥¬ë (9) ¢å®¤¨â ¨«¨ ¢ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® L1, ¨«¨
¢ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® L2, ¨ ¯®â®¬ã á¨áâ¥¬  (9) á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¯®¤¯à®áâà áâ¢¥ L1 + L2.
�âáî¤  ¨ ¨§ â¥®à¥¬ë 1.1 á«¥¤ã¥â ¯à®â¨¢®¯®«®¦®¥ ¢ª«îç¥¨¥, ¨ á®¢¯ ¤¥¨¥ ¯®¤¯à®-
áâà áâ¢  L1 + L2 á «¨¥©®© ®¡®«®çª®© á¨áâ¥¬ë (9) ¤®ª § ®.

�áâ ¥âáï ãáâ ®¢¨âì «¨¥©ãî ¥§ ¢¨á¨¬®áâì á¨áâ¥¬ë (9). �«ï íâ®£® ¯à¥¤¯®«®-
¦¨¬, çâ® ¤«ï ¥ª®â®àëå áª «ïà®¢ α1, α2 . . . , αm, β1, β2, . . . , βn, γ1, γ2, . . . , γk ¢ë¯®«¥®
à ¢¥áâ¢®

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αmam + β1b1 + β2b2 + · · ·+ βnbn + γ1c1 + γ2c2 + · · ·+ γkck = 0. (10)
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�¢¥¤ï ®¡®§ ç¥¨¥ a = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αmam, ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® a ∈ L1, ® ¯®áª®«ìªã

a = (−β1)b1 + (−β2)b2 + · · ·+ (−βn)bn + (−γ1)c1 + (−γ2)c2 + · · ·+ (−γk)ck,

¨¬¥¥¬ â ª¦¥ a ∈ L2. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢¥ªâ®à a á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¯®¤¯à®áâà áâ¢¥ L1 ∩ L2
¨ ¯®â®¬ã ¤®«¦¥ ¢ëà ¦ âìáï ç¥à¥§ ¡ §¨á c1, c2, . . . , ck íâ®£® ¯®¤¯à®áâà áâ¢ . � ç¨â
¤«ï ¯®¤å®¤ïé¨å áª «ïà®¢ δ1, δ2, . . . , δk ¤®«¦® ¢ë¯®«ïâìáï à ¢¥áâ¢®

a = δ1c1 + δ2c2 + · · ·+ δkck,

¨«¨, çâ® à ¢®á¨«ì®,

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αmam+(−δ1)c1 + (−δ2)c2 + · · ·+ (−δk)ck = 0.

� ª ª ª á¨áâ¥¬  (7) «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ , ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, ¢ ç áâ®áâ¨, çâ® α1 = α2 =
· · · = αm = 0, ¨ à ¢¥áâ¢® (10) ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤

β1b1 + β2b2 + · · ·+ βnbn + γ1c1 + γ2c2 + · · ·+ γkck = 0.

�§ «¨¥©®© ¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ á¨áâ¥¬ë (8) â¥¯¥àì ¯®«ãç ¥¬

β1 = β2 = · · · = βn = γ1 = γ2 = · · · = γk = 0,

¨ «¨¥© ï ¥§ ¢¨á¨¬®áâì á¨áâ¥¬ë (9) ¤®ª §  . �â ª, íâ  á¨áâ¥¬  ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬
¯®¤¯à®áâà áâ¢  L1 + L2, ¨ â¥®à¥¬  ¤®ª §  . ¤

�®ª §  ï â¥®à¥¬  ¤ ¥â ¥é¥ ®¤¨ ªà¨â¥à¨© â®£®, ª®£¤  áã¬¬  ¤¢ãå (ª®¥ç®-
¬¥àëå) ¯à®áâà áâ¢ ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®©:

�«¥¤áâ¢¨¥. �ã¬¬  L1 +L2 ª®¥ç®¬¥àëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢ L1 ¨ L2 «¨¥©®£®
¯à®áâà áâ¢  L ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
dim (L1 + L2) = dim L1 + dim L2.

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¢ á¨«ã á«¥¤áâ¢¨ï 1 ª â¥®à¥¬¥ 1.3 à ¢¥áâ¢® L1 + L2 = L1 ⊕ L2
à ¢®á¨«ì® ãá«®¢¨î L1 ∩ L2 = {0}, çâ®, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, à ¢®á¨«ì® â®¬ã, çâ®
dim (L1 ∩ L2) = 0. � íâ® ¢¢¨¤ã à ¢¥áâ¢  �à áá¬   à ¢®á¨«ì® à ¢¥áâ¢ã ¨§ ä®à-
¬ã«¨à®¢ª¨ á«¥¤áâ¢¨ï. ¤

� «®£¨çë© ªà¨â¥à¨© ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¨ ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ç¨á«  á« £ ¥¬ëå. � 
á ¬®¬ ¤¥«¥, á ¯®¬®éìî ¯®ïâ¨© ¡ §¨á  ¨ à §¬¥à®áâ¨ âà¥¡®¢ ¨¥ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¢
®¯à¥¤¥«¥¨¨ ¯àï¬®© áã¬¬ë ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ¬®¦® ¢ ¤®¯®«¥¨¥ ª â¥®à¥¬¥ 1.3 ¢ëà -
§¨âì ¥é¥ ¤¢ã¬ï á¯®á®¡ ¬¨.

�¥®à¥¬  5. �ãáâì ª®¥ç®¬¥à®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® L ï¢«ï¥âáï áã¬¬®©
¯®¤¯à®áâà áâ¢ L1, L2, . . . , Ln. �®£¤  á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï à ¢®á¨«ìë:

(1) L =
⊕n

i=1 Li;
(2) á®¥¤¨¥¨¥ ¯à®¨§¢®«ìëå ¡ §¨á®¢ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ L1, L2, . . . , Ln ï¢«ï¥âáï ¡ -

§¨á®¬ ¯à®áâà áâ¢  L;
(3) dim L =

∑n
i=1 dim Li.



42

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª ¦¥¬ á ç « , çâ® ¨§ ãá«®¢¨ï (1) á«¥¤ã¥â ãá«®¢¨¥ (2). �ãáâì
Si = (ai1, ai2, . . . , aimi

) | ¡ §¨á ¯®¤¯à®áâà áâ¢  Li (i = 1, 2, . . . , n). � ª ª ª L =∑n
i=1 Li, ¢ á¨«ã á«¥¤áâ¢¨ï ª â¥®à¥¬¥ 1.2 á®¥¤¨¥¨¥

S = (a11, a12, . . . , a1m1 , a21, a22, . . . , a2m2 , . . . , an1, an2, . . . , anmn)

á¨áâ¥¬ S1, S2, . . . , Sn ï¢«ï¥âáï á¨áâ¥¬®© ¯®à®¦¤ îé¨å ¯à®áâà áâ¢  L. �®ª ¦¥¬,
çâ® á¨áâ¥¬  S «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ . �ãáâì ¤«ï ¥ª®â®àëå áª «ïà®¢ αij (j =
1, 2, . . . ,mi, i = 1, 2, . . . , n) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®

α11a11 + α12a12 + · · ·+ α1m1a1m1 + α21a21 + · · ·+ αnmn
anmn

. (11)

�®« £ ï ¤«ï ª ¦¤®£® i = 1, 2, . . . , n bi =
∑mi

j=1 αijaij , ¬ë ¯¥à¥¯¨è¥¬ à ¢¥áâ¢® (11) ¢
¢¨¤¥ b1 + b2 + · · · + bn, ¨ â ª ª ª bi ∈ Li ¨ L =

⊕n
i=1 Li, ¨§ â¥®à¥¬ë 1.3 á«¥¤ã¥â, çâ®

b1 = b2 = · · · = bn = 0, â. ¥. ¤«ï ª ¦¤®£® i = 1, 2, . . . , n

αi1ai1 + αi2ai2 + · · ·+ αimiaimi = 0.

�®áª®«ìªã á¨áâ¥¬  Si «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ , ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® αij = 0 (j =
1, 2, . . . ,mi). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢á¥ ª®íää¨æ¨¥âë ¢ à ¢¥áâ¢¥ (11) à ¢ë 0, ¨ «¨¥© ï
¥§ ¢¨á¨¬®áâì á¨áâ¥¬ë S ¤®ª §  ; â¥¬ á ¬ë¬ ¤®ª § ®, çâ® íâ  á¨áâ¥¬  ï¢«ï¥âáï
¡ §¨á®¬ ¯à®áâà áâ¢  L, ¨ § ª®ç¥® ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¢ë¯®«¨¬®áâ¨ ãá«®¢¨ï (2).

�®, çâ® ¨§ ãá«®¢¨ï (2) á«¥¤ã¥â ãá«®¢¨¥ (3), ®ç¥¢¨¤®. �®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, çâ® ¨§
ãá«®¢¨ï (3) á«¥¤ã¥â ãá«®¢¨¥ (1),   ¨¬¥®, ¨¤ãªæ¨¥© ¯® ç¨á«ã n ¯®¤¯à®áâà áâ¢
L1, L2, . . . , Ln ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¥á«¨ dim L =

∑n
i=1 dim Li, â® L =

⊕n
i=1 Li. �à¨ n = 1 íâ®

âà¨¢¨ «ì®,   ¯à¨ n = 2 á®¤¥à¦¨âáï ¢ á«¥¤áâ¢¨¨ ª â¥®à¥¬¥ 4.
�ãáâì n ≥ 2 ¨ ¯ãáâì ¤«ï «î¡®£® ª®¥ç®¬¥à®£® ¯à®áâà áâ¢ , ï¢«ïîé¥£®áï

áã¬¬®© ¬¥ìè¥£®, ç¥¬ n, ç¨á«  ¯®¤¯à®áâà áâ¢, ¤®ª §ë¢ ¥¬®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ á¯à ¢¥¤-
«¨¢®. �®ª ¦¥¬, çâ® â®£¤  ®® á¯à ¢¥¤«¨¢® ¨ ¤«ï ¯à®áâà áâ¢  L =

∑n
i=1 Li. �«ï

íâ®£® ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ M ¯®¤¯à®áâà áâ¢®, ¯®à®¦¤¥®¥ ¯¥à¢ë¬¨ n− 1 á« £ ¥¬ë¬¨
íâ®© áã¬¬ë, â. ¥. M =

∑n−1
i=1 Li; ïá®, çâ® â®£¤  L = M +Ln. � ª ª ª ¯® ¯à¥¤«®¦¥¨î

8 dim M ≤ ∑n−1
i=1 dim Li, â® ¨á¯®«ì§ãï à ¢¥áâ¢® �à áá¬  , ¯®«ãç ¥¬

n∑

i=1
dim Li = dim L = dim M + dim Ln − dim (M ∩ Ln) ≤

n−1∑

i=1
dim Li + dim Ln − dim (M ∩ Ln) =

n∑

i=1
dim Li − dim (M ∩ Ln).

�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® dim (M ∩ Ln) ≤ 0, ¨ â ª ª ª à §¬¥à®áâì «î¡®£® «¨¥©-
®£® ¯à®áâà áâ¢  ï¢«ï¥âáï ¥®âà¨æ â¥«ìë¬ ç¨á«®¬, ¨¬¥¥¬ dim (M ∩ Ln) = 0, â.¥.
M ∩ Ln = {0}. �â® ®§ ç ¥â, çâ® L = M ⊕ Ln, ¨ ¯® á«¥¤áâ¢¨î ª â¥®à¥¬¥ 4
dim L = dim M + dim Ln. �®íâ®¬ã dim M =

∑n−1
i=1 dim Li, ¨ ¯® ¨¤ãªâ¨¢®¬ã ¯à¥¤¯®-

«®¦¥¨î M =
⊕n−1

i=1 Li. �«¥¤áâ¢¨¥ 4 ª â¥®à¥¬¥ 1.3 â¥¯¥àì ¯®§¢®«ï¥â ãâ¢¥à¦¤ âì, çâ®
L =

⊕n
i=1 Li, ¨ ¨¤ãªâ¨¢ë© è £ § ª®ç¥. ¤
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�§ ¤®ª § ®© â¥®à¥¬ë á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à®¨§¢®«ì®¬ã à §¡¨¥¨î ¡ §¨á  ª®¥ç®-
¬¥à®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢    ¥¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï ç áâ¨ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â à §«®¦¥-
¨¥ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢  ¢ ¯àï¬ãî áã¬¬ã ¯®¤¯à®áâà áâ¢, ¯®à®¦¤ ¥¬ëå íâ¨¬¨ ç -
áâï¬¨. � ç áâ®áâ¨, ®â¬¥â¨¬

�«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì a1, a2, . . . , an | ¡ §¨á «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L. �®£¤ 
(1) L =

⊕n
i=1 Li, £¤¥ Li = l(ai) | ¯®¤¯à®áâà áâ¢®, ¯®à®¦¤¥®¥ ¢¥ªâ®à®¬ ai

(i = 1, 2, . . . , n);
(2) ¥á«¨ ¤«ï ¥ª®â®à®£® s, 1 ≤ s < n M = l(a1, . . . , as) ¨ N = l(as+1, . . . an), â®

L = M ⊕N . ¤

�¥à¥©¤¥¬ â¥¯¥àì ª ¨§ãç¥¨î ¯®¢¥¤¥¨ï ¯®ïâ¨© «¨¥©®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¨ à §¬¥à-
®áâ¨ ¯à¨ «¨¥©ëå ®â®¡à ¦¥¨ïå «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢. �à¨¢¥¤¥¬, ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£®,
¯®çâ¨ ®ç¥¢¨¤®¥

�à¥¤«®¦¥¨¥ 9. �ãáâì ϕ : L → M | «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ «¨¥©®£® ¯à®-
áâà áâ¢  L ¢ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® M . �á«¨ á¨áâ¥¬  a1, a2, . . . , an ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®-
áâà áâ¢  L «¨¥©® § ¢¨á¨¬ , â® «¨¥©® § ¢¨á¨¬®© ï¢«ï¥âáï ¨ á¨áâ¥¬  ¨å ®¡à -
§®¢ a1ϕ, a2, ϕ . . . , anϕ. �á«¨ á¨áâ¥¬  a1, a2, . . . , an «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ ,   ®â®¡à ¦¥-
¨¥ ϕ ¨ê¥ªâ¨¢®, â® ¨ á¨áâ¥¬  a1ϕ, a2, ϕ . . . , anϕ ï¢«ï¥âáï «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®©.

� á ¬®¬ ¤¥«¥,  ¯®¬¨¬, çâ® ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2.3 ®¡à § ®â®á¨â¥«ì® ®â®¡à -
¦¥¨ï ϕ «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ ¯à®¨§¢®«ì®© á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  L à -
¢¥ «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ ®¡à §®¢ ¢¥ªâ®à®¢ íâ®© á¨áâ¥¬ë, â. ¥. ¤«ï «î¡ëå áª «ïà®¢
α1, α2, . . . , αn ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®

(α1a1 + α2a2 + · · ·+ αnan)ϕ = α1(a1ϕ) + α2(a2ϕ) + · · ·+ αn(anϕ).

�®áª®«ìªã, ª â®¬ã ¦¥, 0ϕ = 0, â® ¨§ à ¢¥áâ¢ 

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αnan = 0

á«¥¤ã¥â, à ¢¥áâ¢®
α1(a1ϕ) + α2(a2ϕ) + · · ·+ αn(anϕ) = 0,

  ¥á«¨ ϕ ¨ê¥ªâ¨¢®, â® á¯à ¢¥¤«¨¢® ¨ ®¡à â®¥. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢®§¬®¦®áâì ¥âà¨-
¢¨ «ì®£® ¢ëà ¦¥¨ï ã«¥¢®£® ¢¥ªâ®à  ¯à®áâà áâ¢  L ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã a1, a2, . . . , an

®§ ç ¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ â ª®£® ¦¥ ¢ëà ¦¥¨ï (á â¥¬¨ ¦¥ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨) ã«¥¢®£®
¢¥ªâ®à  ¯à®áâà áâ¢  M ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã a1ϕ, a2, ϕ . . . , anϕ. �á«¨ ϕ ¨ê¥ªâ¨¢®, â®
¢¥à® ¨ ®¡à â®¥: ¨§ «¨¥©®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¢â®à®© á¨áâ¥¬ë á«¥¤ã¥â «¨¥© ï § ¢¨-
á¨¬®áâì ¯¥à¢®©. ¤

� á¢ï§¨ á â®«ìª® çâ® ¤®ª § ë¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥¬ á«¥¤ã¥â § ¬¥â¨âì, çâ® ¥á«¨ ®â®¡-
à ¦¥¨¥ ϕ ¥ ï¢«ï¥âáï ¨ê¥ªâ¨¢ë¬, â® ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ L ¢á¥£¤  ¬®¦® ãª § âì «¨-
¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ãî á¨áâ¥¬ã ¢¥ªâ®à®¢, ®¡à §ë ª®â®àëå á®áâ ¢«ïîâ á¨áâ¥¬ã «¨¥©®
§ ¢¨á¨¬ãî: ¯à®áâ¥©è¨¬ â ª¨¬ ¯à¨¬¥à®¬ á«ã¦¨â á¨áâ¥¬ , á®áâ®ïé ï ¨§ ®¤®£® ¥ã-
«¥¢®£® ¢¥ªâ®à , ¢§ïâ®£® ¨§ ï¤à  ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ.
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�à¥¤«®¦¥¨¥ 10. �ãáâì ϕ : L → M | «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ «¨¥©®£® ¯à®-
áâà áâ¢  L ¢ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® M ¨ ¯ãáâì ¯à®áâà áâ¢® L n-¬¥à®. �®£¤ 
¯®¤¯à®áâà áâ¢  Im ϕ ¨ Ker ϕ ï¢«ïîâáï ª®¥ç®¬¥àë¬¨ ¨ à §¬¥à®áâì ª ¦¤®£®
¨§ ¨å ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â ç¨á«  n.

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯®áª®«ìªã Ker ϕ ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢  L, ¢
íâ®¬ á«ãç ¥ ¤®áâ â®ç® ¢á¯®¬¨âì á«¥¤áâ¢¨¥ 3 ª â¥®à¥¬¥ 3. � «¥¥, ¢¢¨¤ã á«¥¤áâ¢¨ï 2
ª â¥®à¥¬¥ 2.1 ¯®¤¯à®áâà áâ¢® Im ϕ ¯à®áâà áâ¢  M ¯®à®¦¤ ¥âáï ®¡à § ¬¨ ¢¥ªâ®à®¢
¥ª®â®à®£® ¡ §¨á  ¯à®áâà áâ¢  L, ¨ âà¥¡ã¥¬®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ® à §¬¥à®áâ¨ íâ®£®
¯®¤¯à®áâà áâ¢  ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¯.  ) â¥®à¥¬ë 3. ¤

�â¢¥à¦¤¥¨¥, áä®à¬ã«¨à®¢ ®¥ ¢ ¯à¥¤«®¦¥¨¨ 10, ¯®§¢®«ï¥â ¢¢¥áâ¨ á«¥¤ãî-
é¨¥ ç¨á«®¢ë¥ å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ «¨¥©®£® ®â®¡à ¦¥¨ï ª®¥ç®¬¥à®£® «¨¥©®£®
¯à®áâà áâ¢  ¢ ¥ª®â®à®¥ ¤àã£®¥ ¯à®áâà áâ¢®:

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 7. �ãáâì ϕ : L → M | «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ «¨¥©®£®
¯à®áâà áâ¢  L ¢ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® M , ¯à¨ç¥¬ ¯à®áâà áâ¢® L ª®¥ç®-
¬¥à®. � £®¬ ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ  §ë¢ ¥âáï à §¬¥à®áâì ®¡à §  íâ®£® ®â®¡à ¦¥-
¨ï, â. ¥. ç¨á«® dim (Im ϕ). �¥ä¥ªâ®¬ ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ  §ë¢ ¥âáï à §¬¥à®áâì ï¤à 
íâ®£® ®â®¡à ¦¥¨ï, â. ¥. ç¨á«® dim (Ker ϕ).

�«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ãâ®çï¥â ®æ¥ª¨ ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 10.
�¥®à¥¬  6. �ã¬¬  à £  ¨ ¤¥ä¥ªâ  ¯à®¨§¢®«ì®£® «¨¥©®£® ®â®¡à ¦¥¨ï ª®-

¥ç®¬¥à®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L ¢ ¥ª®â®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® M à ¢  à §-
¬¥à®áâ¨ ¯à®áâà áâ¢  L.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ϕ : L → M | «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ª®¥ç®¬¥à®£® «¨¥©-
®£® ¯à®áâà áâ¢  L ¢ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® M . �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ r à £ ®â®¡à ¦¥-
¨ï ϕ, r = dim (Im ϕ), ¨ ¢ë¡¥à¥¬ ¡ §¨á b1, b2, . . . , br ¯®¤¯à®áâà áâ¢  Im ϕ ¯à®áâà -
áâ¢  M . � ª ¦¤®£® ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ b1, b2, . . . , br (ª ª ¨ ã «î¡®£® ¢¥ªâ®à  ¨§ Im ϕ) ¨¬¥¥âáï
¯à®®¡à § ®â®á¨â¥«ì® ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ, ¨ ¯®íâ®¬ã ¤«ï ª ¦¤®£® i = 1, 2, . . . , r ¬®¦®
¢ë¡à âì ¢¥ªâ®à ai ∈ L â ª®©, çâ® aiϕ = bi. � ª ª ª á¨áâ¥¬  b1, b2, . . . , br «¨¥©® ¥§ -
¢¨á¨¬ , â® ¢¢¨¤ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 9 ¨ á¨áâ¥¬  a1, a2, . . . , ar «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ . �®íâ®¬ã
¥á«¨ A = l(a1, a2, . . . , ar) | «¨¥© ï ®¡®«®çª  á¨áâ¥¬ë a1, a2, . . . , ar, â® íâ  á¨áâ¥¬ 
ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  A ¨ ¯®â®¬ã dim A = r.

�®ª ¦¥¬, çâ® ¯à®áâà áâ¢® L ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®© áã¬¬®© ¯®¤¯à®áâà áâ¢ A ¨ Ker ϕ.
� ¬¥â¨¬ áà §ã ¦¥, çâ® â¥¬ á ¬ë¬ ¢¢¨¤ã â¥®à¥¬ë 5 ¡ã¤¥â ¤®ª § ® à ¢¥áâ¢®

dim L = dim A + dim (Ker ϕ),

¨ â ª ª ª dim A = dim (Im ϕ), ¡ã¤¥â ¤®ª § ® ¨ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë.
�ãáâì u | ¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à ¯à®áâà áâ¢  L. �®£¤  ¥£® ®¡à § uϕ ï¢«ï-

¥âáï í«¥¬¥â®¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  Im ϕ ¨ ¯®â®¬ã «¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ ¥£® ¡ -
§¨á b1, b2, . . . , br. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¨å áª «ïà®¢ β1, β2, . . . , βr ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
à ¢¥áâ¢®

uϕ = β1b1 + β2b2 + · · ·+ βrbr.
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� áá¬®âà¨¬ ¢¥ªâ®à a, à ¢ë© «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ á â¥¬¨ ¦¥ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ ¢¥ª-
â®à®¢ á¨áâ¥¬ë a1, a2, . . . , ar:

a = β1a1 + β2a2 + · · ·+ βrar.

�á®, çâ® a ∈ A. �à®¬¥ â®£®, ¨¬¥¥¬, ®ç¥¢¨¤®,

aϕ = β1(a1ϕ) + β2(a2ϕ) + · · ·+ βr(arϕ)β1b1 + β2b2 + · · ·+ βrbr = uϕ,

¨ ¯®â®¬ã â¥®à¥¬  2.2 (¨«¨ ¥¯®áà¥¤áâ¢¥ ï ¯à®¢¥àª ) £®¢®à¨â ® â®¬, çâ® ¢¥ªâ®à
c = u− a ¯à¨ ¤«¥¦¨â ï¤àã Ker ϕ ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢¥ªâ®à u à áª« -
¤ë¢ ¥âáï ¢ áã¬¬ã ¤¢ãå á« £ ¥¬ëå u = a + c, £¤¥ a ∈ A ¨ c ∈ Ker ϕ. �â¨¬ ¤®ª § ®,
çâ® L = A + Ker ϕ.

�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, çâ® ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ A ¨ Ker ϕ á®¢¯ ¤ ¥â á ã«¥-
¢ë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬. �ãáâì u | ¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à ¨§ íâ®£® ¯¥à¥á¥ç¥¨ï. �®£¤ 
u ∈ A, ¨ ¯®â®¬ã

u = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αrar

¤«ï ¯®¤å®¤ïé¨å áª «ïà®¢ α1, α2, . . . , αr. �® ¢¥ªâ®à u ¢å®¤¨â â ª¦¥ ¨ ¢ ¯®¤¯à®áâà -
áâ¢® Ker ϕ, ¨ ¯®â®¬ã ®¡à § ¥£® ®â®á¨â¥«ì® ϕ à ¢¥ ã«î. � ª ª ª

uϕ = α1(a1ϕ) + α2(a2ϕ) + · · ·+ αr(arϕ) = α1b1 + α2b2 + · · ·+ αrbr,

¯®«ãç ¥¬ à ¢¥áâ¢®
α1b1 + α2b2 + · · ·+ αrbr = 0.

�§ «¨¥©®© ¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ á¨áâ¥¬ë b1, b2, . . . , br â¥¯¥àì á«¥¤ã¥â, çâ® α1 = α2 = · · · =
αr = 0, ®âªã¤  u = 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬, A ∩ Ker ϕ = 0, ¨ ¢¢¨¤ã á«¥¤áâ¢¨ï 1 ª â¥®à¥¬¥
1.3 L = A⊕Ker ϕ. ¤

�§ íâ®© â¥®à¥¬ë á«¥¤ã¥â, çâ® «¨¥©ë¥ ®â®¡à ¦¥¨ï ª®¥ç®¬¥àëå «¨¥©ëå
¯à®áâà áâ¢ ¢¥¤ãâ á¥¡ï â ª ¦¥, ª ª ®â®¡à ¦¥¨ï ª®¥çëå ¬®¦¥áâ¢:

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �ãáâì ϕ : L → M | «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ª®¥ç®¬¥à®£®
«¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L ¢ ª®¥ç®¬¥à®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® M , ¯à¨ç¥¬
dim L = dim M . �â®¡à ¦¥¨¥ ϕ ï¢«ï¥âáï ¨ê¥ªâ¨¢ë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  ®® áîàê¥ªâ¨¢®.

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¨ê¥ªâ¨¢®áâì ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ ¢¢¨¤ã â¥®à¥¬ë 2.2 à ¢®-
á¨«ì  â®¬ã, çâ® ¥£® ï¤à® ï¢«ï¥âáï ã«¥¢ë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬, â. ¥. â®¬ã, çâ®
dim (Ker ϕ) = 0. � íâ®, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ¢¢¨¤ã â¥®à¥¬ë 6 ®§ ç ¥â, çâ®
dim (Im ϕ) = dim L = dim M , â. ¥. (á¬. á«¥¤áâ¢¨¥ 3 ª â¥®à¥¬¥ 3) L = M . ¤

�®ª § ®¥ á«¥¤áâ¢¨¥ ¤®¯ãáª ¥â à ¢®á¨«ìãî ä®à¬ã«¨à®¢ªã, ¨§¢¥áâãî ª ª ª®-
¥ç®¬¥à ï  «ìâ¥à â¨¢  �à¥¤£®«ì¬ :
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�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �ãáâì ϕ : L → M | «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ª®¥ç®¬¥à®£®
«¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L ¢ ª®¥ç®¬¥à®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® M , ¯à¨ç¥¬
dim L = dim M . �®£¤  ¢ë¯®«ï¥âáï ®¤® ¨ â®«ìª® ®¤® ¨§ á«¥¤ãîé¨å ¤¢ãå ãâ¢¥à-
¦¤¥¨©:

(1) ãà ¢¥¨¥ xϕ = b ¨¬¥¥â à¥è¥¨¥ ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  b ∈ M ;
(2) ãà ¢¥¨¥ xϕ = 0 ¨¬¥¥â å®âï ¡ë ®¤® ¥ã«¥¢®¥ à¥è¥¨¥. ¤

� § ª«îç¥¨¥ íâ®£® ¯ à £à ä  ãª ¦¥¬   ã¨¢¥àá «ìë© á¯®á®¡ ¯®áâà®¥¨ï «¨-
¥©ëå ®â®¡à ¦¥¨© ª®¥ç®¬¥àëå «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢.

�ãáâì L ¨ M | «¨¥©ë¥ ¯à®áâà áâ¢   ¤ ¯®«¥¬ K,

a1, a2, . . . , an ¨ b1, b2, . . . , bn

| ¤¢¥ á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢ L ¨ M á®®â¢¥âáâ¢¥®. �®§¨ª ¥â ¥áâ¥áâ¢¥-
ë© ¢®¯à®á, áãé¥áâ¢ã¥â «¨ «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ : L → M â ª®¥, çâ® ¤«ï «î¡®£®
i = 1, 2, . . . , n ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® aiϕ = bi. �§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 9 ¥¬¥¤«¥® á«¥¤ã¥â,
çâ® ¥á«¨ á¨áâ¥¬  a1, a2, . . . , an «¨¥©® § ¢¨á¨¬ ,   á¨áâ¥¬  b1, b2, . . . , bn ¥§ ¢¨á¨¬ ,
â® â ª®¥ «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ áãé¥áâ¢®¢ âì ¥ ¬®¦¥â. �«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¯®-
ª §ë¢ ¥â, ¢ ç áâ®áâ¨, çâ® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  á¨áâ¥¬  a1, a2, . . . , an «¨¥©® ¥§ ¢¨-
á¨¬ , â ª®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¤«ï «î¡®© á¨áâ¥¬ë b1, b2, . . . , bn.
�à¥¤«®¦¥¨¥ 11. �ãáâì L ¨ M | «¨¥©ë¥ ¯à®áâà áâ¢   ¤ ¯®«¥¬ K,
a1, a2, . . . , am | á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  L, b1, b2, . . . , bm | á¨áâ¥¬  ¢¥ª-
â®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  M . �á«¨ á¨áâ¥¬  a1, a2, . . . , am ¯®à®¦¤ ¥â ¯à®áâà áâ¢® L,
â® áãé¥áâ¢ã¥â ¥ ¡®«¥¥ ®¤®£® «¨¥©®£® ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ : L → M , â ª®£®, çâ®
¤«ï «î¡®£® i = 1, 2, . . . , m ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢® aiϕ = bi. �á«¨, ª â®¬ã ¦¥, á¨áâ¥¬ 
a1, a2, . . . , am «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬  (â.¥. ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ ¯à®áâà áâ¢  L), â® ¯à¨
«î¡ëå b1, b2, . . . , bm «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ á ãª § ë¬ á¢®©áâ¢®¬ áãé¥áâ¢ã¥â.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¥¤¯®«®¦¨¬ á ç « , çâ® ϕ ¨ ψ | ¤¢  «¨¥©ëå ®â®¡à ¦¥¨ï
¯à®áâà áâ¢  L ¢ ¯à®áâà áâ¢® M â ª¨å, çâ® ¤«ï «î¡®£® i = 1, 2, . . . , m

aiϕ = bi ¨ aiψ = bi.

�á«¨ á¨áâ¥¬  a1, a2, . . . , am ¯®à®¦¤ ¥â ¯à®áâà áâ¢® L, â® ¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à a ∈ L
¬®¦® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥ «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ a =

∑m
i=1 βiai. �®£¤ 

aϕ =
m∑

i=1
βi (aiϕ) =

m∑

i=1
βi (aiψ) = aψ.

�«¥¤®¢ â¥«ì®, ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ ¨ ψ ®¤¨ ª®¢® ¤¥©áâ¢ãîâ   ª ¦¤ë© ¢¥ªâ®à ¯à®áâà -
áâ¢  L ¨ ¯®â®¬ã ϕ = ψ.

�ãáâì â¥¯¥àì á¨áâ¥¬  a1, a2, . . . , am ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ ¯à®áâà áâ¢  L. �¯à¥¤¥«¨¬
®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ ¬®¦¥áâ¢  L ¢ ¬®¦¥áâ¢® M á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �ãáâì a =

∑m
i=1 λiai

¢ëà ¦¥¨¥ ¢¥ªâ®à  a ∈ L ¢ ¢¨¤¥ «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ á¨áâ¥¬ë a1, a2, . . . , am;
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¥âàã¤® ¢¨¤¥âì, çâ® ¢¢¨¤ã «¨¥©®© ¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ íâ®© á¨áâ¥¬ë â ª®¥ ¢ëà ¦¥¨¥
¢¥ªâ®à  a ï¢«ï¥âáï ¥¤¨áâ¢¥ë¬. �®íâ®¬ã ¯®« £ ï aϕ =

∑m
i=1 λibi, ¬ë ¯®«ãç ¥¬

¢¯®«¥ ®¯à¥¤¥«¥®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ L ¢ M .
�ëç¨á«¨¬,  ¯à¨¬¥à ®¡à § ®â®á¨â¥«ì® íâ®£® ®â®¡à ¦¥¨ï ¢¥ªâ®à  a1. �®-

áª®«ìªã a1 = 1a1 + 0a2 + · · · + 0am, â® ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á  è¨¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ ¨¬¥¥¬,
®ç¥¢¨¤®, a1ϕ = 1b1 + 0b2 + · · · + 0bm = b1. �á®, çâ® ¨ ¤«ï «î¡®£® i = 1, 2, . . . , m
®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ ¢¥ªâ®à ai ¯¥à¥¢®¤¨â ¢ ¢¥ªâ®à bi, ¨  ¬ ®áâ ¥âáï «¨èì ¯à®¢¥à¨âì ¥£®
«¨¥©®áâì. �§ï¢ ¯à®¨§¢®«ìë¥ ¢¥ªâ®àë a =

∑m
i=1 αiai ¨ b =

∑m
i=1 βiai ¯à®áâà áâ¢ 

L ¨ ¯à®¨§¢®«ìë¥ áª «ïàë α, β ∈ L, ¯®«ãç ¥¬ αa + βb =
∑m

i=1(ααi + ββi)ai ¨ ¯®â®¬ã

(αa + βb)ϕ =
m∑

i=1
(ααi + ββi)bi = α

m∑

i=1
αibi + β

m∑

i=1
βibi = α(aϕ) + β(bϕ).

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬, ¨ ¢á¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï
â¥¯¥àì ¤®ª § ë. ¤
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§ 4. ���������� ������� � ������� ���������

�����������. ������������� �������� �����������

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï â®«ìª® ª®¥ç®¬¥àë¥ «¨¥©ë¥ ¯à®áâà -
áâ¢ . �ë ã¢¨¤¨¬, çâ® § ä¨ªá¨à®¢ ¢ ¢ â ª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¥ª®â®àë© ¡ §¨á, ¬®¦®
¢¢¥áâ¨ á¢ï§ ãî á íâ¨¬ ¡ §¨á®¬ á¨áâ¥¬ã ª®®à¤¨ â   «®£¨ç® â®¬ã, ª ª íâ® ¤¥« -
¥âáï ¢ í«¥¬¥â à®© £¥®¬¥âà¨¨. � â¥¬ ¡ã¤¥â ¯®ª § ®, çâ® ª ¦¤®¬ã «¨¥©®¬ã ®â®¡-
à ¦¥¨î ®¤®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  ¢ ¤àã£®¥ ¬®¦®, § ä¨ªá¨à®¢ ¢ ¥ª®â®àë¥
¡ §¨áë íâ¨å ¯à®áâà áâ¢, á®¯®áâ ¢¨âì ¢¯®«¥ ®¯à¥¤¥«¥ãî ¬ âà¨æã. �â® ¯®§¢®«¨â
á¢®¤¨âì à¥è¥¨¥ àï¤  § ¤ ç ® ¢¥ªâ®à å ¨ «¨¥©ëå ®â®¡à ¦¥¨ïå ª á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬
§ ¤ ç ¬ ® ¯à®áâà áâ¢¥ Kn ¨ ¨á¯®«ì§®¢ âì ¢ëç¨á«¨â¥«ìë¥ ¬¥â®¤ë, à §à ¡®â ë¥
¤«ï íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ .

� ç¥¬ á ¥®¡å®¤¨¬®©  ¬ §¤¥áì ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ ã¦¥ ã¯®¬¨ ¢è¥£®áï ®ç¥¢¨¤®£®
á¢®©áâ¢  ¡ §¨á  ª®¥ç®¬¥à®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢ .

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1. �ãáâì á¨áâ¥¬  S = (e1, e2, . . . , en) ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ «¨¥©®£®
¯à®áâà áâ¢  L  ¤ ¯®«¥¬ K. �®£¤  ª ¦¤ë© ¢¥ªâ®à a ∈ L ¬®¦¥â ¡ëâì ¢ëà ¦¥
¢ ¢¨¤¥ «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ á¨áâ¥¬ë S ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬. ¤

� ¬¥â¨¬, çâ® á¯à ¢¥¤«¨¢® ¨ ®¡à â®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥. �®«¥¥ â®£®, ¬®¦® ãâ¢¥à-
¦¤ âì ¤ ¦¥, çâ® ¥á«¨ å®âï ¡ë ®¤¨ ¢¥ªâ®à «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  ®¤®§ ç® ¢ëà -
¦ ¥âáï ç¥à¥§ ¥ª®â®àãî á¨áâ¥¬ã ¥£® ¯®à®¦¤ îé¨å, â® íâ  á¨áâ¥¬  ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬
¯à®áâà áâ¢ .

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1. �ãáâì S = (e1, e2, . . . , en) | ¡ §¨á «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L  ¤
¯®«¥¬ K. �ãáâì

a = α1e1 + α2e2 + · · ·+ αnen

| (¥¤¨áâ¢¥®¥) ¢ëà ¦¥¨¥ ¢¥ªâ®à  a ∈ L ¢ ¢¨¤¥ «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ á¨áâ¥¬ë
S. �®£¤  í«¥¬¥â

(a)S = (α1, α2, . . . , αn)

¯à®áâà áâ¢  Kn  §ë¢ ¥âáï ª®®à¤¨ â®© áâà®ª®© ¢¥ªâ®à  a ¢ ¡ §¨á¥ S,   ª®¬-
¯®¥âë ¢¥ªâ®à  (a)S  §ë¢ îâáï ª®®à¤¨ â ¬¨ ¢¥ªâ®à  a ¢ íâ®¬ ¡ §¨á¥.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ª ¦¤®¬ã ¢¥ªâ®àã a ¯à®áâà áâ¢  L áâ ¢¨âáï ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥
¢¯®«¥ ®¯à¥¤¥«¥ë© í«¥¬¥â (a)S n-¬¥à®£® ª®®à¤¨ â®£® ¯à®áâà áâ¢  Kn (¢®â
¨ ®¯à ¢¤ ¨¥ ¯à¨« £ â¥«ì®£® "ª®®à¤¨ â®¥" ¢  §¢ ¨¨ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ ). �â®
á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¢¯®«¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â¥¬, çâ® à ¢¥áâ¢  a = α1e1 + α2e2 + · · · + αnen

¨ (a)S = (α1, α2, . . . , αn) à ¢®á¨«ìë. �¥ª®â®àë¥ á¢®©áâ¢  ¢¢¥¤¥®£® á®®â¢¥âáâ¢¨ï
á®¤¥à¦ âáï ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨¨.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 2. �ãáâì S = (e1, e2, . . . , en) | ¡ §¨á ¯à®áâà áâ¢  L  ¤ ¯®«¥¬
K. �â®¡à ¦¥¨¥ ϕ : L → Kn, á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ ¢¥ªâ®àã a ∈ L ¥£® ª®®à¤¨ âãî
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áâà®ªã (a)S ¢ ¡ §¨á¥ S, ¡¨¥ªâ¨¢®. �«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ a, b ∈ L ¨ «î¡®£® áª «ïà 
λ ∈ K ¨¬¥îâ ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢ 

(a + b)S = (a)S + (a)S ¨ (λa)S = λ(a)S .

�®à®ç¥ £®¢®àï, ®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬ ¯à®áâà áâ¢  L   ¯à®áâ-
à áâ¢® Kn.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¤«ï ¥ª®â®àëå ¢¥ªâ®à®¢ a, b ∈ L ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
à ¢¥áâ¢® aϕ = bϕ. �® ®¯à¥¤¥«¥¨î ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ íâ® ®§ ç ¥â, çâ® ¥á«¨

a = α1e1 + α2e2 + · · ·+ αnen ¨ b = β1e1 + β2e2 + · · ·+ βnen

| ¢ëà ¦¥¨ï íâ¨å ¢¥ªâ®à®¢ ¢ ¢¨¤¥ «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ í«¥¬¥â®¢ ¡ §¨á  S, â®

aϕ = (a)S = (α1, α2, . . . , αn), bϕ = (b)S = (β1, β2, . . . , βn)

¨ ¯®â®¬ã ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ Kn ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢®

(α1, α2, . . . , αn) = (β1, β2, . . . , βn).

�®áª®«ìªã ¤¢  ¢¥ªâ®à  ¨§ Kn à ¢ë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  à ¢ë ¨å á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¨¥ ª®¬¯®¥âë, ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï «î¡®£® i = 1, 2, . . . , n αi = βi,  
§ ç¨â a = b. �ë ¤®ª § «¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ® ®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ ¨ê¥ªâ¨¢®.

�ãáâì â¥¯¥àì (γ1, γ2, . . . , γn) | ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â ¯à®áâà áâ¢  Kn. �®« £ ï

c = γ1e1 + γ2e2 + · · ·+ γnen,

¨¬¥¥¬, ®ç¥¢¨¤®, cϕ = (c)S = (γ1, γ2, . . . , γn). �¥¬ á ¬ë¬ ¤®ª §   áîàê¥ªâ¨¢®áâì,  
§ ç¨â ¨ ¡¨¥ªâ¨¢®áâì ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ.

�®åà ïï ¢¢¥¤¥ë¥ ¢ëè¥ ®¡®§ ç¥¨ï ¤«ï ª®®à¤¨ âëå áâà®ª ¢¥ªâ®à®¢ a ¨ b,
¤ «¥¥ ¨¬¥¥¬

a + b = (α1 + β1)e1 + (α2 + β2)e2 + · · ·+ (αn + βn)en ¨
λa = (λα1)e1 + (λα2)e2 + · · ·+ (λαn)en,

®âªã¤ , ¢á¯®¬¨ ï ®¯à¥¤¥«¥¨ï ®¯¥à æ¨© ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ Kn, ¯®«ãç ¥¬

(a + b)S = (α1 + β1, α2 + β2, . . . , αn + βn) =
= (α1, α2, . . . , αn) + (β1, β2, . . . , βn) = (a)S + (b)S ¨

(λa)S = (λα1, λα2, . . . , λαn) = λ(α1, α2, . . . αn) = λ(a)S . ¤

�®áª®«ìªã ¯à¨ ¨§®¬®àä¨§¬¥ «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢ «¨¥©® § ¢¨á¨¬ ï ¨«¨ «¨-
¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ ¯¥à¥å®¤¨â ¢ «¨¥©® § ¢¨á¨¬ãî ¨«¨ «¨¥©®
¥§ ¢¨á¨¬ãî á¨áâ¥¬ã á®®â¢¥âáâ¢¥®, ¯®«ãç ¥¬ ®ç¥¢¨¤®¥
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�«¥¤áâ¢¨¥. �¨áâ¥¬  a1, a2, . . . , am ¢¥ªâ®à®¢ n-¬¥à®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L
 ¤ ¯®«¥¬ K «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®© ¢
¯à®áâà áâ¢¥ Kn ï¢«ï¥âáï á¨áâ¥¬  (a1)S , (a2)S , . . . , (am)S ¨å ª®®à¤¨ âëå áâà®ª
(¢ ¡ §¨á¥ S ¯à®áâà áâ¢  L). ¤

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢¢¥¤¥¨¥ ª®®à¤¨ â ¯®§¢®«ï¥â, ¢ ç áâ®áâ¨, ¤«ï à á¯®§ ¢ ¨ï
«¨¥©®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¤ ®© á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®¨§¢®«ì®£® n-¬¥à®£® «¨¥©-
®£® ¯à®áâà áâ¢  ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ ¢ëç¨á«¨â¥«ìë¬¨  «£®à¨â-
¬ ¬¨ ¤«ï ¯à®áâà áâ¢  Kn.

� ¯à®áâà áâ¢¥ Kn, ª ª ¨ ¢ «î¡®¬ ¤àã£®¬ ª®¥ç®¬¥à®¬ «¨¥©®¬ ¯à®áâà -
áâ¢¥, ¬®¦® ¢¢¥áâ¨ ª®®à¤¨ âë, ä¨ªá¨àãï ª ª®©{«¨¡® ¡ §¨á íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ . �à¨
íâ®¬, áà¥¤¨ ¢á¥å ¡ §¨á®¢ ¢ë¤¥«ï¥âáï áâ ¤ àâë© ¡ §¨á ¯à®áâà áâ¢  Kn. � ¯®¬¨¬,
çâ® áâ ¤ àâë¬ (¨«¨ ¥áâ¥áâ¢¥ë¬) ¡ §¨á®¬ ¯à®áâà áâ¢  Kn ¬ë  §¢ «¨ á¨áâ¥¬ã
S ¢¥ªâ®à®¢ ¢¨¤ 

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0, 0)
e2 = (0, 1, 0, . . . , 0, 0)
e3 = (0, 0, 1, . . . , 0, 0)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

en−1 = (0, 0, 0, . . . , 1, 0)
en = (0, 0, 0, . . . , 0, 1).

�á«¨ a = (α1, α2, . . . , αn) | ¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à ¯à®áâà áâ¢  Kn, â® ®ç¥¢¨¤®¥
à ¢¥áâ¢®

a = α1e1 + α2e2 + · · ·+ αnen

£®¢®à¨â ® â®¬, çâ®
(a)S = (α1, α2, . . . , αn) = a.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ª®®à¤¨ â ï áâà®ª  ¯à®¨§¢®«ì®£® ¢¥ªâ®à  a ¯à®áâà áâ¢  Kn, ¢ë-
ç¨á«¥ ï ¢ áâ ¤ àâ®¬ ¡ §¨á¥ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ , á®¢¯ ¤ ¥â á á ¬¨¬ ¢¥ªâ®à®¬ a.

�ëç¨á«¥¨¥ ª®®à¤¨ â®© áâà®ª¨ ¢¥ªâ®à  § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ¡ §¨á  ¯à®áâà -
áâ¢ . �®á¬®âà¨¬, ª ª ¨§¬¥¨âáï ª®®à¤¨ â ï áâà®ª  ¢¥ªâ®à  ¯à¨ ¨§¬¥¥¨¨ ¡ §¨á .

�ãáâì S = (e1, e2, . . . , en) ¨ S′ = (e′1, e′2, . . . , e′n) | ¤¢  ¡ §¨á  «¨¥©®£® ¯à®áâà -
áâ¢  L  ¤ ¯®«¥¬ K. � ©¤¥¬ ¢ëà ¦¥¨ï ¢¥ªâ®à®¢ ¢â®à®£® ¡ §¨á  ¢ ¢¨¤¥ «¨¥©®©
ª®¬¡¨ æ¨¨ ¯¥à¢®£®:

e′1 = τ11e1 + τ12e2 + · · ·+ τ1nen

e′2 = τ21e1 + τ22e2 + · · ·+ τ2nen

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

e′n = τn1e1 + τn2e2 + · · ·+ τnnen
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� âà¨æã

T =




τ11 τ12 . . . τ1n

τ21 τ22 . . . τ2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
τn1 τn2 . . . τnn


 ,

á®áâ ¢«¥ãî ¨§ ª®íää¨æ¨¥â®¢ íâ¨å à §«®¦¥¨©, ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¬ âà¨æ¥© ¯¥à¥-
å®¤  ®â ¡ §¨á  S ª ¡ §¨áã S′. �®ç¥¥ £®¢®àï, ¬ë ¯à¨¨¬ ¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥:

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2. �ãáâì S ¨ S′ | ¤¢  ¡ §¨á  n-¬¥à®£® ¯à®áâà áâ¢  L. � âà¨-
æ¥© ¯¥à¥å®¤  ®â á¨áâ¥¬ë ª®®à¤¨ â ¢ ¡ §¨á¥ S ª á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨ â ¢ ¡ §¨á¥ S′

 §ë¢ ¥âáï n × n-¬ âà¨æ , áâà®ª ¬¨ ª®â®à®© á«ã¦ â ª®®à¤¨ âë¥ áâà®ª¨ á®-
®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¢¥ªâ®à®¢ ¡ §¨á  S′, ¢ëç¨á«¥ë¥ ¢ ¡ §¨á¥ S.

�®åà ïï ¢á¥ ®¡®§ ç¥¨ï, ¯à¥¤è¥áâ¢ãîé¨¥ ®¯à¥¤¥«¥¨î 2, ¢¢¥¤¥¬ ¥é¥ ®¡®§ -
ç¥¨ï ¤«ï ª®®à¤¨ âëå áâà®ª ¢ ¡ §¨á å S ¨ S′ ¢¥ªâ®à  a ∈ L:

(a)S = (α1, α2, . . . , αn), (a)S′ = (β1, β2, . . . , βn).

�â® ®§ ç ¥â, çâ®

a =
n∑

i=1
αiei ¨ a =

n∑

i=1
βie

′
i.

�®áª®«ìªã, ª â®¬ã ¦¥, ¤«ï ª ¦¤®£® i = 1, 2, . . . , n e′i =
∑n

j=1 τijej , ¨¬¥¥¬

a =
n∑

i=1
βie

′
i =

n∑

i=1
βi




n∑

j=1
τijej


 =

n∑

i=1

n∑

j=1
βiτijej =

n∑

j=1

n∑

i=1
βiτijej =

n∑

j=1

(
n∑

i=1
βiτij

)
ej .

� á¨«ã ®¤®§ ç®áâ¨ ¢ëà ¦¥¨ï ¢¥ªâ®à  a ¢ ¢¨¤¥ «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ á¨áâ¥¬ë S,
®âáî¤  ¯®«ãç ¥¬ à ¢¥áâ¢ 

αj =
n∑

i=1
βiτij (j = 1, 2, . . . , n).

�â  á¨áâ¥¬  à ¢¥áâ¢ ®§ ç ¥â, çâ® ¬ âà¨æ  { áâà®ª  (α1 α2 . . . αn) à ¢  ¯à®¨§¢¥¤¥-
¨î ¬ âà¨æë { áâà®ª¨ (β1 β2 . . . βn)   ¬ âà¨æã T :

(α1 α2 . . . αn) = (β1 β2 . . . βn) · T.

� ª¨¬ ®¡à §®¬,  ¬¨ ¤®ª § ®
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�à¥¤«®¦¥¨¥ 3. �ãáâì S ¨ S′ | ¤¢  ¡ §¨á  ¯à®áâà áâ¢  L ¨ T | ¬ âà¨æ 
¯¥à¥å®¤  ®â á¨áâ¥¬ë ª®®à¤¨ â ¢ ¡ §¨á¥ S ª á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨ â ¢ ¡ §¨á¥ S′. �®£¤ 
¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  a ∈ L ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢® (a)S = (a)S′ · T . ¤

�â¨¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥¬ ¨ ¢ëà ¦ ¥âáï á¢ï§ì ¬¥¦¤ã ª®®à¤¨ âë¬¨ áâà®ª ¬¨ ¢¥ª-
â®à  ¢ "áâ à®¬" ¨ "®¢®¬" ¡ §¨á å: ¥á«¨ íâ¨ áâà®ª¨ ¨â¥à¯à¥â¨à®¢ âì ª ª ¬ âà¨æë,
â® ª®®à¤¨ â ï áâà®ª  ¢¥ªâ®à  a ∈ L ¢ áâ à®¬ ¡ §¨á¥ à ¢  ¯à®¨§¢¥¤¥¨î ª®®à¤¨-
 â®© áâà®ª¨ íâ®£® ¢¥ªâ®à  ¢ ®¢®¬ ¡ §¨á¥   ¬ âà¨æã ¯¥à¥å®¤ .

�«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® ¢ àï¤¥ ãç¥¡ëå ¯®á®¡¨© ¯® «¨¥©®©  «£¥¡à¥ ¬ âà¨æ¥©
¯¥à¥å®¤  ®â ¡ §¨á  S ª ¡ §¨áã S′  §ë¢ îâ ¬ âà¨æã, áâà®ª¨ ª®â®à®© ï¢«ïîâáï ª®-
®à¤¨ âë¬¨ áâà®ª ¬¨ ¢¥ªâ®à®¢ ¡ §¨á  áâ à®£® S, ¢ëç¨á«¥ë¬¨ ¢ ®¢®¬ ¡ §¨á¥
S′. �à¨ â ª®¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ ¢ ¯à¥¤«®¦¥¨¨ 3 á«¥¤ã¥â ¯®¬¥ïâì ¬¥áâ ¬¨ áâà®ª¨ (a)S

¨ (a)S′ . �¯à®ç¥¬, ¬ë á¥©ç á ¯®©¬¥¬, çâ® ¯à¨ íâ®¬  è  ¬ âà¨æ  ¯¥à¥å®¤  ¯à®áâ®
§ ¬¥¨âáï   ®¡à âãî ª ¥©.

�®åà ïï ¯®¯à¥¦¥¬ã ¢á¥ ¯à¥¤ë¤ãé¨¥ ®¡®§ ç¥¨ï, à áá¬®âà¨¬ ¥é¥ ¬ âà¨æã R
¯¥à¥å®¤  ( ¢ á¬ëá«¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï 2) ®â ¡ §¨á  S′ ª ¡ §¨áã S. �®£¤  ¯® ¯à¥¤«®¦¥¨î 3
¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  a ∈ L  àï¤ã á à ¢¥áâ¢®¬ (a)S = (a)S′ · T ¤®«¦® ¢ë¯®«ïâìáï
à ¢¥áâ¢® (a)S′ = (a)S ·R. �âáî¤ 

(a)S = (a)S′ · T = ((a)S ·R) · T = (a)S · (RT ) .

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  a ∈ L ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® (a)S · (RT ) = (a)S =
(a)S · E (£¤¥ E | ¥¤¨¨ç ï ¬ âà¨æ ). � ª ª ª ¯à¨ íâ®¬ (a)S ¬®¦¥â ¡ëâì «î¡ë¬
í«¥¬¥â®¬ ¯à®áâà áâ¢  Kn, ®âáî¤ , ª ª ¨§¢¥áâ®, á«¥¤ã¥â à ¢¥áâ¢® RT = E,  
íâ® ®§ ç ¥â, çâ® ¬ âà¨æ  T ®¡à â¨¬  ¨ R = T−1. �ë ¯à¨å®¤¨¬ ª á«¥¤ãîé¥¬ã
ãâ¢¥à¦¤¥¨î:
�à¥¤«®¦¥¨¥ 4. �ãáâì S ¨ S′ | ¤¢  ¡ §¨á  ¯à®áâà áâ¢  L ¨ T | ¬ âà¨æ  ¯¥à¥-
å®¤  ®â ¡ §¨á  S ª ¡ §¨áã S′. �®£¤  ¬ âà¨æ  T ®¡à â¨¬  ¨ ®¡à â ï ª ¥© ¬ âà¨æ 
T−1 á«ã¦¨â ¬ âà¨æ¥© ¯¥à¥å®¤  ®â ¡ §¨á  S′ ª ¡ §¨áã S. �«ï «î¡®© ®¡à â¨¬®©
¬ âà¨æë U (¯®¤å®¤ïé¥£® ¯®àï¤ª ) ¨ «î¡®£® ¡ §¨á  S ¯à®áâà áâ¢  L áãé¥áâ¢ã¥â
¡ §¨á S′′ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢  â ª®©, çâ® U ï¢«ï¥âáï ¬ âà¨æ¥© ¯¥à¥å®¤  ®â ¡ §¨á 
S ª ¡ §¨áã S′′.

�®ª § â¥«ìáâ¢  âà¥¡ã¥â «¨èì ¯®á«¥¤¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥. �ãáâì U = (υij) ¨ S =
(e1, e2, . . . , en). �«ï ª ¦¤®£® i = 1, 2, . . . , n ¯®« £ ¥¬

e′′i =
n∑

j=1
υijej .

�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¯®«ãç¥ ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ S′′ = (e′′1 , e′′2 , . . . , e′′n) «¨¥©®
¥§ ¢¨á¨¬ . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢¢¨¤ã á«¥¤áâ¢¨ï ª ¯à¥¤«®¦¥¨î 2 ¤«ï íâ®£® ¤®áâ â®ç®
ã¡¥¤¨âìáï ¢ «¨¥©®© ¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ á¨áâ¥¬ë (e′′1)S , (e′′2)S , . . . , (e′′n)S ª®®à¤¨ âëå
áâà®ª ¢¥ªâ®à®¢ á¨áâ¥¬ë S′′. �® á¨áâ¥¬  (e′′1)S , (e′′2)S , . . . , (e′′n)S á®¢¯ ¤ ¥â á á¨áâ¥¬®©
áâà®ª ¬ âà¨æë U , ¨ ¥¥ «¨¥© ï ¥§ ¢¨á¨¬®áâì á«¥¤ã¥â ¨§ ®¡à â¨¬®áâ¨ íâ®© ¬ âà¨æë.
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� ª ª ª ç¨á«® ¢¥ªâ®à®¢ á¨áâ¥¬ë S′′ á®¢¯ ¤ ¥â á à §¬¥à®áâìî ¯à®áâà áâ¢  L,
íâ  á¨áâ¥¬  ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ ¯à®áâà áâ¢  L. �ç¥¢¨¤®, çâ® ¬ âà¨æ  U ï¢«ï¥âáï
¬ âà¨æ¥© ¯¥à¥å®¤  ®â ¡ §¨á  Sª ¡ §¨áã S′′. ¤

�¥à¥©¤¥¬ â¥¯¥àì ª ¯®áâà®¥¨î ¬ âà¨æë «¨¥©®£® ®â®¡à ¦¥¨ï. �ãáâì L ¨ M
| «¨¥©ë¥ ¯à®áâà áâ¢   ¤ ¯®«¥¬ K ¨ ϕ | «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢ 
L ¢ ¯à®áâà áâ¢® M . �¨ªá¨àã¥¬ ¥ª®â®àë© ¡ §¨á S = (a1, a2, . . . , am) ¯à®áâà áâ¢  L
¨ ¥ª®â®àë© ¡ §¨á S′ = (b1, b2, . . . , bn) ¯à®áâà áâ¢  M . �ëà §¨¬ ®¡à § ®â®á¨â¥«ì®
®â®¡à ¦¥¨ï ϕ ª ¦¤®£® ¢¥ªâ®à  ai ¨§ ¡ §¨á  S ¢ ¢¨¤¥ «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ á¨áâ¥¬ë
S′:

a1ϕ = α11b1 + α12b2 + · · ·+ α1nbn

a2ϕ = α21b1 + α22b2 + · · ·+ α2nbn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

amϕ = αm1b1 + αm2b2 + · · ·+ αmnbn.

�â® ®§ ç ¥â, çâ® ª®®à¤¨ âë¥ áâà®ª¨ ¢ ¡ §¨á¥ S′ ®¡à §®¢ ¢¥ªâ®à®¢ ¨§ á¨áâ¥¬ë S
¨¬¥îâ ¢¨¤

(aiϕ)S′ = (αi1, αi2, . . . , αin) (i = 1, 2, . . . , m).
�®£¤  ¬ âà¨æ 

Aϕ =




α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
αm1 αm2 . . . αmn


 ,

á®áâ ¢«¥ ï ¨§ ª®¬¯®¥â íâ¨å ª®®à¤¨ âëå áâà®ª, ¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï ¬ âà¨æ¥©
®â®¡à ¦¥¨ï ϕ ¢ ¡ §¨á å S ¨ S′. �®ç¥¥ £®¢®àï, ¬ë ¯à¨¨¬ ¥¬ á«¥¤ãîé¥¥
�¯à¥¤¥«¥¨¥ 3. � âà¨æ¥© «¨¥©®£® ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ m-¬¥à®£® «¨¥©®£®
¯à®áâà áâ¢  L ¢ n-¬¥à®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® M , ¢ëç¨á«¥®© ¢ ¡ §¨á å S
¨ S′ ¯à®áâà áâ¢ L ¨ M á®®â¢¥âáâ¢¥®,  §ë¢ ¥âáï m×n-¬ âà¨æ , áâà®ª ¬¨
ª®â®à®© ï¢«ïîâáï ª®®à¤¨ âë¥ áâà®ª¨ ®¡à §®¢ ®â®á¨â¥«ì® ϕ á®®â¢¥âáâ¢ãî-
é¨å ¢¥ªâ®à®¢ ¡ §¨á  S, ¢ëç¨á«¥ë¥ ¢ ¡ §¨á¥ S′.

� âà¨æ¥© «¨¥©®£® ®¯¥à â®à  ϕ m-¬¥à®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L, ¢ë-
ç¨á«¥®© ¢ ¡ §¨á¥ S íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ ,  §ë¢ ¥âáï m×m-¬ âà¨æ , áâà®ª ¬¨
ª®â®à®© ï¢«ïîâáï ª®®à¤¨ âë¥ áâà®ª¨ ®¡à §®¢ ®â®á¨â¥«ì® ϕ á®®â¢¥âáâ¢ãî-
é¨å ¢¥ªâ®à®¢ ¡ §¨á  S, ¢ëç¨á«¥ë¥ ¢ íâ®¬ ¦¥ ¡ §¨á¥ ¯à®áâà áâ¢  L.

� áá¬®âà¨¬ ¥áª®«ìª® ¯à¨¬¥à®¢.
1. �ãáâì L = R3, M = R2 ¨ ®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ : L → M ¯¥à¥¢®¤¨â ¢¥ªâ®à a =

(α1, α2, α3) ¨§ L ¢ ¢¥ªâ®à aϕ = (α1 + α2, α2 + α3). �¨¥©®áâì íâ®£® ®â®¡à ¦¥¨ï
¯à®¢¥àï¥âáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®. �ëç¨á«¨¬ ¥£® ¬ âà¨æã ¢ áâ ¤ àâëå ¡ §¨á å S =
(e1, e2, e3) ¨ S′ = (f1, f2) ¤ ëå ¯à®áâà áâ¢ (£¤¥,  ¯®¬¨¬,

e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) ¨ f1 = (1, 0), f2 = (0, 1)).
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�¥¯®áà¥¤áâ¢¥ë¥ ¢ëç¨á«¥¨ï ¤ îâ

e1ϕ = (1, 0) = 1 f1 + 0 f2,

e2ϕ = (1, 1) = 1 f1 + 1 f2,

e3ϕ = (0, 1) = 0 f1 + 1 f2.

�®íâ®¬ã ¬ âà¨æ¥© ®â®¡à ¦¥¨ï ¢ íâ¨å ¡ §¨á å ¡ã¤¥â ¬ âà¨æ 

Aϕ =




1 0
1 1
0 1


 .

2. � ¯à®áâà áâ¢¥ V 2 ¢ë¡¥à¥¬ ¡ §¨á, á®áâ®ïé¨© ¨§ ¤¢ãå ¢§ ¨¬® ¯¥à¯¥¤¨ªã-
«ïàëå ®âà¥§ª®¢ e1 ¨ e2 ®¤¨ ª®¢®© ¤«¨ë, ¯à¨ç¥¬ ¯à¨ ¯®¢®à®â¥ ¯«®áª®áâ¨ ¯à®â¨¢
ç á®¢®© áâà¥«ª¨   ã£®«, à ¢ë© π

2 , ®âà¥§®ª e1 ¯¥à¥å®¤¨â ¢ ®âà¥§®ª e2,   ®âà¥§®ª e2 |
¢ ®âà¥§®ª −e1. �®íâ®¬ã ¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  ϕ, á®¢¯ ¤ îé¥£® á íâ¨¬ ¯®¢®à®â®¬, ¨¬¥¥â
¢¨¤ Aϕ =

(
0 1
−1 0

)
. �ãáâì ¥é¥ ψ ®¡®§ ç ¥â ®¯¥à â®à, ¯¥à¥¢®¤ïé¨© ¯à®¨§¢®«ìë©

¢¥ªâ®à a ∈ V 2 ¢ ¥£® ®àâ®£® «ìãî ¯à®¥ªæ¨î   ¯àï¬ãî, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ãî ®âà¥§ª®¬ e1.
�®£¤  e1ψ = e1, e2ψ = 0 ¨ ¯®â®¬ã Aψ =

(
1 0
0 0

)
.

3. �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï ¯à®áâà áâ¢  L = R3[x]. �®£¤  ¢
¡ §¨á¥ 1, x, x2, x3 íâ®£® ¯à®áâà áâ¢  ¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  ϕ ¨¬¥¥â ¢¨¤

Aϕ =




0 0 0 0
1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0


 .

�à¥¤«®¦¥¨¥ 5. �ãáâì L ¨ M | «¨¥©ë¥ ¯à®áâà áâ¢  á ¡ §¨á ¬¨ S ¨ S′ á®®â-
¢¥âáâ¢¥®, ϕ : L → M | «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ¨ Aϕ | ¬ âà¨æ  ®â®¡à ¦¥¨ï
ϕ ¢ ¡ §¨á å S ¨ S′. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  a ∈ L ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®

(aϕ)S′ = (a)SAϕ.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¢¥¤¥¬ ®¡®§ ç¥¨ï ¤«ï ¤ ëå ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ¯à¥¤«®¦¥¨ï
®¡ê¥ªâ®¢. �ãáâì S = (a1, a2, . . . , am), S′ = (b1, b2, . . . , bn) ¨ Aϕ = (αij). �®£¤  ¯® ®¯à¥-
¤¥«¥¨î ¬ âà¨æë ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ ¨¬¥¥¬

aiϕ =
n∑

j=1
αijbj (i = 1, 2, . . . ,m).
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�ãáâì a | ¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à ¯à®áâà áâ¢  L ¨ a =
∑m

i=1 βiai | ¥£® ¢ëà ¦¥¨¥ ¢
¢¨¤¥ «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ á¨áâ¥¬ë S, â ª çâ® (a)S = (β1 β2 . . . βm). �®£¤ 

aϕ =
m∑

i=1
βi (aiϕ) =

m∑

i=1
βi




n∑

j=1
αijbj


 =

m∑

i=1

n∑

j=1
(βiαij)bj =

n∑

j=1

m∑

i=1
(βiαij)bj =

n∑

j=1

(
m∑

i=1
βiαij

)
bj .

�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ®

(aϕ)S′ = (
m∑

i=1
βiαi1,

m∑

i=1
βiαi2, . . . ,

m∑

i=1
βiαin) = (β1 β2 . . . βm) ·Aϕ = (a)SAϕ,

¨ ¯à¥¤«®¦¥¨¥ ¤®ª § ®. ¤
�à¥¤«®¦¥¨¥ 5 ãª §ë¢ ¥â   ¯®«¥§®áâì ¢¢¥¤¥¨ï ¬ âà¨æë «¨¥©®£® ®â®¡à ¦¥-

¨ï: ¢ëç¨á«¥¨¥ ®¡à §  ¤ ®£® ¢¥ªâ®à  ¨«¨, çâ® ¯à ªâ¨ç¥áª¨ â® ¦¥ á ¬®¥, | ¥£®
ª®®à¤¨ â®© áâà®ª¨ á¢®¤¨âáï ª ã¬®¦¥¨î á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¬ âà¨æ. �ãáâì,  ¯à¨-
¬¥à, ϕ | ®¯¥à â®à ¨§ ¯à¨¬¥à  3 ¢ëè¥. �ãáâì f(x) = x3 − 4x + 2 | ¤ ë© í«¥¬¥â
¯à®áâà áâ¢  L = R3[x]. �®£¤  ¥£® ª®®à¤¨ â ï áâà®ª  ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¬ ¡ §¨á¥ S
¯à®áâà áâ¢  L ¨¬¥¥â ¢¨¤ (f(x))S = (2,−4, 0, 1). � ª ª ª

(2 − 4 0 1) ·




0 0 0 0
1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0


 = (−4 0 3 0),

ª®®à¤¨ â ï áâà®ª  ¥£® ®¡à §  ®â®á¨â¥«ì® à ¢  (−4, 0, 3, 0), ¨ ¯®â®¬ã ®¡à §®¬ ®â-
®á¨â¥«ì® ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ ¬®£®ç«¥  f(x), â.¥. ¥£® ¯à®¨§¢®¤®©, ï¢«ï¥âáï ¬®£®ç«¥
3x2 − 4.

�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, çâ® ¤¥©áâ¢¨ï¬ á «¨¥©ë¬¨ ®â®¡à ¦¥¨ï¬¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¤¥©-
áâ¢¨ï á ¬ âà¨æ ¬¨, ¯®¤®¡® â®¬ã, ª ª ®¯¥à æ¨ï¬   ¬®¦¥áâ¢¥ ¢¥ªâ®à®¢ á®®â¢¥âáâ¢®-
¢ «¨ ®¯¥à æ¨¨ á ª®®à¤¨ âë¬¨ áâà®ª ¬¨ ¢¥ªâ®à®¢. �«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ï¢«ï-
¥âáï   «®£®¬ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2.
�à¥¤«®¦¥¨¥ 6. �ãáâì L ¨ M | «¨¥©ë¥ ¯à®áâà áâ¢   ¤ ¯®«¥¬ K, ¨¬¥îé¨¥
à §¬¥à®áâì m ¨ n á®®â¢¥âáâ¢¥®, S | ¡ §¨á ¯à®áâà áâ¢  L ¨ S′ | ¡ §¨á ¯à®-
áâà áâ¢  M . �â®¡à ¦¥¨¥ θ : L(L,M) → Mmn(K), á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ «¨¥©®¬ã
®â®¡à ¦¥¨î ϕ : L → M ¥£® ¬ âà¨æã Aϕ ¢ ¡ §¨á å S ¨ S′, ï¢«ï¥âáï ¡¨¥ªâ¨¢ë¬.
�à®¬¥ â®£®, ¤«ï «î¡ëå ϕ,ψ ∈ L(L, M) ¨ α ∈ K ¢ë¯®«ïîâáï à ¢¥áâ¢ 

Aϕ+ψ = Aϕ + Aψ ¨ Aαϕ = αAϕ.
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� ç¥ £®¢®àï, ®â®¡à ¦¥¨¥ θ ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢ 
L(L,M)   «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® Mmn(K).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì S = (a1, a2, . . . , am) ¨ S′ = (b1, b2, . . . , bn). �á«¨ θ-®¡à §ë
®â®¡à ¦¥¨© ϕ ¨ ψ ¨§ ¯à®áâà áâ¢  L(L,M) á®¢¯ ¤ îâ, â.¥. à ¢ë ¬ âà¨æë Aϕ

¨ Aψ, â® à ¢ë¬¨ ï¢«ïîâáï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ áâà®ª¨ íâ¨å ¬ âà¨æ. �«¥¤®¢ â¥«ì®,
(aiϕ)S′ = (aiψ)S′ ¤«ï ¢á¥å i = 1, 2, . . . , m. �§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2 â¥¯¥àì á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï
ª ¦¤®£® i ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® aiϕ = aiψ,   íâ® ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.11 ®§ ç ¥â,
çâ® ϕ = ψ. �ë ¤®ª § «¨, çâ® ®â®¡à ¦¥¨¥ θ ¨ê¥ªâ¨¢®.

�ãáâì, ¤ «¥¥, B = (βij) | ¯à®¨§¢®«ì ï ¬ âà¨æ  ¨§ ¯à®áâà áâ¢  Mmn(K). �¯à¥-
¤¥«¨¬ ¢¥ªâ®àë c1, c2, . . . , cm ¯à®áâà áâ¢  M , ¯®« £ ï

ci =
n∑

j=1
βijbj (i = 1, 2, . . . , m).

�¢¨¤ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.11 áãé¥áâ¢ã¥â «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ ∈ L(L, M) â ª®¥, çâ®
¤«ï «î¡®£® i = 1, 2, . . . , m ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® aiϕ = ci. � ª ª ª ª®®à¤¨ â ï
áâà®ª  (ciϕ)S′ = (βi1, βi2, . . . , βin) ®¡à §  ®â®á¨â¥«ì® ϕ ¢¥ªâ®à  ai á®¢¯ ¤ ¥â á á®®â-
¢¥âáâ¢ãîé¥© áâà®ª®© ¬ âà¨æë B, íâ  ¬ âà¨æ  ¨ ï¢«ï¥âáï ¬ âà¨æ¥© ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ ¢
¡ §¨á å S ¨ S′, â.¥. ϕθ = B . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤®ª §   ¨ áîàê¥ªâ¨¢®áâì ®â®¡à ¦¥¨ï
θ.

�§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 5 á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï «î¡ëå ®â®¡à ¦¥¨© ϕ,ψ ∈ L(L, M) ¨ «î¡®£®
¢¥ªâ®à  a ∈ L ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢®

(a(ϕ + ψ))S′ = (a)SAϕ+ψ.

� ª ª ª, á ¤àã£®© áâ®à®ë,

(a(ϕ + ψ))S′ = (aϕ + aψ)S′ = (aϕ)S′ + (aψ)S′ =
(a)SAϕ + (a)SAψ = (a)S(Aϕ + Aψ),

¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  a ∈ L,   ¯®â®¬ã ¨ ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  (a)S

¯à®áâà áâ¢  Km ¢ë¯®«ï¥âáï à ¢¥áâ¢®

(a)S(Aϕ+ψ) = (a)S(Aϕ + Aψ.

�®íâ®¬ã ¬ âà¨æë Aϕ+ψ ¨ Aϕ + Aψ á®¢¯ ¤ îâ. � ¢¥áâ¢® Aαϕ = αAϕ ¤®ª §ë¢ ¥âáï
  «®£¨ç®. ¤

� ¤®¯®«¥¨¥ ª ¯à¥¤«®¦¥¨î 6 § ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢ãå «¨¥©ëå
®â®¡à ¦¥¨© ®¯à¥¤¥«¥®, â® ¨ ¬ âà¨æ  ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¢ ¯®¤å®¤ïé¨å ¡ §¨á å ¡ã¤¥â
¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ¬ âà¨æ á®¬®¦¨â¥«¥©. �®«¥¥ â®ç®, ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
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�à¥¤«®¦¥¨¥ 7. �ãáâì ϕ : L → M ¨ ψ : M → N | «¨¥©ë¥ ®â®¡à ¦¥¨ï.
�ãáâì S, S′ ¨ S′′ | ä¨ªá¨à®¢ ë¥ ¡ §¨áë «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢ L, M ¨ N á®-
®â¢¥âáâ¢¥®, A | ¬ âà¨æ  ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ ¢ ¡ §¨á å S ¨ S′ , B | ¬ âà¨æ 
®â®¡à ¦¥¨ï ψ ¢ ¡ §¨á å S′ ¨ S′′ ¨ C | ¬ âà¨æ  ®â®¡à ¦¥¨ï ϕψ ¢ ¡ §¨á å S ¨
S′′. �®£¤  C = AB.

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ¢¥ªâ®à  a ∈ L ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 5 ¨¬¥¥¬

(aϕ)S′ = (a)SA, ((aϕ)ψ)S′′ = (aϕ)S′B ¨ (a(ϕψ))S′′ = (a)SC,

®âªã¤  ¢¢¨¤ã à ¢¥áâ¢  a(ϕψ) = a(ϕ)ψ ¯®«ãç ¥¬

(a)SC = (aϕ)S′B = ((a)SA)B = (a)S(AB).

�âáî¤ , ª ª ¨ ¯à¥¦¤¥, á«¥¤ã¥â, çâ® C = AB. ¤
� ¯®¬¨¬, çâ® ¬®¦¥áâ¢® L(L) ¢á¥å ®¯¥à â®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  L ï¢«ï¥âáï «¨¥©-

®©  «£¥¡à®© â ª ¦¥, ª ª ¨ ¬®¦¥áâ¢® Mn(K) ¢á¥å ª¢ ¤à âëå ¬ âà¨æ ¯®àï¤ª  n  ¤
¯®«¥¬ K. �â¨  «£¥¡àë ®ª §ë¢ îâáï ¨§®¬®àäë¬¨ ¢ á¬ëá«¥ á«¥¤ãîé¥£® ¥áâ¥áâ¢¥-
®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï:
�¯à¥¤¥«¥¨¥ 4. �ãáâì A ¨ B | «¨¥©ë¥  «£¥¡àë  ¤ ¯®«¥¬ K. �â®¡à ¦¥¨¥
ϕ : A → B  §ë¢ ¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬  «£¥¡àë A    «£¥¡àã B, ¥á«¨ ϕ ï¢«ï¥âáï ¨§®-
¬®àä¨§¬®¬ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  A   «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® B (â.¥. ϕ «¨¥©®
¨ ¡¨¥ªâ¨¢®) ¨ ¤«ï «î¡ëå í«¥¬¥â®¢ a, b ∈ A ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢® (ab)ϕ = aϕ bϕ.
�«£¥¡àë A ¨ B  §ë¢ îâáï ¨§®¬®àäë¬¨, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¨§®¬®àä¨§¬ A   B.

�§ ¯à¥¤«®¦¥¨© 6 ¨ 7 ¯®«ãç ¥¬ ®ç¥¢¨¤®¥
�«¥¤áâ¢¨¥. �«ï «î¡®£® n-¬¥à®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L  ¤ ¯®«¥¬ K ®â®¡-
à ¦¥¨¥ θ, ®¯à¥¤¥«¥®¥ ¢ ¯à¥¤«®¦¥¨¨ 6, ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬  «£¥¡àë L(L)  
 «£¥¡àã Mn(K).

� ¯à¥¤«®¦¥¨ïå 6 ¨ 7 ãáâ ®¢«¥  á¢ï§ì ¬¥¦¤ã ®¯¥à æ¨ï¬¨   ¬®¦¥áâ¢¥ «¨-
¥©ëå ®â®¡à ¦¥¨© á ®¯¥à æ¨ï¬¨   ¬®¦¥áâ¢¥ ¬ âà¨æ. �é¥ ®¤  á¢ï§ì ¬¥¦¤ã
«¨¥©ë¬¨ ®â®¡à ¦¥¨ï¬¨ ¨ ¨å ¬ âà¨æ ¬¨ á®¤¥à¦¨âáï ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨¨:
�à¥¤«®¦¥¨¥ 8. � £ «¨¥©®£® ®â®¡à ¦¥¨ï à ¢¥ à £ã ¥£® ¬ âà¨æë.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ϕ | «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢  L ¢ ¯à®áâà áâ¢®
M ¨ Aϕ | ¬ âà¨æ  íâ®£® ®â®¡à ¦¥¨ï ¢ ¡ §¨á å S ¨ S′ ¯à®áâà áâ¢ L ¨ M á®®â¢¥â-
áâ¢¥®. �ãáâì S = (a1, a2, . . . , am). � £ ¬ âà¨æë Aϕ à ¢¥ à £ã á¨áâ¥¬ë ¥¥ áâà®ª,
â.¥. à £ã á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢

(a1ϕ)S′ , (a2ϕ)S′ , . . . , (amϕ)S′

¯à®áâà áâ¢  Kn (£¤¥ n = dim M). � ª ª ª ®â®¡à ¦¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢  M   ¯à®áâà -
áâ¢® Kn, á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ ¯à®¨§¢®«ì®¬ã ¢¥ªâ®àã ¥£® ª®®à¤¨ âãî áâà®ªã, ï¢«ï¥âáï
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¨§®¬®àä¨§¬®¬ ¨ ¯®â®¬ã á®åà ï¥â à £ ¯à®¨§¢®«ì®© á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢, à £ ¬ â-
à¨æë Aϕ à ¢¥ à £ã á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢

a1ϕ, a2ϕ, . . . , amϕ

¯à®áâà áâ¢  M . � â ª ª ª íâ  ¯®á«¥¤ïï ï¢«ï¥âáï á¨áâ¥¬®© ¯®à®¦¤ îé¨å ¯®¤¯à®-
áâà áâ¢  Im ϕ ¯à®áâà áâ¢  M , â® ¥¥ à £ á®¢¯ ¤ ¥â á à §¬¥à®áâìî íâ®£® ¯®¤¯à®-
áâà áâ¢ , â.¥. | á à £®¬ ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ. ¤

�ëè¥ ¢® ¢á¥å ä®à¬ã«¨à®¢ª å, £¤¥ à¥çì è«  ® ¬ âà¨æ¥ «¨¥©®£® ®â®¡à ¦¥¨ï,
ä¨ªá¨à®¢ «¨áì ¡ §¨áë «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢, ãç áâ¢ãîé¨¥ ¢ ¢ëç¨á«¥¨¨ ¬ âà¨æë.
�¥¬ á ¬ë¬, ¢ ç áâ®áâ¨, ¯®¤ç¥àª¨¢ « áì ®ç¥¢¨¤ ï § ¢¨á¨¬®áâì ¬ âà¨æë «¨¥©®£®
®â®¡à ¦¥¨ï ®â ¢ë¡®à  ¡ §¨á®¢. � áâ «® ¢à¥¬ï ¢ëïá¨âì å à ªâ¥à íâ®© § ¢¨á¨¬®áâ¨.
�à¥¤«®¦¥¨¥ 9. �ãáâì ϕ | «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢  L1 ¢ ¯à®áâà -
áâ¢® L2, S1 ¨ S′1 | ¤¢  ¡ §¨á  ¯à®áâà áâ¢  L1 ¨ T1 | ¬ âà¨æ  ¯¥à¥å®¤  ®â ¡ §¨á 
S1 ª ¡ §¨áã S′1, S2 ¨ S′2 | ¤¢  ¡ §¨á  ¯à®áâà áâ¢  L2 ¨ T2 | ¬ âà¨æ  ¯¥à¥å®¤  ®â
¡ §¨á  S2 ª ¡ §¨áã S′2. �ãáâì,  ª®¥æ, Aϕ | ¬ âà¨æ  ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ ¢ ¡ §¨á å S1
¨ S2 ¨ A′ϕ | ¬ âà¨æ  ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ ¢ ¡ §¨á å S′1 ¨ S′2. �®£¤  A′ϕ = T1AϕT−1

2 .
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �® ¯à¥¤«®¦¥¨î 5 ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ¢¥ªâ®à  a ∈ L1 ¨¬¥¥¬

(aϕ)S2 = (a)S1Aϕ ¨ (aϕ)S′2 = (a)S′1A
′
ϕ.

�à®¬¥ â®£®, ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 4.3 á«¥¤ã¥â, çâ®

(a)S1 = (a)S′1T1 ¨ (aϕ)S2 = (aϕ)S′2T2.

�âáî¤ 
(a)S′1A

′
ϕT2 = (aϕ)S′2T2 = (aϕ)S2 = (a)S1Aϕ = (a)S′1T1Aϕ.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï «î¡®© ¬ âà¨æë { áâà®ª¨ (a)S′1 ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®

(a)S′1

(
A′ϕT2

)
= (a)S′1 (T1Aϕ) .

�®íâ®¬ã A′ϕT2 = T1Aϕ, ®âªã¤  ¯®á«¥ ã¬®¦¥¨ï ®¡¥¨å ç áâ¥© á¯à ¢    ¬ âà¨æã T−1
2

¨ ¯®«ãç ¥¬ A′ϕ = T1AϕT−1
2 . ¤

� ç áâ®áâ¨, ¤«ï ®¯¥à â®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  L ¨¬¥¥¬
�«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì ϕ | «¨¥©ë© ®¯¥à â®à ¯à®áâà áâ¢  L, S ¨ S′ | ¤¢  ¡ §¨á 
íâ®£® ¯à®áâà áâ¢  ¨ T | ¬ âà¨æ  ¯¥à¥å®¤  ®â ¡ §¨á  S ª ¡ §¨áã S′. �ãáâì Aϕ

| ¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  ϕ ¢ ¡ §¨á¥ S ¨ A′ϕ | ¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  ϕ ¢ ¡ §¨á¥ S′. �®£¤ 
A′ϕ = TAϕT−1. ¤

�®á«¥¤¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¤¥« ¥â ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ¢¢¥¤¥¨¥ á«¥¤ãîé¥£® ¯®ïâ¨ï:
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�¯à¥¤¥«¥¨¥ 5. � âà¨æ  A ∈ Mn(K)  §ë¢ ¥âáï á®¯àï¦¥®© á ¬ âà¨æ¥© B ∈
Mn(K), ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ®¡à â¨¬ ï ¬ âà¨æ  U ∈ Mn(K) â ª ï, çâ® A = UBU−1.

�ãáâì ¬ âà¨æ  A á®¯àï¦¥  á ¬ âà¨æ¥© B, â.¥. A = UBU−1. �®£¤  B = U−1AU =
U−1A(U−1)−1 ¨, § ç¨â, ¬ âà¨æ  B á®¯àï¦¥  á ¬ âà¨æ¥© A. �ãáâì ¥é¥ ¬ âà¨æ  B
á®¯àï¦¥  á ¬ âà¨æ¥© C, B = V CV −1. �®£¤  A = UBU−1 = A = U(V CV −1)U−1 =
(UV )C(UV )−1, ¨ ¬ âà¨æ  á®¯àï¦¥  á ¬ âà¨æ¥© . � ª®¥æ, â ª ª ª ª ¦¤ ï ¬ âà¨æ ,
®ç¥¢¨¤®, á®¯àï¦¥  á á ¬®© á®¡®©,  ¬¨ ¤®ª § ® á«¥¤ãîé¥¥
�à¥¤«®¦¥¨¥ 10. �â®è¥¨¥ á®¯àï¦¥®áâ¨ ¬ âà¨æ ï¢«ï¥âáï ®â®è¥¨¥¬ íª-
¢¨¢ «¥â®áâ¨. ¤

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥á«¨ ¡ §¨á ¯à®áâà áâ¢  L ¥ ¯à¥¤¯®« £ âì ä¨ªá¨à®¢ ë¬, â®
ª ¦¤®¬ã ®¯¥à â®àã íâ®£® ¯à®áâà áâ¢  á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ª« áá á®¯àï¦¥ëå ¬ âà¨æ.
�áâ¥áâ¢¥® ¢®§¨ª ¥â § ¤ ç   å®¦¤¥¨ï â ª®£® ¡ §¨á  ¯à®áâà áâ¢ , ¬ âà¨æ  ¤ -
®£® ®¯¥à â®à  ¢ ª®â®à®¬ ¨¬¥¥â ¯à®áâ¥©è¨© ¨ ¢ ¥ª®â®à®¬ á¬ëá«¥ ª ®¨ç¥áª¨© ¢¨¤.
�«ï ®¯¥à â®à®¢ «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢ íâ  § ¤ ç  ¡ã¤¥â ¯®¤à®¡® ®¡áã¦¤ âìáï ¢ á«¥-
¤ãîé¥© £« ¢¥. �«ï ®â®¡à ¦¥¨© ¦¥ ®¤®£® ¯à®áâà áâ¢  ¢ ¤àã£®¥ ®  «¥£ª® à¥è ¥âáï
¯® â®© ¯à¨ç¨¥, çâ® ¡ §¨áë ¢ íâ¨å ¯à®áâà áâ¢ å ¬®¦® ¢ë¡¨à âì ¯à®¨§¢®«ìë¬ ®¡-
à §®¬ ¥§ ¢¨á¨¬® ®¤¨ ®â ¤àã£®£.
�à¥¤«®¦¥¨¥ 11. �ãáâì ϕ | «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢  L ¢ ¯à®áâà -
áâ¢® M . �ãé¥áâ¢ãîâ ¡ §¨áë S ¨ S′ ¯à®áâà áâ¢ L ¨ M á®®â¢¥âáâ¢¥®, ¬ âà¨æ 
®â®¡à ¦¥¨ï ϕ ¢ ª®â®àëå ¨¬¥¥â ¢¨¤




1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 . . . 0
...

... . . . ...
...

...
0 0 . . . 1 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 . . . 0




,

£¤¥ ç¨á«® ¥¤¨¨æ   £« ¢®© ¤¨ £® «¨ á®¢¯ ¤ ¥â á à £®¬ ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ¨ ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 3.6 ¢ë¡¥à¥¬ ¥ª®â®àë© ¡ §¨á
b1, b2, . . . , br ¯®¤¯à®áâà áâ¢  Im ϕ ¯à®áâà áâ¢  M ¨ ¢¥ªâ®àë a1, a2, . . . , ar ¯à®áâà -
áâ¢  L â ª¨¥, çâ® ¤«ï ¢á¥å i = 1, 2 . . . r aiϕ = bi. �á«¨ ¢¥ªâ®àë ar+1, ar+2, . . . , am

á®áâ ¢«ïîâ ¡ §¨á ¯®¤¯à®áâà áâ¢  Ker ϕ ¯à®áâà áâ¢  L, â® ¨§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®-
à¥¬ë 3.6 ¨ ¨§ â¥®à¥¬ë 3.5 ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® á¨áâ¥¬  S = (a1, a2, . . . , am) ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬
¯à®áâà áâ¢  L. � ª®¥æ, ¤®¯®«¨¬ á¨áâ¥¬ã b1, b2, . . . , br ¤® ¡ §¨á  S′ ¯à®áâà áâ¢ 
M . �ç¥¢¨¤®, çâ® ¬ âà¨æ  ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ ¢ ¯®áâà®¥ëå ¡ §¨á å S ¨ S′ ¨¬¥¥â âà¥-
¡ã¥¬ë© ¢¨¤. ¤

� § ª«îç¥¨¥ íâ®£® ¯ à £à ä  ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¢¢¥¤¥¨¥ ª®®à¤¨ â ¢ ª®¥ç®-
¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¯®§¢®«ï¥â «¥£ª® à¥è¨âì § ¤ çã ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ «¨¥©ëå ¯à®-
áâà áâ¢, â. ¥.  å®¦¤¥¨ï ãá«®¢¨©, ¯à¨ ª®â®àëå ¤¢  «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢  ï¢«ï-
îâáï ¨§®¬®àäë¬¨.
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�à¥¤«®¦¥¨¥ 12. �á«¨ ¤¢  «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢  ¨§®¬®àäë ¨ ®¤® ¨§ ¨å ª®-
¥ç®¬¥à®, â® ¨ ¤àã£®¥ ï¢«ï¥âáï ª®¥ç®¬¥àë¬. �®¥ç®¬¥àë¥ «¨¥©ë¥ ¯à®-
áâà áâ¢   ¤ ¯®«¥¬ K ¨§®¬®àäë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¨å à §¬¥à®áâ¨
á®¢¯ ¤ îâ.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì L ¨ M | ¨§®¬®àäë¥ «¨¥©ë¥ ¯à®áâà áâ¢   ¤ ¯®«¥¬ K
¨ ϕ : L → M | ¨§®¬®àä¨§¬ ¯à®áâà áâ¢  L   ¯à®áâà áâ¢® M . �á«¨ ¯à®áâà áâ¢®
L ª®¥ç®¬¥à®, â® ¯® ¯à¥¤«®¦¥¨î 3.8 ¯®¤¯à®áâà áâ¢® Im ϕ ¯à®áâà áâ¢  M ª®-
¥ç®¬¥à® ¨ dim(Im ϕ) ≤ dim L. � ª ª ª ®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ áîàê¥ªâ¨¢®, â® Im ϕ = M
¨ ¯®â®¬ã ¯à®áâà áâ¢® M ª®¥ç®¬¥à® ¨ dim M ≤ dim L. � áá¬ âà¨¢ ï ¢¬¥áâ® ®â®¡-
à ¦¥¨ï ϕ ®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ−1 : M → L , ¯à¨å®¤¨¬ ª ¥à ¢¥áâ¢ã dim L ≤ dim M , â ª
çâ® dim L = dim M . �¡à â®, ¥á«¨ L ¨ M | n-¬¥àë¥ ¯à®áâà áâ¢ , â® ª ¦¤®¥ ¨§
¨å ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2 ¨§®¬®àä® ¯à®áâà áâ¢ã Kn, ¨ ¯®â®¬ã ®¨ ¨§®¬®àäë
¬¥¦¤ã á®¡®©. ¤
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§ 5. �������� �����������

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë à áá¬®âà¨¬ ¢ ¦ë© ç áâë© á«ãç © ®¡é¥£® ¯®ïâ¨ï «¨-
¥©®£® ®â®¡à ¦¥¨ï.
�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1. �ãáâì L | «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®  ¤ ¯®«¥¬ K. �¨¥©®¥ ®â®¡-
à ¦¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢  L ¢ ¯®«¥ K, à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ ª ª «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®
 ¤ á ¬¨¬ á®¡®©,  §ë¢ ¥âáï «¨¥©ë¬ äãªæ¨® «®¬   ¯à®áâà áâ¢¥ L. �¨¥©-
®¥ ¯à®áâà áâ¢® L(L,K) ¢á¥å äãªæ¨® «®¢   L ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¤¢®©áâ¢¥ë¬
(¨«¨ á®¯àï¦¥ë¬) ª ¯à®áâà áâ¢ã L ¨ ®¡®§ ç âì á¨¬¢®«®¬ L∗.

�«ï «¨¥©ëå äãªæ¨® «®¢ ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì ®¡ëçãî äãªæ¨® «ìãî
§ ¯¨áì, ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â § ¯¨á¨ ®áâ «ìëå «¨¥©ëå ®â®¡à ¦¥¨© ª ª ¯à ¢ëå ®¯¥à â®-
à®¢. � ª¨¬ ®¡à §®¬, í«¥¬¥âë ¬®¦¥áâ¢  L∗ ¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì ª ª äãªæ¨¨ f(x) ®â
®¤®© ¯¥à¥¬¥®©, ®¯à¥¤¥«¥ë¥   ¬®¦¥áâ¢¥ L, ¯à¨¨¬ îé¨¥ § ç¥¨ï ¢ ¯®«¥ K
¨ â ª¨¥, çâ® ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ a, b ∈ L ¨ áª «ïà  λ ∈ K ¢ë¯®«¥ë à ¢¥áâ¢ 

f(a + b) = f(a) + f(b) ¨ f(λa) = λf(a)

(®¯à¥¤¥«¥¨¥ «¨¥©®áâ¨ ¢ äãªæ¨® «ì®© § ¯¨á¨). � ¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® ¢ á®®â¢¥â-
áâ¢¨¨ á ®¡é¨¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ áã¬¬ë «¨¥©ëå ®â®¡à ¦¥¨© ¨ ã¬®¦¥¨ï áª «ïà   
«¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ¤«ï «î¡ëå äãªæ¨® «®¢ f, g ∈ L∗ ¨ áª «ïà  λ ∈ K äãªæ¨-
® «ë f + g ¨ λf   ¯à®áâà áâ¢¥ L ®¯à¥¤¥«ïîâáï à ¢¥áâ¢ ¬¨

(f + g)(a) = f(a) + g(a) ¨ (λf)(a) = λf(a) (a ∈ L).

�à¨¢¥¤¥¬ ¥áª®«ìª® ¯à¨¬¥à®¢.
1. �à®¥ªâ¨à®¢ ¨¥ πi ¯à®áâà áâ¢  Kn   i-ãî ª®¬¯®¥âã ï¢«ï¥âáï, ®ç¥¢¨¤®,

«¨¥©ë¬ äãªæ¨® «®¬   íâ®¬ ¯à®áâà áâ¢¥. �àã£®© ¯à¨¬¥à äãªæ¨® «    â®¬
¦¥ ¯à®áâà áâ¢¥ ¯®«ãç¨¬, á®¯®áâ ¢«ïï ª ¦¤®¬ã ¢¥ªâ®àã ¨§ Kn áã¬¬ã ¢á¥å ¥£® ª®¬-
¯®¥â.

2. �ãáâì L = K[x] ¨ λ | ä¨ªá¨à®¢ ë© í«¥¬¥â ¯®«ï K. �®¯®áâ ¢«ïï ª ¦¤®¬ã
¬®£®ç«¥ã u(x) ∈ L ¥£® § ç¥¨¥ ¯à¨ x = λ, ¯®«ãç ¥¬ «¨¥©ë© äãªæ¨® «   L.

3. �«¥¤ tr a ¬ âà¨æë a = (αij) ¨§ ¯à®áâà áâ¢  Mn(K) ¥áâì, ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î,
áã¬¬  ¥¥ ¤¨ £® «ìëå í«¥¬¥â®¢: tr a =

∑n
i=1 αii. �ç¥¢¨¤®, çâ® tr a ¥áâì «¨¥©ë©

äãªæ¨® «   ¯à®áâà áâ¢¥ Mn(K).
�§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.11 á«¥¤ã¥â ã¨¢¥àá «ìë© á¯®á®¡ § ¤ ¨ï äãªæ¨® «   

ª¥ç®¬¥à®¬ «¨¥©®¬ ¯à®áâà áâ¢¥:
�à¥¤«®¦¥¨¥ 1. �ãáâì a1, a2, . . . , an | ¡ §¨á ¯à®áâà áâ¢  L  ¤ ¯®«¥¬ K. �«ï
«î¡®© á¨áâ¥¬ë λ1, λ2, . . . , λn áª «ïà®¢ ¨§ ¯®«ï K áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ë© äãª-
æ¨® « f(x)   ¯à®áâà áâ¢¥ L â ª®©, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® i = 1, 2, . . . , n ¢ë¯®«¥®
à ¢¥áâ¢® f(ai) = λi. �®«¥¥ â®£®, ¯à®¨§¢®«ìë© äãªæ¨® «   ¯à®áâà áâ¢¥ L ¬®-
¦¥â ¡ëâì § ¤  ãª § ë¬ á¯®á®¡®¬. ¤
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�®¢®àï ¡®«¥¥ á®¤¥à¦ â¥«ì®, ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 1 ãâ¢¥à¦¤ ¥â, çâ® ¯à®¨§¢®«ì ï äãª-
æ¨ï, ®¯à¥¤¥«¥ ï   í«¥¬¥â å ¥ª®â®à®£® ¡ §¨á  ¯à®áâà áâ¢  L ¨ ¯à¨¨¬ îé ï
§ ç¥¨ï ¢ ¯®«¥ K, ¬®¦¥â ¡ëâì ®¤®§ ç® ¤®®¯à¥¤¥«¥  (¨«¨, ª ª £®¢®àïâ, ¯à®¤®«-
¦¥  ¯® «¨¥©®áâ¨) ¤® ¥ª®â®à®£® äãªæ¨® «    íâ®¬ ¯à®áâà áâ¢¥. �â® ¯à¨¢®¤¨â
ª á«¥¤ãîé¥¬ã ãâ¢¥à¦¤¥¨î:
�à¥¤«®¦¥¨¥ 2. �ãáâì L | ª®¥ç®¬¥à®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®, M | ¯®¤-
¯à®áâà áâ¢® ¯à®áâà áâ¢  L ¨ a | ¢¥ªâ®à ¯à®áâà áâ¢  L, ¥ ¢å®¤ïé¨© ¢ ¯®¤-
¯à®áâà áâ¢® M . �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â äãªæ¨® « f ∈ L∗ â ª®©, çâ® f(a) = 1 ¨ ¤«ï
«î¡®£® c ∈ M f(c) = 0.

� ç áâ®áâ¨, ¤«ï «î¡®£® ¥ã«¥¢®£® ¢¥ªâ®à  a ∈ L áãé¥áâ¢ã¥â äãªæ¨® «
f ∈ L∗ â ª®©, çâ® f(a) 6= 0. � ç¥ £®¢®àï, ¥á«¨ ¢¥ªâ®à a ∈ L â ª®¢, çâ® ¤«ï «î¡®£®
f ∈ L∗ ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢® f(a) = 0, â® a = 0.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ a1, a2, . . . , am ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ ¯®¤¯à®áâ-
à áâ¢  M . � ª ª ª ¢¥ªâ®à a ¥ ¯à¨ ¤«¥¦¨â ¯®¤¯à®áâà áâ¢ã M , á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢
a, a1, a2, . . . , am «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬  (¤®ª ¦¨â¥ íâ®). �®íâ®¬ã ¥¥ ¬®¦® ¤®¯®«¨âì ¤®
¡ §¨á  a, a1, a2, . . . , am, am+1, am+2, . . . , an−1 ¢á¥£® ¯à®áâà áâ¢  L (n = dim L). � á¨«ã
¯à¥¤«®¦¥¨ï 1 áãé¥áâ¢ã¥â äãªæ¨® « f ∈ L∗ â ª®©, çâ® f(a) = 1 ¨ ¤«ï «î¡®£® i =
1, 2, . . . , n−1 f(ai) = 0. �á«¨ c ∈ M , â® c =

∑m
i=1 αiai ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¨å α1, α2, . . . αm ∈

K ¨ ¯®â®¬ã

f(c) = f(
m∑

i=1
αiai) =

m∑

i=1
αif(ai) = 0.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, äãªæ¨® « f ¨áª®¬ë©. �®á«¥¤¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1 á¢®-
¤¨âáï ª ã¦¥ ¤®ª § ®¬ã, ¥á«¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥ M ¢§ïâì ã«¥¢®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®. ¤
�à¥¤«®¦¥¨¥ 3. �ãáâì S = (e1, e2, . . . , en) | ¡ §¨á «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L.
�«ï ª ¦¤®£® i = 1, 2, . . . , n ®¯à¥¤¥«¨¬ äãªæ¨® « e∗i ∈ L∗, ¯®« £ ï

e∗i (ej) =
{ 1, ¥á«¨ j = i

0, ¥á«¨ j 6= i.

�®£¤  á¨áâ¥¬  S∗ = (e∗1, e∗2, . . . , e∗n) í«¥¬¥â®¢ ¯à®áâà áâ¢  L∗ ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬
íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ , ¯à¨ç¥¬ ª®®à¤¨ â ï áâà®ª  ¢ ¡ §¨á¥ S∗ «î¡®£® äãªæ¨® « 
f ∈ L∗ ¨¬¥¥â ¢¨¤

(f)S∗ = (f(e1), f(e2), . . . , f(en)).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¥¦¤¥ ¢á¥£® § ¬¥â¨¬, çâ® ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1 äãªæ¨® «ë
e∗1, e

∗
2, . . . , e

∗
n, ®¯à¥¤¥«¥ë¥ ¢ ¯à¥¤«®¦¥¨¨ 3, ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® áãé¥áâ¢ãîâ ¨ ®¯à¥¤¥-

«¥ë ®¤®§ ç®: äãªæ¨® « e∗i ¬ë ®¯à¥¤¥«ï¥¬, § ¤ ¢ ï ¥£® § ç¥¨ï ®â ¢¥ªâ®à®¢
e1, e2, . . . , en ¡ §¨á  S ¯à®áâà áâ¢  L. �®ª ¦¥¬, çâ® á¨áâ¥¬  S∗ ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬
¯à®áâà áâ¢  L∗.

�ãáâì ¤«ï ¥ª®â®àëå áª «ïà®¢ α1, α2, . . . αn ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®

α1e
∗
1 + α2e

∗
2 + · · ·+ αne∗n = 0
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(¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ª®â®à®£® á¨¬¢®« 0 ®¡®§ ç ¥â ã«¥¢®© äãªæ¨® «, â. ¥. | ã«¥¢®¥
«¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥, § ç¥¨¥ ª®â®à®£® ®â «î¡®£® ¢¥ªâ®à  ¯à®áâà áâ¢  L à ¢®
0). �ëç¨á«ïï § ç¥¨¥ ¯à ¢®© ¨ «¥¢®© ç áâ¥© íâ®£® à ¢¥áâ¢  ®â ¯à®¨§¢®«ì®£® ¢¥ª-
â®à  ej ¡ §¨á  S, ¯®«ãç ¥¬ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ áã¬¬ë äãªæ¨® «®¢ ¨
¯à®¨§¢¥¤¥¨ï áª «ïà    äãªæ¨® «:

0 = (α1e
∗
1 + α2e

∗
2 + · · ·+ αne∗n)(ej) = α1e

∗
1(ej) + α2e

∗
2(ej) + · · ·+ αne∗n(ej)

= αje
∗
j (ej) = αj .

�«¥¤®¢ â¥«ì®, αj = 0 ¤«ï ¢á¥å j = 1, 2, . . . , n , ¨ ¯®â®¬ã á¨áâ¥¬  S∗ «¨¥©® ¥§ ¢¨-
á¨¬ .

�ãáâì, â¥¯¥àì, f | ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â ¯à®áâà áâ¢  L∗ ¨ ¯ãáâì f(ei) = βi

(i = 1, 2, . . . , n). �®« £ ï

g = β1e
∗
1 + β2e

∗
2 + · · ·+ βne∗n,

¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® j = 1, 2, . . . , n ¨¬¥¥¬, ®ç¥¢¨¤®,

g(ej) = β1e
∗
1(ej) + β2e

∗
2(ej) + · · ·+ βne∗n(ej) = βje

∗
j (ej) = βj = f(ej),

¨ ¯®â®¬ã ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1 f = g. �«¥¤®¢ â¥«ì®, äãªæ¨® « f «¨¥©® ¢ëà ¦ -
¥âáï ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã S∗, â ª çâ® íâ  á¨áâ¥¬  ¯®à®¦¤ ¥â ¯à®áâà áâ¢® L∗ ¨ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥
® â®¬, çâ® S∗ | ¡ §¨á ¯à®áâà áâ¢  L∗, ¤®ª § ®. �®«¥¥ â®£®, ¤®ª § ®¥ â®«ìª® çâ®
à ¢¥áâ¢®

f = β1e
∗
1 + β2e

∗
2 + · · ·+ βne∗n,

®§ ç ¥â, çâ®
(f)S∗ = (β1, β2, . . . , βn) = (f(e1), f(e2), . . . , f(en)),

¨ ¢á¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¯à¥¤«®¦¥¨ï ¤®ª § ë. ¤
�®£®¢®à¨¬áï ® â¥à¬¨®«®£¨¨:

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2. � §¨á S∗ ¯à®áâà áâ¢  L∗, ¯®áâà®¥ë© ¢ ¯à¥¤«®¦¥¨¨ 2,  §ë-
¢ ¥âáï ¤¢®©áâ¢¥ë¬ (¨«¨ á®¯àï¦¥ë¬) ª ¡ §¨áã S ¯à®áâà áâ¢  L.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 3 £®¢®à¨â, ç áâ®áâ¨, ® â®¬, çâ® ¯à®áâà áâ¢® L∗, ¤¢®©áâ¢¥®¥
ª ª®¥ç®¬¥à®¬ã ¯à®áâà áâ¢ã L, ¨¬¥¥â âã ¦¥ à §¬¥à®áâì, çâ® ¨ L. �®íâ®¬ã ¨§
¯à¥¤«®¦¥¨ï 4.12 ¢ëâ¥ª ¥â
�«¥¤áâ¢¨¥. �à®¨§¢®«ì®¥ ª®¥ç®¬¥à®¥ ¯à®áâà áâ¢® L ¨§®¬®àä® ¤¢®©áâ¢¥-
®¬ã ª ¥¬ã ¯à®áâà áâ¢ã L∗. ¤

�«ï «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢, ¥ ï¢«ïîé¨åáï ª®¥ç®¬¥àë¬¨, ¯®á«¥¤¥¥ ãâ-
¢¥à¦¤¥¨¥ ®ª §ë¢ ¥âáï ¥¢¥àë¬. �á«¨ ¦¥ ¯à®áâà áâ¢® L ª®¥ç®¬¥à®, â® ¨§ ¥£®
á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à®áâà áâ¢® L∗, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ¨§®¬®àä® ¤¢®©áâ¢¥®¬ã ª ¥¬ã ¯à®-
áâà áâ¢ã, ª®â®à®¥ ¥áâ¥áâ¢¥® ®¡®§ ç âì L∗∗ ¨  §ë¢ âì ¤¢ ¦¤ë ¤¢®©áâ¢¥ë¬ ª
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¯à®áâà áâ¢ã L. � §ã¬¥¥âáï, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¯à®áâà áâ¢  L ¨ L∗∗ â ª¦¥ ®ª §ë¢ -
îâáï ¨§®¬®àäë¬¨. �ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¨§®¬®àä¨§¬  ¬¥¦¤ã ¯à®áâà áâ¢ ¬¨ L ¨ L∗, L∗

¨ L∗∗ ¨ â.¤. ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥âáï ¯à®áâ® á®¢¯ ¤¥¨¥¬ ¨å à §¬¥à®áâ¥©,   ¥ ¯à¨à®¤®© ¨å
í«¥¬¥â®¢. � ®â«¨ç¨¥ ®â íâ®£®, á¥©ç á ¡ã¤¥â ¯®áâà®¥ ¨§®¬®àä¨§¬ ª®¥ç®¬¥à®£®
¯à®áâà áâ¢  L   ¤¢ ¦¤ë ¤¢®©áâ¢¥®¥ ª ¥¬ã ¯à®áâà áâ¢® L∗∗, ®á®¢ ë©  
¡®«¥¥ £«ã¡®ª®© á¢ï§¨ ¬¥¦¤ã ¨¬¨, ç¥¬ ¯à®áâ®¥ á®¢¯ ¤¥¨¥ à §¬¥à®áâ¥©. �  íâ® ãª -
§ë¢ ¥â å®âï ¡ë â® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢®, çâ® ¢ ¯®áâà®¥¨¨ íâ®£® ¨§®¬®àä¨§¬  ¥ ¡ã¤ãâ
ãç áâ¢®¢ âì ¡ §¨áë ¯à®áâà áâ¢ L ¨ L∗∗. �®¤ç¥àª¨¢ ï íâ®, ¬ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¥£®
ª ®¨ç¥áª¨¬ ¨§®¬®àä¨§¬®¬.
�¥®à¥¬ . �ãáâì L | ª®¥ç®¬¥à®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®  ¤ ¯®«¥¬ K. �«ï
ª ¦¤®£® ¢¥ªâ®à  a ∈ L ®¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥¨¥ ga ¯à®áâà áâ¢  L∗ ¢ ¯®«¥ K,
¯®« £ ï ¤«ï «î¡®£® f ∈ L∗ ga(f) = f(a). �â® ®â®¡à ¦¥¨¥ ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬
äãªæ¨® «®¬   ¯à®áâà áâ¢¥ L∗, â.¥. ga ∈ L∗∗. �â®¡à ¦¥¨¥ ϕ : L → L∗∗, á®¯®-
áâ ¢«ïîé¥¥ ¢¥ªâ®àã a ∈ L äãªæ¨® « ga, ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬ ¯à®áâà áâ¢ 
L   ¯à®áâà áâ¢® L∗∗.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï ¯à®¨§¢®«ìëå äãªæ¨® «®¢ f1, f2 ¨ áª «ïà®¢ α, β ∈ K ¨¬¥¥¬

ga(αf1 + βf2) = (αf1 + βf2)(a) = αf1(a) + βf2(a) = αga(f1) + βga(f2),

¨ ®â®¡à ¦¥¨¥ ga ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬ äãªæ¨® «®¬   L∗. �á«¨ ¥é¥
a ¨ b | ¯à®¨§¢®«ìë¥ ¢¥ªâ®àë ¨§ L ¨ f ∈ L∗,

gαa+βb(f) = f(αa + βb) = αf(a) + βf(b) = αga(f) + βgb(f) = (αga + βgb)(f),

¨ ¯®â®¬ã
(αa + βb)ϕ = gαa+βb = αga + βgb = α(aϕ) + β(bϕ),

â ª çâ® ¨ ®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¥£® ¨ê¥ªâ¨¢®áâ¨
¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¢¥ªâ®à a á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¥£® ï¤à¥. �â® ®§ ç ¥â, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ãî-
é¨© ¢¥ªâ®àã a äãªæ¨® « ga ï¢«ï¥âáï ã«¥¢ë¬, â.¥. ¤«ï «î¡®£® f ∈ L∗ ga(f) = 0.
�® ®¯à¥¤¥«¥¨î ®â®¡à ¦¥¨ï ga íâ® ®§ ç ¥â, çâ® ¤«ï «î¡®£® f ∈ L∗ f(a) = 0, ¨
¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1 â¥¯¥àì á«¥¤ã¥â, çâ® a = 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ï¤à® ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ
ï¢«ï¥âáï ã«¥¢ë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬, ¨ ¨ê¥ªâ¨¢®áâì ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ ¤®ª §  . � ª
ª ª dim L = dim L∗∗, ¨§ á«¥¤áâ¢¨ï 1 ª â¥®à¥¬¥ 3.6 ¢ëâ¥ª ¥â â¥¯¥àì áîàê¥ªâ¨¢®áâì
®â®¡à ¦¥¨ï ϕ. ¤

�ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ª ®¨ç¥áª®£® ¨§®¬®àä¨§¬  ¯à®áâà áâ¢  L   ¯à®áâà áâ¢® L∗∗

¯®§¢®«ï¥â ¢ ®¯à¥¤¥«¥®¬ á¬ëá«¥ ®â®¦¤¥áâ¢«ïâì íâ¨ ¯à®áâà áâ¢  ¨ áç¨â âì ¯à®áâ-
à áâ¢® L ¤¢®©áâ¢¥ë¬ ª ¯à®áâà áâ¢ã L∗. �  íâ®¬ ®á®¢  â ª  §ë¢ ¥¬ë© ¯à¨-
æ¨¯ ¤¢®©áâ¢¥®áâ¨: ¥á«¨ ¢ ¥ª®â®à®¬ ¢¥à®¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨¨ ® ¯à®áâà áâ¢ å L ¨ L∗ ¯®-
¬¥ïâì ¨å ¬¥áâ ¬¨ (ä®à¬ «ì® § ¬¥¨¢ ¢¥ªâ®àë   äãªæ¨® «ë,   äãªæ¨® «ë  
¢¥ªâ®àë), â® ¯®«ãç¥®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥, ¤¢®©áâ¢¥®¥ ¨áå®¤®¬ã,  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ®ª -
§ë¢ ¥âáï â ª¦¥ á¯à ¢¥¤«¨¢ë¬. �à®¤¥¬®áâà¨àã¥¬ ®¡®á®¢ ®áâì íâ®£® ¯à¨æ¨¯   
¯à¨¬¥à¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ãâ¢¥à¦¤¥¨ï, ¤¢®©áâ¢¥®£® ¯à¥¤«®¦¥¨î 2.
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�à¥¤«®¦¥¨¥ 2∗. �ãáâì L | ª®¥ç®¬¥à®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®, M | ¯®¤-
¯à®áâà áâ¢® ¯à®áâà áâ¢  L∗ ¨ f | í«¥¬¥â ¯à®áâà áâ¢  L∗, ¥ ¢å®¤ïé¨© ¢
¯®¤¯à®áâà áâ¢® M . �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¢¥ªâ®à a ∈ L â ª®©, çâ® f(a) = 1 ¨ ¤«ï
«î¡®£® h ∈ M h(a) = 0.

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯à¨¬¥ïï ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 2 ª ¯à®áâà áâ¢ã L∗, ¯à¨å®¤¨¬ ª áãé¥-
áâ¢®¢ ¨î â ª®£® äãªæ¨® «  g   íâ®¬ ¯à®áâà áâ¢¥, çâ® g(f) = 1 ¨ ¤«ï «î¡®£®
h ∈ M g(h) = 0. �ãáâì ¯à¨ ª ®¨ç¥áª®¬ ¨§®¬®àä¨§¬¥ ¯à®áâà áâ¢  L   ¯à®áâà -
áâ¢® L∗∗ ¢¥ªâ®à a ∈ L ï¢«ï¥âáï ¯à®®¡à §®¬ íâ®£® í«¥¬¥â  g ∈ L∗∗, â. ¥. g = ga. �¥ªâ®à
ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬ë¬, â ª ª ª f(a) = ga(f) = g(f) = 1 ¨ h(a) = ga(h) = g(h) = 0 ¤«ï
«î¡®£® h ∈ M . ¤
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����� II
�������� ��������� �������� �����������

§ 1. ������������ ���������������

� ç¥¬ á ®¯à¥¤¥«¥¨ï ®¤®£® ¨§ ®á®¢ëå ¯®ïâ¨© íâ®© £« ¢ë.
�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1. �ãáâì ϕ | «¨¥©ë© ®¯¥à â®à «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L  ¤
¯®«¥¬ K. �®¤¯à®áâà áâ¢® M ¯à®áâà áâ¢  L  §ë¢ ¥âáï ¨¢ à¨ âë¬ ®â®á¨-
â¥«ì® ϕ (¨«¨, ª®à®ç¥, ϕ-¨¢ à¨ âë¬), ¥á«¨ Mϕ ⊆ M (â.¥. ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à 
a ∈ L ¨§ â®£®, çâ® a ∈ M , á«¥¤ã¥â, çâ® ¨ aϕ ∈ M).

�¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï á«¥¤ã¥â, ®ç¥¢¨¤®, çâ® ¢ «î¡®¬ «¨¥©®¬ ¯à®-
áâà áâ¢¥ L ã«¥¢®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® â ª ¦¥, ª ª ¨ ¢á¥ ¯à®áâà áâ¢® L, ï¢«ï-
îâáï ¨¢ à¨ âë¬¨ ®â®á¨â¥«ì® ª ¦¤®£® ®¯¥à â®à  ϕ ∈ L(L). � áá¬®âà¨¬ ¥é¥
¥áª®«ìª® ¯à¨¬¥à®¢ ¨¢ à¨ âëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢.

1. �®áª®«ìªã £®¬®â¥â¨ï χ
λ

«¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L ¯¥à¥¢®¤¨â ¯à®¨§¢®«ìë©
¢¥ªâ®à a ∈ L ¢ ¢¥ªâ®à λa,   «î¡®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® § ¬ªãâ® ®â®á¨â¥«ì® ã¬®-
¦¥¨©   áª «ïàë, â® ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® M ¯à®áâà áâ¢  L ï¢«ï¥âáï
χ

λ
-¨¢ à¨ âë¬.

2. �á«¨ ϕ | ®¯¥à â®à ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï ¯à®áâà áâ¢  K[x], â® ¤«ï «î¡®£®
n ≥ 0 ¯®¤¯à®áâà áâ¢® Kn[x] ϕ-¨¢ à¨ â®.

3. �ãáâì «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® L ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®© áã¬¬®© á¢®¨å ¯®¤¯à®áâà áâ¢
M ¨ N , L = M ⊕ N , ¨ ϕ | ®¯¥à â®à ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨ï   M ¯ à ««¥«ì® N . �®£¤ 
¯®¤¯à®áâà áâ¢  M ¨ N ϕ-¨¢ à¨ âë.

4. �ãáâì ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ V 2 ϕ | ®¯¥à â®à ¯®¢®à®â    ã£®« π/2 ¯à®â¨¢ ç á®¢®©
áâà¥«ª¨. �®£¤  ϕ-¨¢ à¨ âë¬¨ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ¬¨ ¡ã¤ãâ «¨èì ã«¥¢®¥ ¯à®áâà -
áâ¢® ¨ ¢á¥ ¯à®áâà áâ¢® V 2.

�¥à¥ç¨á«¨¬, ¤ «¥¥, àï¤ ¯à®áâëå á¢®©áâ¢ ¨¢ à¨ âëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢.
�à¥¤«®¦¥¨¥ 1. �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L ¨ M | ϕ-
¨¢ à¨ â®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ . �«ï «î¡®£® ¯¥à¥áâ ®¢®ç®£®
á ϕ ®¯¥à â®à  ψ ¯à®áâà áâ¢  L ®¡à § ¨ ¯à®®¡à § ®â®á¨â¥«ì® ψ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ 
M ï¢«ïîâáï ϕ-¨¢ à¨ âë¬¨ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ¬¨.

� ç áâ®áâ¨, ¤«ï «î¡®£® ¬®£®ç«¥  f(x) ∈ K[x] ®¡à § ¨ ¯à®®¡à § ¯®¤¯à®áâà -
áâ¢  M ®â®á¨â¥«ì® ®¯¥à â®à  f(ϕ) ï¢«ïîâáï ϕ-¨¢ à¨ âë¬¨ ¯®¤¯à®áâà -
áâ¢ ¬¨ ¯à®áâà áâ¢  L.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ψ ∈ L(L) | â ª®© ®¯¥à â®à ¯à®áâà áâ¢  L, çâ® ϕ ψ = ψ ϕ,
¨ ¯ãáâì ¢¥ªâ®à a ∈ L ¯à¨ ¤«¥¦¨â ®¡à §ã Mψ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  M ®â®á¨â¥«ì®
®¯¥à â®à  ψ. �â® ®§ ç ¥â, çâ® a = bψ ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¥£® ¢¥ªâ®à  b ∈ M . �®£¤  ¢¢¨¤ã
ϕ-¨¢ à¨ â®áâ¨ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  M ¨¬¥¥¬ bϕ ∈ M , ¨ â ª ª ª

aϕ = (bψ)ϕ = b(ψϕ) = b(ϕψ) = (bϕ)ψ,

¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® aϕ ∈ Mψ. � ç¨â ¯®¤¯à®áâà áâ¢® Mψ ï¢«ï¥âáï ϕ-¨¢ à¨ âë¬.
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�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® ¢¥ªâ®à a «¥¦¨â ¢ ¯à®®¡à §¥ Mψ−1 ¯®¤¯à®áâà áâ¢ 
M ®â®á¨â¥«ì® ®¯¥à â®à  ψ. �®£¤  aψ ∈ M , ¨ â ª ª ª

(aϕ)ψ = a(ϕψ)) = a(ψϕ) = (aψ)ϕ ∈ M,

¢¥ªâ®à aϕ «¥¦¨â ¢ ¯®¤¯à®áâà áâ¢¥ Mψ−1. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ϕ-¨¢ à¨ â®áâì ¨ íâ®£®
¯®¤¯à®áâà áâ¢  ¤®ª §  . �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯®á«¥¤¥£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¯à¥¤«®¦¥-
¨ï 1 ¤®áâ â®ç® ¢á¯®¬¨âì (á¬. á«¥¤áâ¢¨¥ ª ¯à¥¤«®¦¥¨î I.2.4), çâ® § ç¥¨ï «î¡ëå
¤¢ãå ¬®£®ç«¥®¢ ®â ®¤®£® ¨ â®£® ¦¥ ®¯¥à â®à  ¯à®áâà áâ¢  L ¯¥à¥áâ ®¢®çë. ¤

�®áª®«ìªã ®¡à § ¯à®¨§¢®«ì®£® ®¯¥à â®à  ¯à®áâà áâ¢  L á®¢¯ ¤ ¥â ¯® ®¯-
à¥¤¥«¥¨î á ®¡à §®¬ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ ,   ï¤à® | á ¯à®®¡à §®¬ ã«¥¢®£® ¯®¤¯à®-
áâà áâ¢  ¨ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  L ¨ {0} ϕ-¨¢ à¨ âë ¤«ï «î¡®£® ®¯¥à â®à  ϕ ∈ L(L),
¯®«ãç ¥¬ ®ç¥¢¨¤®¥

�«¥¤áâ¢¨¥. �«ï «î¡®£® ¯¥à¥áâ ®¢®ç®£® á ϕ ®¯¥à â®à  ψ ¯à®áâà áâ¢  L ¯®¤¯à®-
áâà áâ¢  Im ψ ¨ Ker ψ ¯à®áâà áâ¢  L ï¢«ïîâáï ¨¢ à¨ âë¬¨ ®â®á¨â¥«ì®
ϕ. � ç áâ®áâ¨, ¤«ï «î¡®£® ®¯¥à â®à  ϕ ∈ L(L) ¨ «î¡®£® ¬®£®ç«¥  f(x) ∈ K[x]
¯®¤¯à®áâà áâ¢  Im f(ϕ) ¨ Ker f(ϕ) ¯à®áâà áâ¢  L ϕ-¨¢ à¨ âë.

�¯à ¢¥¤«¨¢®áâì á«¥¤ãîé¥£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¯à®¢¥àï¥âáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 2. �ãáâì L | «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®  ¤ ¯®«¥¬ K ¨ M | ¯®¤-
¯à®áâà áâ¢® ¯à®áâà áâ¢  L. �á«¨ M ï¢«ï¥âáï ¨¢ à¨ âë¬ ®â®á¨â¥«ì®
ª ¦¤®£® ¨§ ¤¢ãå ®¯¥à â®à®¢ ϕ ¨ ψ ¯à®áâà áâ¢  L, â® M ¨¢ à¨ â® ¨ ®â-
®á¨â¥«ì® ¨å áã¬¬ë ϕ + ψ ¨ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ϕψ. �à®¬¥ â®£®, ¤«ï «î¡®£® áª «ïà 
λ ∈ K ¯®¤¯à®áâà áâ¢® M ¨¢ à¨ â® ®â®á¨â¥«ì® ®¯¥à â®à  λϕ. �®íâ®¬ã
¢áïª®¥ ϕ-¨¢ à¨ â®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ï¢«ï¥âáï f(ϕ)-¨¢ à¨ âë¬ ¤«ï «î¡®£®
¬®£®ç«¥  f(x) ∈ K[x].

�á«¨ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® M «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L ¨¢ à¨ â® ®â®á¨â¥«ì®
®¯¥à â®à  ϕ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ , â® ®£à ¨ç¥¨¥ ϕ = ϕ|M ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ   ¯®¤-
¬®¦¥áâ¢® M ï¢«ï¥âáï ®â®¡à ¦¥¨¥¬ íâ®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  ¢ á¥¡ï. �§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2
á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¤«ï «î¡®£® λ ∈ K ¨ λϕ ï¢«ï¥âáï ®â®¡à ¦¥¨¥¬ ¬®¦¥áâ¢ 
M ¢ á¥¡ï,   ¥á«¨ M ¨¢ à¨ â® ¥é¥ ¨ ®â®á¨â¥«ì® ®¯¥à â®à  ψ, â® â ª®¢ë¬¨ ¦¥
ï¢«ïîâáï ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ + ψ ¨ ϕψ.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 3. �ãáâì L | «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®  ¤ ¯®«¥¬ K, ϕ | ®¯¥à -
â®à íâ®£® ¯à®áâà áâ¢  ¨ M | ϕ-¨¢ à¨ â®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¯à®áâà áâ¢ 
L. �ãáâì ϕ = ϕ|M | ®£à ¨ç¥¨¥ ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ   ¯®¤¬®¦¥áâ¢® M . �®£¤  ϕ
ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬ ®¯¥à â®à®¬ ¯à®áâà áâ¢  M . �à®¬¥ â®£®, ¤«ï «î¡®£® áª «ïà 
λ ∈ K λϕ = λϕ.

�á«¨ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® M ¨¢ à¨ â® ¨ ®â®á¨â¥«ì® ¤àã£®£® ®¯¥à â®à  ψ
¯à®áâà áâ¢  L, â® ϕ + ψ = ϕ + ψ ¨ ϕψ = ϕψ. �®íâ®¬ã ¤«ï «î¡®£® ¬®£®ç«¥ 
f(x) ∈ K[x] f(ϕ) = f(ϕ).
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®áª®«ìªã ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î ®£à ¨ç¥¨ï ®â®¡à ¦¥¨ï ®¯¥à â®àë ϕ
¨ ϕ ®¤¨ ª®¢® ¤¥©áâ¢ãîâ   ¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à ¨§ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  M , ¤«ï «î¡ëå
¢¥ªâ®à®¢ a, b ∈ M ¨ áª «ïà®¢ α, β ∈ K á ãç¥â®¬ â®£®, çâ® αa + βb ∈ M , ¨¬¥¥¬

(αa + βb)ϕ = (αa + βb)ϕ = α(aϕ) + β(bϕ) = α(aϕ) + β(bϕ),

ç¥¬ «¨¥©®áâì ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ ¤®ª §  . � «¥¥, ®ç¥¢¨¤® ¨¬¥¥¬ ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£®
¢¥ªâ®à  a ∈ M :

aλϕ = a(λϕ) = λ(aϕ) = λ(aϕ) = a(λϕ),
aϕ + ψ = a(ϕ + ψ) = aϕ + aψ = aϕ + aψ = a(ϕ + ψ),

aϕψ = a(ϕψ) = (aϕ)ψ = (aϕ)ψ = a(ϕψ).

�®á«¥¤¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3 ï¢«ï¥âáï ®ç¥¢¨¤ë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬ ¤®ª § ëå
á®®â®è¥¨©. ¤

�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, çâ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ L ¥ã«¥¢®£® ¯®¤¯à®áâà -
áâ¢ , ®â«¨ç®£® ®â ¯à®áâà áâ¢  L ¨ ¨¢ à¨ â®£® ®â®á¨â¥«ì® ®¯¥à â®à  ϕ
¯à®áâà áâ¢  L ¯®§¢®«ï¥â ¯®¤å®¤ïé¨¬ ¢ë¡®à®¬ ¡ §¨á  ã¯à®áâ¨âì ¢¨¤ ¬ âà¨æë ®¯¥-
à â®à  ϕ.

�ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à n-¬¥à®£® ¯à®áâà áâ¢  L ¨ M | m-¬¥à®¥ ϕ-¨¢ à¨ â®¥
¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¯à®áâà áâ¢  L, £¤¥ 1 ≤ m < n. �ë¡¥à¥¬ ¡ §¨á S = (a1, a2, . . . , an)
¯à®áâà áâ¢  L â ª, çâ®¡ë ¯®¤á¨áâ¥¬  S1 = (a1, a2, . . . , am) ¯¥à¢ëå m ¢¥ªâ®à®¢ á¨áâ¥-
¬ë S á®áâ ¢«ï«  ¡ §¨á ¯®¤¯à®áâà áâ¢  M (íâ® ¬®¦® á¤¥« âì, ¢ë¡à ¢ ¯à®¨§¢®«ìë©
¡ §¨á ¢ M ¨ ¤®¯®«¨¢ ¥£® ¤® ¡ §¨á  ¢á¥£® ¯à®áâà áâ¢  L). �«ï ¢ëç¨á«¥¨ï ¬ âà¨æë
®¯¥à â®à  ϕ ¢ íâ®¬ ¡ §¨á¥ á«¥¤ã¥â ¢ëà §¨âì ª ¦¤ë© ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ a1ϕ, a2ϕ, . . . , anϕ
¢ ¢¨¤¥ «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ á¨áâ¥¬ë S. �à¨ íâ®¬ á«¥¤ã¥â ãç¥áâì, çâ® ¯®áª®«ìªã
¢¥ªâ®àë a1, a2, . . . , am ¯à¨ ¤«¥¦ â ¯®¤¯à®áâà áâ¢ã M ¨ íâ® ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¨-
¢ à¨ â® ®â®á¨â¥«ì® ϕ, ¢¥ªâ®àë a1ϕ, a2ϕ, . . . , amϕ ï¢«ïîâáï «¨¥©ë¬¨ ª®¬¡¨-
 æ¨ï¬¨ á¨áâ¥¬ë S1. �®íâ®¬ã ¢ «¨¥©ë¥ ¢ëà ¦¥¨ï íâ¨å ¢¥ªâ®à®¢ ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã
S ¢¥ªâ®àë am+1, am+2, . . . , an ¢å®¤ïâ á ã«¥¢ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨, ¨ á«¥¤®¢ â¥«ì®
¨áª®¬ë¥ ¢ëà ¦¥¨ï ¨¬¥îâ ¢¨¤

a1 ϕ = α11 a1 + α12 a2 + · · ·+ α1m am

a2 ϕ = α21 a1 + α22 a2 + · · ·+ α2m am

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am ϕ = αm1 a1 + αm2 a2 + · · ·+ αmm am

am+1ϕ = αm+1,1a1 + αm+1,2a2 + · · ·+ αm+1,mam + αm+1,m+1am+1 + · · ·+ αm+1,nan

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an ϕ = αn1 a1 + αn2 a2 + · · ·+ αnm am + αn,m+1 am+1 + · · ·+ αnn an
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�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¬ âà¨æ  A ®¯¥à â®à  ϕ ¢ ¡ §¨á¥ S ¨¬¥¥â ¢¨¤

A =




a11 a12 . . . a1m 0 . . . 0
a21 a22 . . . a2m 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amm 0 . . . 0

am+1 1 am+1 2 . . . am+1 m am+1 m+1 . . . am+1 n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . anm anm+1 . . . ann




.

� ç¥ £®¢®àï, ¬ âà¨æ  A ï¢«ï¥âáï ¬ âà¨æ¥© ¡«®ç®£® ¢¨¤  A =
(

B 0
C D

)
, £¤¥ ¢

«¥¢®¬ ¢¥àå¥¬ ã£«ã à á¯®«®¦¥  ª¢ ¤à â ï ¬ âà¨æ  ¯®àï¤ª  m

B =




a11 a12 . . . a1m

a21 a22 . . . a2m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amm


 ,

¢ «¥¢®¬ ¨¦¥¬ ã£«ã à á¯®«®¦¥  (n−m)×m-¬ âà¨æ 

C =




am+1,1 am+1,2 . . . an−m,m

am+2,1 am+2,2 . . . am+2,m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . anm


 ,

¢ ¯à ¢®¬ ¨¦¥¬ ã£«ã | (n−m)×(n−m)-¬ âà¨æ 

D =




am+1,m+1 am+1,m+2 . . . am+1,n

am+2,m+1 am+2,m+2 . . . am+2,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an,m+1 an,m+2 . . . an,n




¨ ¢ ¯à ¢®¬ ¢¥àå¥¬ ã£«ã | m×(n−m)-¬ âà¨æ , ¢á¥ í«¥¬¥âë ª®â®à®© à ¢ë ã«î.
� âà¨æã A â ª®£® ¢¨¤   §ë¢ îâ ¯®«ãà á¯ ¢è¥©áï. �ç¥¢¨¤®, ªà®¬¥ â®£®, çâ® ¬ â-
à¨æ  B á®¢¯ ¤ ¥â á ¬ âà¨æ¥© ¢ ¡ §¨á¥ S1 ®£à ¨ç¥¨ï ϕ = ϕ|M ®¯¥à â®à  ϕ  
¯®¤¯à®áâà áâ¢® M . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
�à¥¤«®¦¥¨¥ 4. �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à n-¬¥à®£® ¯à®áâà áâ¢  L ¨ M | m-
¬¥à®¥ ϕ-¨¢ à¨ â®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®, £¤¥ 1 ≤ m < n. �ãáâì S | â ª®© ¡ §¨á
¯à®áâà áâ¢  L, çâ® ¯¥à¢ë¥ m ¥£® ¢¥ªâ®à®¢ á®áâ ¢«ïîâ ¡ §¨á S1 ¯à®áâà áâ¢  M .
�®£¤  ¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  ϕ ¢ ¡ §¨á¥ S ¨¬¥¥â ¯®«ãà á¯ ¢è¨©áï ¢¨¤ A =

(
B 0
C D

)
,

£¤¥ B | ¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  ϕ = ϕ|M ¢ ¡ §¨á¥ S1. ¤
�à¥¤¯®«®¦¨¬, ¤ «¥¥, çâ® (¢ ¯à¥¤ë¤ãé¨å ®¡®§ ç¥¨ïå) ¯®¤¯à®áâà áâ¢® N , ¯®-

à®¦¤¥®¥ ®áâ «ìë¬¨ ¢¥ªâ®à ¬¨ am+1, am+2, . . . , an ¡ §¨á  S, â®¦¥ ï¢«ï¥âáï ¨¢ -
à¨ âë¬ ®â®á¨â¥«ì® ®¯¥à â®à  ϕ. �á®, çâ® â®£¤  ¨ ¬ âà¨æ  C ï¢«ï¥âáï ã«¥¢®©,
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¨ ¯®â®¬ã ¬ âà¨æ  A ®¯¥à â®à  ϕ ¢ ¡ §¨á¥ S ¯à¨¨¬ ¥â à á¯ ¢è¨©áï ¨«¨ ¡«®ç®-
¤¨ £® «ìë© ¢¨¤ A =

(
B 0
0 D

)
. � âà¨æ  D ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ï¢«ï¥âáï, à §ã¬¥¥âáï,

¬ âà¨æ¥© ®£à ¨ç¥¨ï ®¯¥à â®à  ϕ   ¯®¤¯à®áâà áâ¢® N . � ª¨¬ ®¡à §®¬, á¯à ¢¥¤-
«¨¢®
�à¥¤«®¦¥¨¥ 5. �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à ª®¥ç®¬¥à®£® ¯à®áâà áâ¢  L ¨
¯à®áâà áâ¢® L ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®© áã¬¬®© ϕ-¨¢ à¨ âëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢ L1 ¨
L2. �ãáâì ¡ §¨á S ¯à®áâà áâ¢  L ¯®«ãç¥ á®¥¤¨¥¨¥¬ ¯à®¨§¢®«ìëå ¡ §¨á®¢ S1 ¨
S2 ¯®¤¯à®áâà áâ¢ L1 ¨ L2 á®®â¢¥âáâ¢¥®. �®£¤  ¬ âà¨æ  A ®¯¥à â®à  ϕ ¢ ¡ §¨á¥
S ¨¬¥¥â ¡«®ç®-¤¨ £® «ìë© ¢¨¤ A =

(
B1 0
0 B2

)
, £¤¥ Bi | ¬ âà¨æ  ®£à ¨ç¥¨ï

ϕi = ϕ|Li ®¯¥à â®à  ϕ   ¯®¤¯à®áâà áâ¢® Li (i = 1, 2). ¤
�®á«¥¤¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¤¥« ¥â ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ¢¢¥¤¥¨¥ á«¥¤ãîé¥£® ¯®ïâ¨ï:

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2. �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à ª®¥ç®¬¥à®£® ¯à®áâà áâ¢  L ¨ ¯ãáâì
¯à®áâà áâ¢® L ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®© áã¬¬®© ϕ-¨¢ à¨ âëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢ L1, L2,
. . . , Ln. �ãáâì ϕi = ϕ|Li | ®£à ¨ç¥¨¥ ®¯¥à â®à  ϕ   ¯®¤¯à®áâà áâ¢® Li (i =
1, 2, . . . , n). �®£¤  ®¯¥à â®à ϕ ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¯àï¬®© áã¬¬®© ®¯¥à â®à®¢ ϕ1, ϕ2,
. . . , ϕn ¨ § ¯¨áë¢ âì ϕ = ϕ1 ⊕ ϕ2 ⊕ · · · ⊕ ϕn.

� ¯à¨¬¥à, ¯ãáâì ¯à®áâà áâ¢® L ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®© áã¬¬®© ¯®¤¯à®áâà áâ¢ M ¨
N ¨ ϕ | ®¯¥à â®à ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨ï   M ¯ à ««¥«ì® N . �®£¤  ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à 
a ∈ M ¨¬¥¥¬ aϕ = a, ¨ ¯®â®¬ã ¯®¤¯à®áâà áâ¢® M ϕ-¨¢ à¨ â® ¨ ®£à ¨ç¥¨¥
®¯¥à â®à  ϕ   M á®¢¯ ¤ ¥â á â®¦¤¥áâ¢¥ë¬ ®¯¥à â®à®¬ ιM ¯à®áâà áâ¢  M . � ª
ª ª ¤«ï ¢¥ªâ®à  a ∈ N ¨¬¥¥¬ aϕ = 0, ¯®¤¯à®áâà áâ¢® N â ª¦¥ ϕ-¨¢ à¨ â® ¨
®£à ¨ç¥¨¥ ϕ   N á®¢¯ ¤ ¥â á ã«¥¢ë¬ ®¯¥à â®à®¬ θN ¯à®áâà áâ¢  N . � ª¨¬
®¡à §®¬, ϕ = ιM ⊕ θN .

�§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 5 ®ç¥¢¨¤®© ¨¤ãªæ¨¥© ¯®«ãç ¥¬
�à¥¤«®¦¥¨¥ 6. �ãáâì ®¯¥à â®à ϕ ª®¥ç®¬¥à®£® ¯à®áâà áâ¢  L ï¢«ï¥âáï
¯àï¬®© áã¬¬®© ®¯¥à â®à®¢ ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn. �®£¤  ¢ ¯®¤å®¤ïé¥¬ ¡ §¨á¥ S ¯à®áâà -
áâ¢  L ¬ âà¨æ  A ®¯¥à â®à  ϕ ¨¬¥¥â ¡«®ç®-¤¨ £® «ìë© ¢¨¤

A =




A1
A2

. . .
An


 ,

£¤¥ Ai | ¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  ϕi.
�®«¥¥ ¯®¤à®¡®, ¯ãáâì L1, L2, . . . , Ln | ϕ-¨¢ à¨ âë¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ 

¯à®áâà áâ¢  L ¨ L =
⊕n

i=1 Li. �ãáâì Si | ¡ §¨á ¯à®áâà áâ¢  Li ¨ Ai | ¬ â-
à¨æ  ®¯¥à â®à  ϕi = ϕ|Li ¢ íâ®¬ ¡ §¨á¥ (i = 1, 2, . . . , n). �á«¨ ¡ §¨á S ¯à®áâà áâ¢ 
L ï¢«ï¥âáï á®¥¤¨¥¨¥¬ ¡ §¨á®¢ S1, S2, . . . , Sn , â® ¬ âà¨æ  A ®¯¥à â®à  ϕ ¢ ¡ §¨á¥
S ¨¬¥¥â ãª § ë© ¢¨¤. ¤
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�ç¥¢¨¤®, çâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¨ ®¡à â®¥: ¥á«¨ ¬ âà¨æ  A ®¯¥à â®à  ϕ «¨¥©®£®
¯à®áâà áâ¢  L ¢ ¥ª®â®à®¬ ¡ §¨á¥ S íâ®£® ¯à®áâà áâ¢  ¨¬¥¥â ¡«®ç®-¤¨ £® «ìë©
¢¨¤ ¨§ ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 6, â® á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ S à §¡¨¢ ¥âáï   â ª¨¥
ç áâ¨ S1, S2, . . . , Sn (Si á®áâ®¨â ¨§ ¢¥ªâ®à®¢, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å â¥¬ áâà®ª ¬ ¬ âà¨æë
A, ¢ ª®â®àëå à á¯®« £ ¥âáï ¡«®ª Ai), çâ® ¥á«¨ Li = l(Si), â® ϕ = ϕ1 ⊕ ϕ2 ⊕ · · · ⊕ ϕn,
£¤¥ ϕi = ϕ|Li

.
�®§¬®¦®áâì à §«®¦¥¨ï ®¯¥à â®à  ¢ ¯àï¬ãî áã¬¬ã ¯®§¢®«ï¥â á¢®¤¨âì à¥è¥¨¥

à §«¨çëå ¢®¯à®á®¢ ®¡ ®¯¥à â®à¥ ª à¥è¥¨î ¨å ¤«ï ¥£® ¯àï¬ëå á« £ ¥¬ëå. �¤¥áì ¬®-
¦¥â ¡ëâì ¯®«¥§ë¬ á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥, ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¢ëâ¥ª îé¥¥ ¨§  è¨å
®¯à¥¤¥«¥¨© ¨ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3:
�à¥¤«®¦¥¨¥ 7. �ãáâì ®¯¥à â®à ϕ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L  ¤ ¯®«¥¬ K ï¢-
«ï¥âáï ¯àï¬®© áã¬¬®© ®¯¥à â®à®¢ ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® ¬®£®ç«¥ 
f(x) ∈ K[x] ®¯¥à â®à f(ϕ) à ¢¥ ¯àï¬®© áã¬¬¥ ®¯¥à â®à®¢ f(ϕ1), f(ϕ2), . . . ,
f(ϕn). ¤

�«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® ¯àï¬ ï áã¬¬  ®¯¥à â®à®¢ ¥ ï¢«ï¥âáï ç áâë¬ á«ãç ¥¬
á«®¦¥¨ï ®¯¥à â®à®¢, ®¯à¥¤¥«¥®£® ¢ ¯ à £à ä¥ I.2, ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â á¨âã æ¨¨ á ¯®¤-
à®áâà áâ¢ ¬¨ «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢, £¤¥ ¯àï¬ ï áã¬¬  ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ï¢«ï¥âáï,
¢ ç áâ®áâ¨, áã¬¬®© íâ¨å ¯®¤¯à®áâà áâ¢. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ®¯¥à æ¨ï á«®¦¥¨ï «¨-
¥©ëå ®â®¡à ¦¥¨© ¡ë«  ®¯à¥¤¥«¥  ¤«ï ®â®¡à ¦¥¨© á ®¤®© ¨ â®© ¦¥ ®¡« áâìî
®¯à¥¤¥«¥¨ï ¨, ª â®¬ã ¦¥, ¤«ï «î¡ëå â ª¨å ®â®¡à ¦¥¨©,   ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï
¯àï¬ëå á« £ ¥¬ëå ®¯¥à â®à  ¥ ¨¬¥îâ ®¡é¨å ¥ã«¥¢ëå í«¥¬¥â®¢. �à®¬¥ â®£®, ¬ë
®¯à¥¤¥«¨«¨ ¯®ª  «¨èì à §«®¦¨¬®áâì ¤ ®£® ®¯¥à â®à  ¢ ¯àï¬ãî áã¬¬ã, çâ® ¥ ¤ ¥â
¢®§¬®¦®áâ¨ £®¢®à¨âì ® ¯àï¬®© áã¬¬¥  ¯¥à¥¤ § ¤ ëå ®¯¥à â®à®¢. �â®â ¯à®¡¥«
¬®¦®, ¢¯à®ç¥¬, «¥£ª® ãáâà ¨âì:
�à¥¤«®¦¥¨¥ 8. �ãáâì «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® L ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®© áã¬¬®© á¢®¨å
¯®¤¯à®áâà áâ¢ L1, L2, . . . , Ln ¨ ¤«ï ª ¦¤®£® i = 1, 2, . . . , n § ¤  ®¯¥à â®à ϕi

¯à®áâà áâ¢  Li. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ë© ®¯¥à â®à ϕ ¯à®áâà áâ¢  L,
ï¢«ïîé¨©áï ¯àï¬®© áã¬¬®© ®¯¥à â®à®¢ ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn.

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ a | ¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à ¯à®áâà áâ¢  L ¨ a = a1 + a2 +
· · ·+ an, £¤¥ ai ∈ Li (i = 1, 2, . . . , n), ¯®« £ ¥¬

aϕ = a1ϕ1 + a2ϕ2 + · · ·+ anϕn.

�¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® â ª ®¯à¥¤¥«¥®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬, ¯®¤¯à®áâ-
à áâ¢  L1, L2, . . . , Ln ¨¢ à¨ âë ®â®á¨â¥«ì® ϕ ¨ ¥£® ®£à ¨ç¥¨¥   ¯®¤¯à®-
áâà áâ¢® Li á®¢¯ ¤ ¥â á ®¯¥à â®à®¬ ϕi. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ϕ = ϕ1 ⊕ ϕ2 ⊕ · · · ⊕ ϕn.
�¤¨áâ¢¥®áâì â ª®£® ®â®¡à ¦¥¨ï ®ç¥¢¨¤ . ¤
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§ 2. ����������� ������� � ����������� ��������
��������� ���������. ������������������ ���������

� ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë ã¢¨¤¥«¨, çâ® ¥á«¨ ®¯¥à â®à ¯à®áâà áâ¢  L à á-
ª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ ¯àï¬ãî áã¬¬ã, â® ¯®¤å®¤ïé¨¬ ¢ë¡®à®¬ ¡ §¨á  íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ 
¬ âà¨æã ®¯¥à â®à  ¬®¦® á¤¥« âì ¡«®ç®-¤¨ £® «ì®©. �à¥¤¨ â ª¨å ¬ âà¨æ  ¨¡®-
«¥¥ ¯à®áâ®© ¢¨¤ ¨¬¥¥â ¤¨ £® «ì ï ¬ âà¨æ , â.¥. ¬ âà¨æ  ¢¨¤ 

A =




λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . λn


 .

�¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ª ª ¡ã¤¥â ¢¨¤® ¨§ ¤ «ì¥©è¥£®, ¤ «¥ª® ¥ ¢áïª¨© ®¯¥à â®à ¬®¦¥â
¨¬¥âì â ªãî ¬ âà¨æã, ¨ ¯®â®¬ã ã¬¥áâ® ¯à¨ïâì á«¥¤ãîé¥¥

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1. �¯¥à â®à ϕ ª®¥ç®¬¥à®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L  §ë¢ -
¥âáï ¤¨ £® «¨§¨àã¥¬ë¬, ¥á«¨ ¥£® ¬ âà¨æ  ¢ ¥ª®â®à®¬ ¡ §¨á¥ ¯à®áâà áâ¢  L
ï¢«ï¥âáï ¤¨ £® «ì®©.

�«¥¤ãîé¥¥ ¯®ïâ¨¥ ¥áâ¥áâ¢¥® ¢®§¨ª ¥â ¢ á¢ï§¨ á® á¢®©áâ¢®¬ ¤¨ £® «¨§¨àã¥-
¬®áâ¨ ®¯¥à â®à , ® ¥£® ¯à¨¬¥¥¨¥ ¯à¨ ¨§ãç¥¨¨ ®¯¥à â®à®¢ «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢
®ª ¦¥âáï £®à §¤® ¡®«¥¥ è¨à®ª¨¬.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2. �ãáâì L | «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®  ¤ ¯®«¥¬ K ¨ ϕ | ®¯¥à -
â®à ¯à®áâà áâ¢  L. �¥ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à a ∈ L  §ë¢ ¥âáï á®¡áâ¢¥ë¬ ¢¥ªâ®à®¬
®¯¥à â®à  ϕ, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨¬ á®¡áâ¢¥®¬ã § ç¥¨î λ ∈ K, ¥á«¨ aϕ = λa.

�á«¨ £®¢®à¨âì ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡®, íâ¨¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ ¢¢¥¤¥® ¤¢  ¯®ïâ¨ï: á®¡áâ¢¥-
ë© ¢¥ªâ®à «¨¥©®£® ®¯¥à â®à  ¨ á®¡áâ¢¥®¥ § ç¥¨¥ «¨¥©®£® ®¯¥à â®à . �ë
 §ë¢ ¥¬ ¢¥ªâ®à a ¯à®áâà áâ¢  L á®¡áâ¢¥ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ®¯¥à â®à  ϕ, ¥á«¨ a 6= 0 ¨
®¡à § ¢¥ªâ®à  a ®â®á¨â¥«ì® ϕ á®¢¯ ¤ ¥â á λa ¤«ï ¥ª®â®à®£® áª «ïà  λ ∈ K. � ¢¥-
áâ¢®¬ aϕ = λa íâ®â áª «ïà λ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®¤®§ ç® (¥á«¨ aϕ = λ1a ¨ aϕ = λ2a, â®
λ1a = λ2a, (λ1−λ2)a = 0, ¨ â ª ª ª a 6= 0, λ1−λ2 = 0), ¨ ¬ë  §ë¢ ¥¬ ¥£® á®¡áâ¢¥ë¬
§ ç¥¨¥¬ ®¯¥à â®à  ϕ ¨ £®¢®à¨¬, çâ® ¢¥ªâ®à a ¯à¨ ¤«¥¦¨â íâ®¬ã á®¡áâ¢¥®¬ã § -
ç¥¨î. � ª¨¬ ®¡à §®¬, á ¤àã£®© áâ®à®ë, í«¥¬¥â λ ∈ K ¬ë  §ë¢ ¥¬ á®¡áâ¢¥ë¬
§ ç¥¨¥¬ ®¯¥à â®à  ϕ, ¥á«¨ ¥¬ã ¯à¨ ¤«¥¦¨â å®âï ¡ë ®¤¨ á®¡áâ¢¥ë© ¢¥ªâ®à, â.¥.
¥á«¨ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ L áãé¥áâ¢ã¥â ¢¥ªâ®à a 6= 0 â ª®©, çâ® aϕ = λa.

�«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ áâ ®¢¨âáï ®ç¥¢¨¤ë¬, áâ®¨â «¨èì ¢á¯®¬¨âì ®¯à¥¤¥-
«¥¨¥ ¬ âà¨æë «¨¥©®£® ®¯¥à â®à .

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1. � âà¨æ  ®¯¥à â®à  ϕ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L, ¢ëç¨á«¥ ï
¢ ¡ §¨á¥ S íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ , ¤¨ £® «ì  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ª ¦¤ë©
¢¥ªâ®à ¨§ S ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ®¯¥à â®à  ϕ. ¤

� áá¬®âà¨¬ ¥áª®«ìª® ¯à¨¬¥à®¢.
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1. �á«¨ ϕ = χλ | £®¬®â¥â¨ï ¯à®áâà áâ¢  L á ª®íää¨æ¨¥â®¬ λ, â® ª ¦¤ë©
¥ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à ¯à®áâà áâ¢  L ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ®¯¥à â®à  ϕ, ¯à¨-
 ¤«¥¦ é¨¬ á®¡áâ¢¥®¬ã § ç¥¨î λ.

2. �¯¥à â®à ¯®¢®à®â    ã£®« π/2 ¯à®â¨¢ ç á®¢®© áâà¥«ª¨ ¯à®áâà áâ¢  V 2 ¥
¨¬¥¥â, ®ç¥¢¨¤®, á®¡áâ¢¥ëå ¢¥ªâ®à®¢.

3. �¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à â®à ϕ ¯à®áâà áâ¢  L = R2 á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: ¥á«¨ a =
(α, β) | ¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à ¨§ L, ¯®« £ ¥¬ aϕ = (α, α + 2β). � ¢¥áâ¢® aϕ = λa
¡ã¤¥â ¢ë¯®«ïâìáï ¤«ï ¥ª®â®à®£® λ ∈ R â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  α = λα ¨
α+2β = λβ. �ãáâì a 6= 0. �á«¨ α 6= 0, â® ¯¥à¢®¥ ¨§ íâ¨å à ¢¥áâ¢ ¤ ¥â λ = 1, ¨ ¯®â®¬ã
¢â®à®¥ ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤ α+β = 0. �á«¨ ¦¥ α = 0, â® β 6= 0 ¨ ¯®â®¬ã ¨§ ¢â®à®£® à ¢¥áâ¢ 
¯®«ãç ¥¬ λ = 2. �«¥¤®¢ â¥«ì®, á®¡áâ¢¥ë¬¨ § ç¥¨ï¬¨ ®¯¥à â®à  ϕ ï¢«ïîâáï
ç¨á«  1 ¨ 2, ¯à¨ç¥¬ ¢á¥ á®¡áâ¢¥ë¥ ¢¥ªâ®àë, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨¥ ¯¥à¢®¬ã ¨§ ¨å ¨¬¥îâ
¢¨¤ (−β, β), £¤¥ β 6= 0,   ¢á¥ á®¡áâ¢¥ë¥ ¢¥ªâ®àë, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨¥ ¢â®à®¬ã, ¨¬¥îâ
¢¨¤ (0, β) £¤¥ β 6= 0. �®« £ ï ¢ ®¡®¨å á«ãç ïå β = 1, ¯®«ãç ¥¬ ¢¥ªâ®àë a1 = (−1, 1) ¨
a2 = (0, 1) á®®â¢¥âáâ¢¥®. � ª ª ª á¨áâ¥¬  a1, a2 «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ , ®  á®áâ ¢«ï¥â
¡ §¨á ¯à®áâà áâ¢  L, ¨ ¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  ϕ ¢ íâ®¬ ¡ §¨á¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤

(
1 0
0 2

)
.

� à ªâ¥à¨§ æ¨ï ¨ ¢ëç¨á«¥¨¥ á®¡áâ¢¥ëå § ç¥¨© ®¯¥à â®à  ª®¥ç®¬¥à®£®
¯à®áâà áâ¢  ®á®¢ ë   á«¥¤ãîé¥¬ ¯®ïâ¨¨.
�¯à¥¤¥«¥¨¥ 3. �ãáâì A | ª¢ ¤à â ï ¬ âà¨æ  ¯®àï¤ª  n  ¤ ¯®«¥¬ K. � -
à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¬ ¬®£®ç«¥®¬ ¬ âà¨æë A  §ë¢ ¥âáï ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¬ âà¨æë
xE −A (£¤¥ E | ¥¤¨¨ç ï ¬ âà¨æ  ¯®àï¤ª  n) .

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥á«¨ A = (αij), â® å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¬ ¬®£®ç«¥®¬ ¬ âà¨æë A
 ¬¨  §¢  ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¬ âà¨æë

f(x) =

∣∣∣∣∣∣∣

x− α11 −α12 . . . −α1n

−α21 x− α22 . . . −α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−αn1 −αn2 . . . x− αnn

∣∣∣∣∣∣∣
,

á®áâ ¢«¥®© ¨§ ¬®£®ç«¥®¢, ¢å®¤ïé¨å ¢ ª®«ìæ® K[x], ¨ ¯®íâ®¬ã á ¬ ï¢«ïîé¨©áï
¬®£®ç«¥®¬ á ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ ¨§ ¯®«ï K.

� áá¬®âà¨¬ íâ®â ¬®£®ç«¥ ¯®¤à®¡¥¥. �¤¨¬ ¨§ á« £ ¥¬ëå à §¢¥àãâ®© § ¯¨á¨
¤ ®£® ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï ï¢«ï¥âáï ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¥£® ¤¨ £® «ìëå í«¥¬¥â®¢

(x− α11)(x− α22)(x− αnn) = xn − xn−1
n∑

i=1
αii + · · · .

�¥£ª® ¯®ïâì, çâ® ¢á¥ ®áâ «ìë¥ á« £ ¥¬ë¥, ¢å®¤ïé¨¥ ¢ § ¯¨áì ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï, ï¢«ï-
îâáï ¬®£®ç«¥ ¬¨ ®â x, áâ¥¯¥ì ª®â®àëå ã¦¥ ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â ç¨á«  n− 2. �¥©áâ¢¨-
â¥«ì®, «î¡®¥ á« £ ¥¬®¥ à §¢¥àãâ®© § ¯¨á¨ ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï, ®â«¨ç®¥ ®â ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï
¤¨ £® «ìëå í«¥¬¥â®¢, á®¤¥à¦¨â í«¥¬¥â ¨§ i-®© áâà®ª¨ ¨ j-®£® áâ®«¡æ , £¤¥ i 6= j.
�® â®£¤  ¢ íâ® á« £ ¥¬®¥ ¥ ¬®£ãâ ¢®©â¨ ¯® ¬¥ìè¥© ¬¥à¥ ¤¢  í«¥¬¥â  ¤¨ £® «¨
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x− αii ¨ x− αjj , â ª ª ª ¯¥à¢ë©  å®¤¨âáï ¢ â®© áâà®ª¥,   ¢â®à®© | ¢ â®¬ áâ®«¡æ¥,
¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¨ ª®â®àëå ã¦¥ ¢®è«¨ ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ á« £ ¥¬®¥.

�â ª, ¥á«¨ ¬®£®ç«¥ f(x) ï¢«ï¥âáï å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¬ ¬®£®ç«¥®¬ ¬ âà¨æë
A ¯®àï¤ª  n, â® áâ¥¯¥ì ¬®£®ç«¥  f(x) à ¢  n,   áâ àè¨© ª®íää¨æ¨¥â à ¢¥ 1
(â.¥. ¬®£®ç«¥ f(x) ã¨â à¥). �®íää¨æ¨¥â®¬ ¯à¨ xn−1 ï¢«ï¥âáï á«¥¤ ¬ âà¨æë A,
¢§ïâë© á ¯à®â¨¢®¯®«®¦ë¬ § ª®¬,   á¢®¡®¤ë© ç«¥ à ¢¥ (−1)ndet A (â ª ª ª íâ®
| § ç¥¨¥ f(x) ¯à¨ x = 0). �áâ¥áâ¢¥ë© ¢®¯à®á, ¢áïª¨© «¨ ã¨â àë© ¬®£®ç«¥
ï¢«ï¥âáï å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¬ ¬®£®ç«¥®¬ ¥ª®â®à®© ¬ âà¨æë, á¥©ç á ¡ã¤¥â à¥è¥
ãâ¢¥à¤¨â¥«ì®.
�¯à¥¤¥«¥¨¥ 4. �ãáâì f(x) = xn +α1xn−1 + · · ·+αn−1x+αn | ¯à®¨§¢®«ìë© ã¨-
â àë© ¬®£®ç«¥ áâ¥¯¥¨ n  ¤ ¯®«¥¬ K. � âà¨æ¥© �à®¡¥¨ãá  íâ®£® ¬®£®ç«¥ 
 §ë¢ ¥âáï n×n-¬ âà¨æ  ¢¨¤ 

A =




0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 1

−αn −αn−1 −αn−2 . . . −α2 −α1




�à¥¤«®¦¥¨¥ 2. � à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ¬ âà¨æë �à®¡¥¨ãá  ¯à®¨§¢®«ì-
®£® ã¨â à®£® ¬®£®ç«¥  f(x) á®¢¯ ¤ ¥â á íâ¨¬ ¬®£®ç«¥®¬.

�®ª § â¥«ìáâ¢® á®áâ®¨â ¢ ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®¬ ¢ëç¨á«¥¨¨ ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï á®®â¢¥âáâ-
¢ãîé¥© ¬ âà¨æë. �®åà ïï ®¡®§ ç¥¨ï ®¯à¥¤¥«¥¨ï 4, ¨¬¥¥¬

det (xE −A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x −1 0 . . . 0 0
0 x −1 . . . 0 0
0 0 x . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . x −1

αn αn−1 αn−2 . . . α2 x + α1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

�ë¯®«¨¬ á«¥¤ãîé¨¥ í«¥¬¥â àë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï áâ®«¡æ®¢ íâ®£® ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï: �
¯¥à¢®¬ã áâ®«¡æã ¯à¨¡ ¢«ï¥¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®

¢â®à®© áâ®«¡¥æ, ã¬®¦¥ë©   x,
âà¥â¨© áâ®«¡¥æ, ã¬®¦¥ë©   x2 ¨ â.¤. ¨,  ª®¥æ,
¯®á«¥¤¨© áâ®«¡¥æ, ã¬®¦¥ë©   xn−1.
� à¥§ã«ìâ â¥ ¨¬¥¥¬ ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì

det (xE −A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −1 0 . . . 0 0
0 x −1 . . . 0 0
0 0 x . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . x −1

f(x) αn−1 αn−2 . . . α2 x + α1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,
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à áª« ¤ë¢ ï ª®â®àë© ¯® í«¥¬¥â ¬ ¯¥à¢®£® áâ®«¡æ , ¯®«ãç ¥¬

det (xE −A) = (−1)n+1f(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 . . . 0 0
x −1 . . . 0 0
0 x . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . x −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= f(x). ¤

�à¥¦¤¥, ç¥¬ ¢¥àãâìáï ª «¨¥©ë¬ ®¯¥à â®à ¬, ®â¬¥â¨¬ ¥é¥
�à¥¤«®¦¥¨¥ 3. � à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¥ ¬®£®ç«¥ë á®¯àï¦¥ëå ¬ âà¨æ à ¢ë.

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ ¬ âà¨æë A ¨ B á®¯àï¦¥ë, â.¥. ¤«ï ¥ª®â®à®© ®¡à â¨¬®©
¬ âà¨æë U ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢® A = UBU−1, â®

det (xE −A) = det (xE − UBU−1) = det (U(xE)U−1 − UBU−1) =
det (U(xE −B)U−1) = det U det (xE −B) det (U−1) =
det U det (U−1) det (xE −B) = det (xE −B).

(�¤¥áì ¬ë ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® ¨á¯®«ì§®¢ «¨ ¯¥à¥áâ ®¢®ç®áâì ¬ âà¨æë U á® áª «ïà®©
¬ âà¨æ¥© xE, ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢ë© § ª® ¢ ª®«ìæ¥ ¬ âà¨æ, ¯¥à¥áâ ®¢®ç®áâì ®¯à¥¤¥«¨-
â¥«¥© ¬ âà¨æ, ª ª í«¥¬¥â®¢ ¯®«ï K, ¨ â®â ä ªâ, çâ® ®¯à¥¤¥«¨â¥«¨ ¢§ ¨¬® ®¡à âëå
¬ âà¨æ ¢§ ¨¬® ®¡à âë.) ¤

�®áª®«ìªã ¬ âà¨æë «¨¥©®£® ®¯¥à â®à  ¯à®áâà áâ¢  L, ¢ëç¨á«¥ë¥ ¢ à §-
«¨çëå ¡ §¨á å íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ , ï¢«ïîâáï á®¯àï¦¥ë¬¨, ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 3 ®¡¥á-
¯¥ç¨¢ ¥â ª®àà¥ªâ®áâì á«¥¤ãîé¥£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï.
�¯à¥¤¥«¥¨¥ 5. �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à ª®¥ç®¬¥à®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢ 
L. � à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¬ ¬®£®ç«¥®¬ ®¯¥à â®à  ϕ  §ë¢ ¥âáï å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨©
¬®£®ç«¥ ¬ âà¨æë íâ®£® ®¯¥à â®à  ¢ ¥ª®â®à®¬ ¡ §¨á¥ ¯à®áâà áâ¢  L.

� áá¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥àë.
1. � ª ª ª ¬ âà¨æ  £®¬®â¥â¨¨ χλ n-¬¥à®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  (¢ ¯à®¨§-

¢®«ì®¬ ¡ §¨á¥) ¨¬¥¥â ¢¨¤

λE =




λ 0 0 . . . 0
0 λ 0 . . . 0
0 0 λ . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . λ




,

â® å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ íâ®£® ®¯¥à â®à  à ¢¥

det (xE − λE) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− λ 0 0 . . . 0
0 x− λ 0 . . . 0
0 0 x− λ . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . x− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (x− λ)n.
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2. � ¯ à £à ä¥ II.5 ¡ë«® ¯®ª § ®, çâ® ¬ âà¨æ  ¯®¢®à®â  ¯à®áâà áâ¢  V 2  
ã£®« π

2 ¯à®â¨¢ ç á®¢®© áâà¥«ª¨ ¢ ¯®¤å®¤ïé¥¬ ¡ §¨á¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤
(

0 1
−1 0

)
. �®íâ®¬ã

å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ íâ®£® ®¯¥à â®à  à ¢¥
∣∣∣∣
x −1
1 x

∣∣∣∣ = x2 + 1.
3. � â®¬ ¦¥ ¯ à £à ä¥ ¬ë ¢¨¤¥«¨, çâ® ¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï

¯à®áâà áâ¢  R3[x] à ¢ 

Aϕ =




0 0 0 0
1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0


 .

�®íâ®¬ã å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ íâ®£® ®¯¥à â®à  ¥áâì x4.
4. �  ç «¥ íâ®£® ¯ à £à ä  ¡ë« à áá¬®âà¥ ®¯¥à â®à ¯à®áâà áâ¢  R2, ®â®¡à -

¦ îé¨© ¢¥ªâ®à (α, β) ¢ ¢¥ªâ®à (α, α + 2β). �ë«® ¯®ª § ®, çâ® ¢ ®¤®¬ ¨§ ¡ §¨á®¢
¯à®áâà áâ¢  R2 ¬ âà¨æ  íâ®£® ®¯¥à â®à  ¨¬¥¥â ¢¨¤

(
1 0
0 2

)
, ¨ ¯®â®¬ã ¥£® å à ª-

â¥à¨áâ¨ç¥áª¨¬ ¬®£®ç«¥®¬ ï¢«ï¥âáï ¬®£®ç«¥ (x − 1)(x − 2). �¥¯®áà¥¤áâ¢¥ë¥
¢ëç¨á«¥¨ï ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ¢ áâ ¤ àâ®¬ ¡ §¨á¥ ¯à®áâà áâ¢  R2 íâ®â ®¯¥à â®à
¨¬¥¥â ¬ âà¨æã

(
1 1
0 2

)
, å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ª®â®à®© â ª¦¥ (à §ã¬¥¥âáï)

à ¢¥ ¬®£®ç«¥ã (x− 1)(x− 2).
�¥®à¥¬  1. �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à ª®¥ç®¬¥à®£® ¯à®áâà áâ¢  L  ¤ ¯®«¥¬ K.
�®¦¥áâ¢® á®¡áâ¢¥ëå § ç¥¨© ®¯¥à â®à  ϕ á®¢¯ ¤ ¥â á ¬®¦¥áâ¢®¬ ¯à¨ ¤-
«¥¦ é¨å ¯®«î K ª®à¥© ¥£® å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ¬®£®ç«¥ .
�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¯®¬¨¬, çâ® ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î áª «ïà λ ∈ K ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥-
ë¬ § ç¥¨¥¬ ®¯¥à â®à  ϕ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï ¥ª®â®à®£® ¥ã«¥¢®£®
¢¥ªâ®à  a ∈ L ¢ë¯®«ï¥âáï à ¢¥áâ¢® aϕ = λa. � ª ª ª ®® à ¢®á¨«ì® à ¢¥áâ¢ã
a(χ

λ
− ϕ) = 0, ®§ ç îé¥¬ã, çâ® ¢¥ªâ®à a ¯à¨ ¤«¥¦¨â ï¤àã ®¯¥à â®à  χ

λ
− ϕ, â® λ

ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥ë¬ § ç¥¨¥¬ ®¯¥à â®à  ϕ ¢ â®ç®áâ¨ â®£¤ , ª®£¤  Ker (χ
λ
−ϕ) |

¥ã«¥¢®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¯à®áâà áâ¢  L ¨«¨, çâ® â® ¦¥ á ¬®¥, dim Ker (χ
λ
−ϕ) > 0.

� ª ª ª ¯® â¥®à¥¬¥ I.3.6

dim Im (χ
λ
− ϕ) + dim Ker (χ

λ
− ϕ) = n,

£¤¥ n = dim L, ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® áª «ïà λ ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥ë¬ § ç¥¨¥¬ ®¯¥à â®à 
ϕ ¢ â®ç®áâ¨ â®£¤ , ª®£¤  à £ ®¯¥à â®à  χ

λ
− ϕ ¬¥ìè¥ ç¨á«  n. � ª ª ª ¢ á¨«ã

¯à¥¤«®¦¥¨ï I.5.5 à £ «¨¥©®£® ®â®¡à ¦¥¨ï á®¢¯ ¤ ¥â á à £®¬ ¥£® ¬ âà¨æë, â®
áª «ïà λ ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥ë¬ § ç¥¨¥¬ ®¯¥à â®à  ϕ ¢ â®ç®áâ¨ â®£¤ , ª®£¤  à £
¬ âà¨æë Aχ

λ
−ϕ ®¯¥à â®à  χ

λ
−ϕ ¬¥ìè¥ ç¨á«  n, â.¥. ¬¥ìè¥ ¯®àï¤ª  íâ®© ¬ âà¨æë.

�®áª®«ìªã à £ ª¢ ¤à â®© ¬ âà¨æë ¬¥ìè¥ ¥¥ ¯®àï¤ª  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
®¯à¥¤¥«¨â¥«ì íâ®© ¬ âà¨æë à ¢¥ ã«î, ¨

Aχ
λ
−ϕ = Aχ

λ
−Aϕ = λE −Aϕ,
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¬ë ¯®«ãç ¥¬,  ª®¥æ, çâ® áª «ïà λ ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥ë¬ § ç¥¨¥¬ ®¯¥à â®à  ϕ
â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  det (λE − Aϕ) = 0, â.¥. â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  λ
ï¢«ï¥âáï ª®à¥¬ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ¬®£®ç«¥  det (xE −Aϕ) ®¯¥à â®à  ϕ. ¤

�®ª §  ï â¥®à¥¬  ¤®áâ â®ç®  £«ï¤® ¨««îáâà¨àã¥âáï ¯à¨¬¥à ¬¨, ¯à¨¢¥¤¥-
ë¬¨ ¢ëè¥. � ª, ®âáãâáâ¢¨¥ á®¡áâ¢¥ëå ¢¥ªâ®à®¢ ã ®¯¥à â®à  ¯®¢®à®â  ¯à®áâà -
áâ¢  V 2 ®¡êïáï¥âáï â¥¯¥àì â¥¬, çâ® å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ x2 + 1 íâ®£®
®¯¥à â®à  ¥ ¨¬¥¥â ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ª®à¥©. �â  â¥®à¥¬  ¤ ¥â  ¬ ®¡®á®¢ ¨¥ á«¥-
¤ãîé¥£®  «£®à¨â¬  ¤«ï  å®¦¤¥¨ï á®¡áâ¢¥ëå ¢¥ªâ®à®¢ «¨¥©®£® ®¯¥à â®à  ϕ
¯à®áâà áâ¢  L:

1) ¢ëç¨á«¨âì ¬ âà¨æã Aϕ «¨¥©®£® ®¯¥à â®à  ϕ ¢ ¥ª®â®à®¬ ¡ §¨á¥ S
¯à®áâà áâ¢  L (¢¯à®ç¥¬, ¢ ¡®«ìè¨áâ¢¥ á«ãç ¥¢ ®¯¥à â®à § ¤ ¥âáï ¨¬¥® á¢®¥©
¬ âà¨æ¥©);

2)  ©â¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ íâ®© ¬ âà¨æë ¨ ®âëáª âì ¢á¥ ¥£® ª®à¨,
¯à¨ ¤«¥¦ é¨¥ ®á®¢®¬ã ¯®«î (â¥¬ á ¬ë¬ ®ª ¦ãâáï  ©¤¥ë¬¨ ¢á¥ á®¡áâ¢¥ë¥
§ ç¥¨ï ®¯¥à â®à  ϕ);

3) ¤«ï ª ¦¤®£® á®¡áâ¢¥®£® § ç¥¨ï λ  ©â¨ ¢á¥ ¥ã«¥¢ë¥ à¥è¥¨ï ¬ âà¨ç-
®£® ãà ¢¥¨ï (a)S(λE − Aϕ) = 0 ¨ â¥¬ á ¬ë¬ | ª®®à¤¨ âë¥ áâà®ª¨ ¢ ¡ §¨á¥ S
¢á¥å á®¡áâ¢¥ëå ¢¥ªâ®à®¢ ®¯¥à â®à  ϕ, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨å á®¡áâ¢¥®¬ã § ç¥¨î λ.

� áá¬®âà¨¬ ª®ªà¥âë© ¯à¨¬¥à. �ãáâì âà¥¡ã¥âáï  ©â¨ á®¡áâ¢¥ë¥ ¢¥ªâ®àë ¨
á®¡áâ¢¥ë¥ § ç¥¨ï ®¯¥à â®à  ϕ ¯à®áâà áâ¢  R3, § ¤ ®£® ¢ áâ ¤ àâ®¬ ¡ §¨á¥
íâ®£® ¯à®áâà áâ¢  ¬ âà¨æ¥©

A =




1 1 −1
−1 3 −1
−1 1 1


 .

�ëç¨á«¨¬ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ¬ âà¨æë A:

f(x) =

∣∣∣∣∣∣

x− 1 −1 1
1 x− 3 1
1 −1 x− 1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

x− 1 x− 2 1
1 x− 2 1
1 0 x− 1

∣∣∣∣∣∣
= (x− 2)

∣∣∣∣∣∣

x− 1 1 1
1 1 1
1 0 x− 1

∣∣∣∣∣∣
=

= (x− 2)

∣∣∣∣∣∣

x− 2 0 0
1 1 1
1 0 x− 1

∣∣∣∣∣∣
= (x− 2)2(x− 1).

(�¤¥áì ¡ë«¨ ¢ë¯®«¥ë á«¥¤ãîé¨¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï: ¯¥à¢ë© áâ®«¡¥æ ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï
¯à¨¡ ¢¨«¨ ª® ¢â®à®¬ã, ®¡é¨© ¬®¦¨â¥«ì (x− 2) í«¥¬¥â®¢ ¢â®à®£® áâ®«¡æ  ¢ë¥á«¨
§  § ª ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï, ¢â®àãî áâà®ªã ¢ëç«¨ ¨§ ¯¥à¢®© ¨ à §«®¦¨«¨ ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¯®
í«¥¬¥â ¬ ¯¥à¢®© áâà®ª¨.) �â ª, å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ®¯¥à â®à  ϕ ¨¬¥¥â
1-ªà âë© ª®à¥ì 1 ¨ 2-ªà âë© ª®à¥ì 2, â.¥. ã ®¯¥à â®à  ϕ à®¢® ¤¢  á®¡áâ¢¥ëå
§ ç¥¨ï 1 ¨ 2. � ©¤¥¬ â¥¯¥àì á®¡áâ¢¥ë¥ ¢¥ªâ®àë ®¯¥à â®à  ϕ. � ª ª ª ª®®à¤¨ â-
 ï áâà®ª  ¢ áâ ¤ àâ®¬ ¡ §¨á¥ ¯à®áâà áâ¢  R3 ¢¥ªâ®à  a = (α1, α2, α3) á®¢¯ ¤ ¥â
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á íâ¨¬ ¢¥ªâ®à®¬, ¢¥ªâ®à a ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î aϕ = a â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
¢ë¯®«ï¥âáï ¬ âà¨ç®¥ à ¢¥áâ¢®

(α1 α2 α3)




1 1 −1
−1 3 −1
−1 1 1


 = (α1 α2 α3),

à ¢®á¨«ì®¥ á«¥¤ãîé¥© á¨áâ¥¬¥ «¨¥©ëå ®¤®à®¤ëå ãà ¢¥¨©:




α1 − α2 − α3 = α1

α1 + 3α2 + α3 = α2

−α1 − 3α2 + α3 = α3

¨«¨





− α2 − α3 = 0
α1 + 2α2 + α3 = 0

−α1 − 3α2 + = 0
.

�à¨¢¥¤ï ¥¥ ª áâã¯¥ç â®¬ã ¢¨¤ã, ¯®«ãç¨¬ á¨áâ¥¬ã
{

α1 + α2 = 0
α2 + α3 = 0 ,

¬®¦¥áâ¢® à¥è¥¨© ª®â®à®© á®áâ®¨â ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ ¢¨¤  (α,−α, α), £¤¥ α | ¯à®¨§-
¢®«ì®¥ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®¥ ç¨á«®. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢á¥ á®¡áâ¢¥ë¥ ¢¥ªâ®àë ®¯¥à â®à 
ϕ, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨¥ á®¡áâ¢¥®¬ã § ç¥¨î 1, ¨¬¥îâ ¢¨¤ (α,−α, α), £¤¥ α | ¯à®¨§-
¢®«ì®¥ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®¥ ç¨á«®, ®â«¨ç®¥ ®â ã«ï. � ç áâ®áâ¨, ¯à¨ α = 1 ¯®«ãç ¥¬
¢¥ªâ®à a = (1,−1, 1),   ®áâ «ìë¥ á®¡áâ¢¥ë¥ ¢¥ªâ®àë ®¯¥à â®à  ϕ, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨¥
á®¡áâ¢¥®¬ã § ç¥¨î 1, ¨¬¥îâ ¢¨¤ αa, £¤¥ α | ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®¥ ç¨á«®,
®â«¨ç®¥ ®â ã«ï.

� «®£¨ç®, ¢¥ªâ®à a = (α1, α2, α3) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î aϕ = 2a â®£¤  ¨
â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢ë¯®«ï¥âáï ¬ âà¨ç®¥ à ¢¥áâ¢®

(α1 α2 α3)




1 1 −1
−1 3 −1
−1 1 1


 = 2(α1 α2 α3),

à ¢®á¨«ì®¥, ª ª ¯®ª §ë¢ îâ ¥¯®áà¥¤áâ¢¥ë¥ ¢ëç¨á«¥¨ï, ãà ¢¥¨î α1 + α2 +
α3 = 0. �ã¤ ¬¥â «ì ï á¨áâ¥¬  à¥è¥¨© á¨áâ¥¬ë, á®áâ®ïé¥© ¨§ ®¤®£® íâ®£® ãà ¢-
¥¨ï, ¢ª«îç ¥â ¤¢  ¢¥ªâ®à  b = (−1, 1, 0) ¨ c = (−1, 0, 1), ¨ ¢á¥ á®¡áâ¢¥ë¥ ¢¥ªâ®àë
®¯¥à â®à  ϕ, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨¥ á®¡áâ¢¥®¬ã § ç¥¨î 2, ¨¬¥îâ ¢¨¤ βb + γc , £¤¥ β ¨
γ | ¯à®¨§¢®«ìë¥ ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ ç¨á« , ¥ à ¢ë¥ ®¤®¢à¥¬¥® ã«î.

� ¤ ç  à¥è¥ . � ¬¥â¨¬ ¥é¥, çâ® á¨áâ¥¬  a, b, c «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬  ¨ ¯®â®¬ã
á®áâ ¢«ï¥â ¡ §¨á ¯à®áâà áâ¢  R2. � âà¨æ  ®¯¥à â®à  ϕ ¢ íâ®¬ ¡ §¨á¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤




1 0 0
0 2 0
0 0 2


 ,

â ª çâ®  è¨ ¢ëç¨á«¥¨ï ¯®§¢®«¨«¨, ¢ ç áâ®áâ¨, ®¡ àã¦¨âì ¤¨ £® «¨§¨àã¥¬®áâì
®¯¥à â®à  ϕ.

�ª ¦¥¬ â¥¯¥àì ®¤® ¤®áâ â®ç®¥ ãá«®¢¨¥ ¤¨ £® «¨§¨àã¥¬®áâ¨ ®¯¥à â®à  ª®¥ç-
®¬¥à®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢ .
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�¥®à¥¬  2. �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à n-¬¥à®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L  ¤ ¯®«¥¬
K. �¨áâ¥¬  á®¡áâ¢¥ëå ¢¥ªâ®à®¢ ®¯¥à â®à  ϕ, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨å ¯®¯ à® à §«¨ç-
ë¬ á®¡áâ¢¥ë¬ § ç¥¨ï¬, «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ .

� ç áâ®áâ¨, ¥á«¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ®¯¥à â®à  ϕ ¨¬¥¥â n à §-
«¨çëå ª®à¥© (¯à¨ ¤«¥¦ é¨å ¯®«î K), â® íâ®â ®¯¥à â®à ¤¨ £® «¨§¨àã¥¬.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì

a1, a2, . . . , am (1)
| á¨áâ¥¬  á®¡áâ¢¥ëå ¢¥ªâ®à®¢ ®¯¥à â®à  ϕ, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨å ¯®¯ à® à §«¨çë¬
á®¡áâ¢¥ë¬ § ç¥¨ï¬ λ1, λ2, . . . , λm á®®â¢¥âáâ¢¥®. �â® ®§ ç ¥â, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£®
i = 1, 2, . . . , m ¨¬¥¥¬ ai 6= 0 ¨ aiϕ = λiai ¨ ¤«ï «î¡ëå i 6= j λi 6= λj . �¨¥©ãî ¥§ ¢¨-
á¨¬®áâì á¨áâ¥¬ë (1) ¡ã¤¥¬ ¤®ª §ë¢ âì ¨¤ãªæ¨¥© ¯® m. �à¨ m = 1  è¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥
®ç¥¢¨¤® (á¨áâ¥¬ , á®áâ®ïé ï ¨§ ®¤®£® ¥ã«¥¢®£® ¢¥ªâ®à  «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ ), ¨
¬ë ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® m > 1 ¨ çâ® «î¡ ï á¨áâ¥¬  ¨§ m − 1 ¢¥ªâ®à®¢, ã¤®¢«¥â¢®-
àïîé ï ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë, «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ . �§ íâ®£® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï á«¥¤ã¥â, ¢
ç áâ®áâ¨, çâ® ¯®¤á¨áâ¥¬  a1, a2, . . . , am−1 á¨áâ¥¬ë (1) «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ .

�ãáâì ¤«ï ¥ª®â®àëå áª «ïà®¢ α1, α2, . . . , αm ∈ K ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢®

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αmam = 0. (2)

�ëç¨á«ïï ®¡à §ë ®â®á¨â¥«ì® ®¯¥à â®à  ϕ ®¡¥¨å ç áâ¥© íâ®£® à ¢¥áâ¢ , ¯®«ãç ¥¬

α1(a1ϕ) + α2(a2ϕ) + · · ·+ αm(amϕ) = 0,

¨«¨, á ãç¥â®¬ à ¢¥áâ¢ aiϕ = λiai,

(α1λ1)a1 + (α2λ2)a2 + · · ·+ (αmλm)am = 0. (3)

�¬®¦¨¬ ®¡¥ ç áâ¨ à ¢¥áâ¢  (2)   áª «ïà −λm ¨ ¯à¨¡ ¢¨¬ ¯®«ãç¥ë¥ ¢ëà ¦¥¨ï
ª á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ç áâï¬ à ¢¥áâ¢  (3):

(α1(λ1 − λm))a1 + (α2(λ2 − λm))a2 + · · ·+ (αm−1(λm−1 − λm))am−1 = 0.

� ª ª ª á¨áâ¥¬  a1, a2, . . . , am−1 «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ , ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï
ª ¦¤®£® i = 1, 2, . . . , m − 1 ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® αi(λi − λm) = 0, ¨ ¯®áª®«ìªã ¤«ï
«î¡®£® ¨§ ãª § ëå § ç¥¨© i λi 6= λm, ¯®«ãç ¥¬, çâ® ¤«ï ¢á¥å i = 1, 2, . . . , m − 1
αi = 0. �®£¤  à ¢¥áâ¢® (2) ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤ αmam = 0, ¨ â ª ª ª am 6= 0 , ¨¬¥¥¬ αm = 0.
�«¥¤®¢ â¥«ì®, á¨áâ¥¬  (1) ï¢«ï¥âáï «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®©, ¨ ¯¥à¢®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥
â¥®à¥¬ë ¤®ª § ®.

�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ®¯¥à â®à  ϕ ¨¬¥¥â n
à §«¨çëå ª®à¥© λ1, λ2, . . . , λn, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨å ¯®«î K. �® â¥®à¥¬¥ 1 ¤«ï ª ¦-
¤®£® i = 1, 2, . . . , n áãé¥áâ¢ã¥â á®¡áâ¢¥ë© ¢¥ªâ®à ai ®¯¥à â®à  ϕ, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨©
á®¡áâ¢¥®¬ã § ç¥¨î λi. �®£¤  ¯® ¤®ª § ®¬ã á¨áâ¥¬  a1, a2, . . . , an «¨¥©® ¥§ -
¢¨á¨¬  ¨ ¯®áª®«ìªã ç¨á«® ¥¥ ¢¥ªâ®à®¢ à ¢® à §¬¥à®áâ¨ ¯à®áâà áâ¢  L, ®  ï¢«ï-
¥âáï ¡ §¨á®¬ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ . � á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1 ¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  ϕ ¢ íâ®¬
¡ §¨á¥ ¤¨ £® «ì . ¤
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� áá¬®âà¥ë© ¯¥à¥¤ íâ®© â¥®à¥¬®© ¯à¨¬¥à ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¯à¨¢¥¤¥®¥ ¢ ¥©
¤®áâ â®ç®¥ ãá«®¢¨¥ ¤¨ £® «¨§¨àã¥¬®áâ¨ ®¯¥à â®à  ¥ ï¢«ï¥âáï ¥®¡å®¤¨¬ë¬.

� § ª«îç¥¨¥ íâ®£® ¯ à £à ä  ¯à¨¢¥¤¥¬ ¤¢  ¯à®áâëå á¢®©áâ¢  å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥-
áª¨å ¬®£®ç«¥®¢ «¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 4. �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à ª®¥ç®¬¥à®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L
¨ M | ϕ-¨¢ à¨ â®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ . � à ªâ¥à¨áâ¨ç¥-
áª¨© ¬®£®ç«¥ ®£à ¨ç¥¨ï ϕ = ϕ|M ®¯¥à â®à  ϕ   ¯®¤¯à®áâà áâ¢® M ï¢«ï¥âáï
¤¥«¨â¥«¥¬ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ¬®£®ç«¥  ®¯¥à â®à  ϕ.

�á«¨ ®¯¥à â®à ϕ ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®© áã¬¬®© ®¯¥à â®à®¢ ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn, â® å -
à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ®¯¥à â®à  ϕ à ¢¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨î å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨å
¬®£®ç«¥®¢ ®¯¥à â®à®¢ ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn.

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ M | ϕ-¨¢ à¨ â®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¯à®áâà áâ¢  L, â®
¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  ϕ ¢ ¯®¤å®¤ïé¥¬ ¡ §¨á¥ L ¨¬¥¥â ¢¨¤ A =

(
B 0
C D

)
, £¤¥ B |

¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  ϕ = ϕ|M (¯à¥¤«®¦¥¨¥ 1.4). �®£¤  ¬ âà¨æ  xE − A á®¢¯ ¤ ¥â á
¬ âà¨æ¥© (

xE1 −B 0
−C xE2 −D

)
,

£¤¥ E1 ¨ E2 | ¥¤¨¨çë¥ ¬ âà¨æë ¯®¤å®¤ïé¨å à §¬¥à®¢. �ëç¨á«ïï ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì
íâ®© ¬ âà¨æë á ¯®¬®éìî â¥®à¥¬ë � ¯« á , ¨¬¥¥¬

det (xE −A) = det (xE1 −B) · det (xE2 −D)

� «®£¨ç®, ¥á«¨ ϕ = ϕ1⊕ϕ2⊕ · · · ⊕ϕn, â® ¢ ¯®¤å®¤ïé¥¬ ¡ §¨á¥ ¯à®áâà áâ¢  L
¬ âà¨æ  A ®¯¥à â®à  ϕ ¨¬¥¥â ¡«®ç®-¤¨ £® «ìë© ¢¨¤

A =




A1
A2

. . .
An


 ,

£¤¥ Ai | ¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  ϕi. �®íâ®¬ã

xE −A =




xE1 −A1
xE2 −A2

. . .
xEn −An


 ,

¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ det (xE − A) ¬ âà¨æë A à ¢¥
¯à®¨§¢¥¤¥¨î å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨å ¬®£®ç«¥®¢ det (xE1 − A1), det (xE2 − A2), . . . ,
det (xEn −An) ¬ âà¨æ A1, A2, . . . , An á®®â¢¥âáâ¢¥®. ¤
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�à¥¤«®¦¥¨¥ 5. �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à ª®¥ç®¬¥à®£® ¯à®áâà áâ¢  L ¨ ¯ãáâì
¯à®áâà áâ¢® L ï¢«ï¥âáï áã¬¬®© ϕ-¨¢ à¨ âëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢ L1, L2, . . . , Ln.
�ãáâì ϕi = ϕ|Li

| ®£à ¨ç¥¨¥ ®¯¥à â®à  ϕ   ¯®¤¯à®áâà áâ¢® Li (i = 1, 2, . . . , n).
�®£¤  å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ®¯¥à â®à  ϕ ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ¯à®¨§¢¥¤¥-
¨ï å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨å ¬®£®ç«¥®¢ ®¯¥à â®à®¢ ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¨ n = 1 ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ âà¨¢¨ «ì®. � áá¬®âà¨¬ á«ãç ©, ª®£¤ 
n = 2, â.¥. L = L1 + L2. �ë¡¥à¥¬ ¡ §¨á S0 ¯¥à¥á¥ç¥¨ï L0 = L1 ∩ L2 ¯®¤¯à®áâà áâ¢
L1 ¨ L2 ¨ ¤®¯®«¨¬ ¥£® ¤® ¡ §¨á  S0S1 ¯®¤¯à®áâà áâ¢  L1 ¨ ¤® ¡ §¨á  S0S2 ¯®¤-
¯à®áâà áâ¢  L2. �®£¤  (á¬. ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë I.3.4) á¨áâ¥¬  S0S1S2 ï¢«ï¥âáï
¡ §¨á®¬ ¯à®áâà áâ¢  L. � ª ª ª ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ϕ-¨¢ à¨ âëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ï¢-
«ï¥âáï ϕ-¨¢ à¨ âë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬, ¯®¤¯à®áâà áâ¢® L0 ¨¢ à¨ â® ®â®á¨-
â¥«ì® ®¯¥à â®à  ϕ,   ¯®â®¬ã ¨ ®â®á¨â¥«ì® ®¯¥à â®à  ϕ1. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¬ âà¨æ 
®¯¥à â®à  ϕ1 ¢ ¡ §¨á¥ S0S1 ¯à®áâà áâ¢  L1 ¨¬¥¥â ¢¨¤

(
B0 0
C1 D1

)
(£¤¥ B0 | ¬ â-

à¨æ  ®¯¥à â®à  ϕ0 = ϕ|L0), ¨ ¯®â®¬ã å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ®¯¥à â®à  ϕ1
à ¢¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨î å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨å ¬®£®ç«¥®¢ f0(x) ¨ f1(x) ¬ âà¨æ B0 ¨ D1
á®®â¢¥âáâ¢¥®.

� «®£¨ç®, ¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  ϕ2 ¢ ¡ §¨á¥ S0S2 ¯à®áâà áâ¢  L2 ¨¬¥¥â ¢¨¤(
B0 0
C2 D2

)
, ¨ ¯®â®¬ã å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ®¯¥à â®à  ϕ2 à ¢¥ ¯à®¨§¢¥¤¥-

¨î å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨å ¬®£®ç«¥®¢ f0(x) ¨ f2(x) ¬ âà¨æ B0 ¨ D2 á®®â¢¥âáâ¢¥®.
�¥£ª®, ¤ «¥¥, ¢¨¤¥âì, çâ® ¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  ϕ ¢ ¡ §¨á¥ S0S1S2 ¯à®áâà áâ¢  L

¨¬¥¥â ¢¨¤ 


B0 0 0
C1 D1 0
C2 0 D2


 ,

¨ ¯®â®¬ã å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ®¯¥à â®à  ϕ à ¢¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨î ¬®£®ç«¥-
®¢ f0(x)f1(x)f2(x). �¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ¤®ª §ë¢ ¥¬®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¯à¨ n = 2 â¥¯¥àì
®ç¥¢¨¤ .

�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® n > 2. � ª ª ª áã¬¬  ϕ-¨¢ à¨ âëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢
ï¢«ï¥âáï ϕ-¨¢ à¨ âë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬, ¯®¤¯à®áâà áâ¢® L′ =

∑n−1
i=1 Li ϕ-¨¢ -

à¨ â®. �á«¨ ϕ′ | ®£à ¨ç¥¨¥ ®¯¥à â®à  ϕ   ¯®¤¯à®áâà áâ¢® L′, â® ®ç¥¢¨¤®,
çâ® ¤«ï «î¡®£® i = 1, 2, . . . , n−1 ®¯¥à â®à ϕi ï¢«ï¥âáï ®£à ¨ç¥¨¥¬   ¯®¤¯à®áâà -
áâ¢® Li ®¯¥à â®à  ϕ′. �®íâ®¬ã ¯® ¨¤ãªæ¨¨ ¬®¦® áç¨â âì, çâ® å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨©
¬®£®ç«¥ ®¯¥à â®à  ϕ′ ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨å ¬®-
£®ç«¥®¢ ®¯¥à â®à®¢ ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn−1. � ª ª ª L = L′+Ln, ¢ á¨«ã à áá¬®âà¥®£® á«ã-
ç ï ¤¢ãå á« £ ¥¬ëå å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ®¯¥à â®à  ϕ ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬
¯à®¨§¢¥¤¥¨ï å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨å ¬®£®ç«¥®¢ ®¯¥à â®à®¢ ϕ′ ¨ ϕn. �«¥¤®¢ â¥«ì®,
å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ®¯¥à â®à  ϕ ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï å à ª-
â¥à¨áâ¨ç¥áª¨å ¬®£®ç«¥®¢ ®¯¥à â®à®¢ ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn. ¤
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§ 3. ����������. ������� ���������� - ����

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1. �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L  ¤ ¯®«¥¬ K.
�®£®ç«¥ f(x) ∈ K[x]  §ë¢ ¥âáï  ã«ïâ®à®¬ ¢¥ªâ®à  a ∈ L, ¥á«¨ ®¡à § ¢¥ªâ®à  a
®â®á¨â¥«ì® ®¯¥à â®à  f(ϕ) à ¢¥ ã«î. �®£®ç«¥ f(x)  §ë¢ ¥âáï  ã«ïâ®à®¬
®¯¥à â®à  ϕ, ¥á«¨ ®¯¥à â®à f(ϕ) ï¢«ï¥âáï ã«¥¢ë¬.

�á«¨ ¬®£®ç«¥ f(x) ï¢«ï¥âáï  ã«ïâ®à®¬ ®¯¥à â®à  ϕ (¨«¨ ¢¥ªâ®à  a), ¬ë ¡ã-
¤¥¬ £®¢®à¨âì â ª¦¥, çâ® ®¯¥à â®à ϕ (¨«¨ ¢¥ªâ®à a)  ã«¨àã¥âáï ¬®£®ç«¥®¬ f(x).
�à¨ íâ®¬, £®¢®àï ®¡  ã«ïâ®à¥ ¢¥ªâ®à , ¬ë ¢á¥£¤  ¤®«¦ë ¨¬¥âì ¢ ¢¨¤ã ¥ª®â®-
àë© ®¯¥à â®à ¯à®áâà áâ¢  L; çâ®¡ë ¨§¡¥¦ âì ¥®¯à¥¤¥«¥®áâ¨, ¬ë ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì
¨®£¤ , çâ® ¢¥ªâ®à a  ã«¨àã¥âáï ¬®£®ç«¥®¬ f(x) á ¯®¬®éìî ®¯¥à â®à  ϕ.

�á®, çâ® ¬®£®ç«¥ f(x)  ã«¨àã¥â ®¯¥à â®à ϕ ¯à®áâà áâ¢  L â®£¤  ¨ â®«ìª®
â®£¤ , ª®£¤  ® ï¢«ï¥âáï  ã«ïâ®à®¬ (á ¯®¬®éìî ϕ) ª ¦¤®£® ¢¥ªâ®à  a ∈ L. �®ïâ®
â ª¦¥, çâ® ã«¥¢ë¬ ¬®£®ç«¥®¬  ã«¨àã¥âáï ¯à®¨§¢®«ìë© ®¯¥à â®à,   ¯®â®¬ã ¨
¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à ¯à®áâà áâ¢ . �ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à  ã«¨àã¥âáï «î¡ë¬ ¬®£®ç«¥-
®¬ á ¯®¬®éìî «î¡®£® ®¯¥à â®à . � ¤àã£®© áâ®à®ë ®ç¥¢¨¤®, çâ® ã«¥¢®© ®¯¥à â®à
 ã«¨àã¥âáï ¢ â®ç®áâ¨ â¥¬¨ ¬®£®ç«¥ ¬¨, á¢®¡®¤ë© ç«¥ ã ª®â®àëå à ¢¥ ã«î.
� áá¬®âà¨¬, ¤ «¥¥, ¥áª®«ìª® ª®ªà¥âëå ¯à¨¬¥à®¢.

1. �ãáâì χ
λ

| £®¬®â¥â¨ï «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L ¨ f(x) = x − λ. �®£¤  ¯®-
áª®«ìªã χ

λ
= λι

L
, ¨¬¥¥¬ f(χ

λ
) = χ

λ
− λι

L
= θ

L
, â ª çâ® ®¯¥à â®à χ

λ
 ã«¨àã¥âáï

¬®£®ç«¥®¬ f(x) = x − λ. �®íâ®¬ã ¨ ª ¦¤ë© ¢¥ªâ®à ¯à®áâà áâ¢  L  ã«¨àã¥âáï
¬®£®ç«¥®¬ f(x) = x − λ á ¯®¬®éìî ®¯¥à â®à  χ

λ
. �®á«¥¤¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ®¡®¡-

é ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: ¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à a ∈ L  ã«¨àã¥âáï á ¯®¬®éìî
®¯¥à â®à  ϕ ¯à®áâà áâ¢  L «¨¥©ë¬ ã¨â àë¬ ¬®£®ç«¥®¬ x−λ â®£¤  ¨ â®«ìª®
â®£¤ , ª®£¤  «¨¡® a = 0, «¨¡® a ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ®¯¥à â®à  ϕ, ¯à¨ ¤-
«¥¦ é¨¬ á®¡áâ¢¥®¬ã § ç¥¨î λ.

2. �á«¨ ϕ | ®¯¥à â®à ¯®¢®à®â  ¯à®áâà áâ¢  V 2   ã£®« π/2 ¯à®â¨¢ ç á®¢®©
áâà¥«ª¨, â® ®¯¥à â®à ϕ2 ¯®¢®à ç¨¢ ¥â ª ¦¤ë© ¢¥ªâ®à   ã£®« π,   ¯®â®¬ã ¤«ï «î¡®£®
¢¥ªâ®à  a ∈ V 2 ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® aϕ2 = −a ¨«¨, çâ® à ¢®á¨«ì®, a(ϕ2 + ι) =
0. �®íâ®¬ã ¢á¥ ¢¥ªâ®àë ¯à®áâà áâ¢  ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ®¯¥à â®à ϕ  ã«¨àãîâáï
¬®£®ç«¥®¬ x2 + 1.

3. �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï ¯à®áâà áâ¢  K[x]. �¥£ª® ¢¨¤¥âì,
çâ® ¤«ï «î¡ëå ¥®âà¨æ â¥«ìëå æ¥«ëå ç¨á¥« n ¨ k

xnϕk =





0, ¥á«¨ k > n

n(n− 1) · · · (n− k + 1)xn−k, ¥á«¨ 1 ≤ k ≤ n

xn, ¥á«¨ k = 0.

�®íâ®¬ã ¤«ï «î¡®£® ¬®£®ç«¥  f(x) = α0xn + α1xn−1 + · · ·+ αn−1x + αn  ¤ ¯®«¥¬
K ¨¬¥¥¬ xnf(ϕ) = β0 + β1x + · · ·+ βn−1xn−1 + βnxn, £¤¥

βk =
{

n(n− 1) · · · (k + 1)αk, ¥á«¨ 0 ≤ k < n

αn, ¥á«¨ k = n.
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� ç áâ®áâ¨, ¥á«¨ f(x) | ¥ã«¥¢®© ¬®£®ç«¥, â® ¨ ®¯¥à â®à f(ϕ) ®â«¨ç¥ ®â ã-
«¥¢®£®; ¨ ç¥ £®¢®àï, ¥¤¨áâ¢¥ë¬  ã«ïâ®à®¬ ®¯¥à â®à  ϕ ï¢«ï¥âáï ã«¥¢®© ¬®-
£®ç«¥. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ª ¦¤ë© ¢¥ªâ®à ¯à®áâà áâ¢  K[x] ®¡« ¤ ¥â ¥ã«¥¢ë¬¨
 ã«ïâ®à ¬¨: ¯à®¨§¢®«ìë© ¬®£®ç«¥ áâ¥¯¥¨ n, ®ç¥¢¨¤®,  ã«¨àã¥âáï á ¯®¬®-
éìî ϕ ¬®£®ç«¥®¬ xn+1.

4. �ãáâì L = M ⊕ N ¨ ϕ | ®¯¥à â®à ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨ï   ¯®¤¯à®áâà áâ¢® M
¯ à ««¥«ì® ¯®¤¯à®áâà áâ¢ã N . �®£¤ , ª ª ¬ë ¢¨¤¥«¨, ϕ = ι

M
⊕ θ

N
. �®áª®«ìªã ¤«ï

«î¡®£® ¬®£®ç«¥  f(x) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® f(ϕ) = f(ι
M

) ⊕ f(θ
N

), ®¯¥à â®à ϕ
 ã«¨àã¥âáï ¬®£®ç«¥®¬ x2 − x.

�à¨ à áá¬®âà¥¨¨ ¯à¨¬¥à  3 ¬ë ®¡ àã¦¨«¨, çâ® ®¯¥à â®à ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï
«¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  K[x]  ã«¨àã¥âáï â®«ìª® ã«¥¢ë¬ ¬®£®ç«¥®¬. �¥©ç á ¬ë
ã¢¨¤¨¬, çâ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ â ª®£® ®¯¥à â®à  ®ª § «®áì ¢®§¬®¦ë¬ ¯®â®¬ã, çâ® ¯à®-
áâà áâ¢® K[x] ¥ ï¢«ï¥âáï ª®¥ç®¬¥àë¬.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1. �á«¨ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® L  ¤ ¯®«¥¬ K ª®¥ç®¬¥à®, â®
¤«ï «î¡®£® ®¯¥à â®à  ¯à®áâà áâ¢  L áãé¥áâ¢ã¥â ¥ã«¥¢®©  ã«ïâ®à.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì dim L = n. �®£¤  ®â®¡à ¦¥¨¥, á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ ¯à®¨§¢®«ì-
®¬ã ®¯¥à â®àã ϕ ¯à®áâà áâ¢  L ¬ âà¨æã íâ®£® ®¯¥à â®à  (¢ ä¨ªá¨à®¢ ®¬ ¡ §¨á¥
¯à®áâà áâ¢  L), ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬ ¯à®áâà áâ¢  L(L) ¢á¥å «¨¥©ëå ®¯¥à -
â®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  L   ¯à®áâà áâ¢® Mn(K) ¢á¥å ª¢ ¤à âëå ¬ âà¨æ ¯®àï¤ª  n
 ¤ ¯®«¥¬ K, ¨ ¯®â®¬ã dimL(L) = dim Mn(K). � ª ª ª dim Mn(K) = n2, â® ¨
dimL(L) = n2. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤«ï «î¡®£® ®¯¥à â®à  ϕ ¯à®áâà áâ¢  L á¨áâ¥¬  í«¥-
¬¥â®¢

ι = ϕ0, ϕ1, . . . , ϕm

¯à®áâà áâ¢  L(L) (£¤¥ m = n2) ¤®«¦  ¡ëâì «¨¥©® § ¢¨á¨¬®©,   ¯®â®¬ã ¤®«¦ë
 ©â¨áì áª «ïàë α0, α1, . . . , αm ∈ K, ¥ à ¢ë¥ ã«î ®¤®¢à¥¬¥®, â ª¨¥, çâ®

α0ϕ
0 + α1ϕ + · · ·+ αmϕm = 0.

�â® ¨ ®§ ç ¥â, ®ç¥¢¨¤®, çâ® ¬®£®ç«¥ f(x) = α0 + α1x + · · · + αmxm ®â«¨ç¥ ®â
ã«ï ¨  ã«¨àã¥â ®¯¥à â®à ϕ. ¤

�â¬¥â¨¬ ®ç¥¢¨¤®¥

�«¥¤áâ¢¨¥. �«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  a ª®¥ç®¬¥à®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  ¨ «î-
¡®£® ®¯¥à â®à  ϕ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢   ©¤¥âáï ¥ã«¥¢®© ¬®£®ç«¥,  ã«¨àãî-
é¨© á ¯®¬®éìî ϕ ¢¥ªâ®à a.

�á«¨ ¤«ï ®¯¥à â®à  (¨«¨ ¢¥ªâ®à ) «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L áãé¥áâ¢ã¥â ¥ã«¥-
¢®©  ã«ïâ®à, â® áà¥¤¨ ¢á¥å ¬®£®ç«¥®¢,  ã«¨àãîé¨å íâ®â ®¯¥à â®à (¨«¨ ¢¥ªâ®à)
 ©¤¥âáï ¬®£®ç«¥  ¨¬¥ìè¥© áâ¥¯¥¨. �®áª®«ìªã, ª â®¬ã ¦¥, ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ áª -
«ïà     ã«¨àãîé¨© ¬®£®ç«¥ á®¢  ï¢«ï¥âáï  ã«¨àãîé¨¬ ¬®£®ç«¥®¬, â®
¤«ï «î¡®£® ®¯¥à â®à  ¨ «î¡®£® ¢¥ªâ®à  ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¬¨¨¬ «ìë©  -
ã«ïâ®à ¢ á¬ëá«¥ á«¥¤ãîé¥£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï:



84

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2. �¨¨¬ «ìë¬  ã«ïâ®à®¬ ®¯¥à â®à  ϕ (¢¥ªâ®à  a) «¨¥©®£®
¯à®áâà áâ¢  L  §ë¢ ¥âáï ã¨â àë© ¬®£®ç«¥,  ã«¨àãîé¨© íâ®â ®¯¥à â®à
(¢¥ªâ®à) ¨ ¨¬¥îé¨©  ¨¬¥ìèãî áâ¥¯¥ì áà¥¤¨ ¢á¥å ¥ã«¥¢ëå  ã«ïâ®à®¢ ®¯¥-
à â®à  ϕ (¢¥ªâ®à  a).

�§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1 á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  ¨ «î¡®£® ®¯¥à â®à  ª®¥ç®-
¬¥à®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  áãé¥áâ¢ã¥â ¬¨¨¬ «ìë©  ã«ïâ®à. �¨¨¬ «ìë©
 ã«ïâ®à ®¯¥à â®à   §ë¢ îâ â ª¦¥ ¬¨¨¬ «ìë¬ ¬®£®ç«¥®¬ íâ®£® ®¯¥à â®à .

� ¬¥â¨¬ ¥é¥, çâ® ¯®   «®£¨¨ á ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ 1 ¬®¦® ¢¢¥áâ¨ ¯®ïâ¨¥  ã«¨àã-
îé¥£® ¬®£®ç«¥  ª¢ ¤à â®© ¬ âà¨æë. � ª ª ª á®¯®áâ ¢«¥¨¥ ®¯¥à â®àã n-¬¥à®£®
«¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L  ¤ ¯®«¥¬ K ¬ âà¨æë íâ®£® ®¯¥à â®à  ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®à-
ä¨§¬®¬ «¨¥©®©  «£¥¡àë L(L)    «£¥¡àã Mn(K), ¢áïª¨©  ã«ïâ®à ®¯¥à â®à  ¡ã¤¥â
 ã«ïâ®à®¬ ¨ ¥£® ¬ âà¨æë ¨  ®¡®à®â. �®íâ®¬ã á«¥¤áâ¢¨¥ ª ¯à¥¤«®¦¥¨î 1 £ à -
â¨àã¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¥ã«¥¢®£®  ã«ïâ®à  ¯à®¨§¢®«ì®© ª¢ ¤à â®© ¬ âà¨æë. �
ç áâ®áâ¨, ¤«ï «î¡®© ª¢ ¤à â®© ¬ âà¨æë áãé¥áâ¢ã¥â ¬¨¨¬ «ìë© ¬®£®ç«¥, â.
¥. ¥ã«¥¢®©  ã«ïâ®à  ¨¬¥ìè¥© áâ¥¯¥¨.

�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¢áïª¨© ¬®£®ç«¥, ¤¥«ïé¨©áï    ã«ïâ®à ®¯¥à â®à  ¨«¨
¢¥ªâ®à , á ¬ ¡ã¤¥â  ã«¨à®¢ âì íâ®â ®¯¥à â®à ¨«¨ ¢¥ªâ®à. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨
f(x) = g(x)h(x) ¨ g(ϕ) = 0, â® f(ϕ) = g(ϕ)h(ϕ) = 0; á®®â¢¥âáâ¢¥®, ¨§ ag(ϕ) = 0
¯®«ãç ¥¬ af(ϕ) = a(g(ϕ)h(ϕ)) = (ag(ϕ))h(ϕ)) = 0. �á«¨  ã«ïâ®à ï¢«ï¥âáï ¬¨¨-
¬ «ìë¬, á¯à ¢¥¤«¨¢® ¨ ®¡à â®¥:
�à¥¤«®¦¥¨¥ 2. �¨¨¬ «ìë©  ã«ïâ®à ®¯¥à â®à  ¨«¨ ¢¥ªâ®à  ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨-
â¥«¥¬ ª ¦¤®£®  ã«ïâ®à  íâ®£® ®¯¥à â®à  ¨«¨ ¢¥ªâ®à  á®®â¢¥âáâ¢¥®.

�ãáâì, ¢ á ¬®¬ ¤¥«¥, p(x) | ¬¨¨¬ «ìë©  ã«ïâ®à ®¯¥à â®à  ϕ ¯à®áâà áâ¢ 
L ¨«¨ ¢¥ªâ®à  a ∈ L. � §¤¥«¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë© ¬®£®ç«¥ f(x)   ¬®£®ç«¥ p(x) á
®áâ âª®¬:

f(x) = p(x)q(x) + r(x), £¤¥ «¨¡® r(x) = 0, «¨¡® deg r(x) < deg p(x).

�®£¤  r(x) = f(x) − p(x)q(x), ¨ ¯®â®¬ã ¥á«¨ p(ϕ) = f(ϕ) = 0, â® r(ϕ) = 0,   ¥á«¨
ap(ϕ) = af(ϕ) = 0, â®

ar(ϕ) = a(f(ϕ)− p(ϕ)q(ϕ)) = af(ϕ)− a(p(ϕ)q(ϕ)) = 0.

� «î¡®¬ á«ãç ¥ ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® r(x) = 0, â ª ª ª ¯à¥¤¯®«®¦¨¢ ¯à®â¨¢®¥, ¬ë ¯®-
«ãç¨¬ ¥ã«¥¢®©  ã«ïâ®à r(x) ®¯¥à â®à  ϕ ¨«¨ ¢¥ªâ®à  a, áâ¥¯¥ì ª®â®à®£® ¬¥ìè¥
áâ¥¯¥¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¬¨¨¬ «ì®£®  ã«ïâ®à . ¤
�¯à¥¤¥«¥¨¥ 3. �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L. �¨ª«¨ç¥áª¨¬
¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬, ¯®à®¦¤¥ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ a ∈ L,  §ë¢ ¥âáï  ¨¬¥ìè¥¥ ϕ-
¨¢ à¨ â®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¯à®áâà áâ¢  L, á®¤¥à¦ é¥¥ ¢¥ªâ®à a.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, £®¢®àï ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡®, æ¨ª«¨ç¥áª¨¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®-
áâà áâ¢  L, ¯®à®¦¤¥ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ a,  §ë¢ ¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢® M íâ®£® ¯à®-
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áâà áâ¢ , (®¤®§ ç®) ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨: M ¨¢ à¨ â® ®â-
®á¨â¥«ì® ϕ, á®¤¥à¦¨â ¢¥ªâ®à a ¨ á®¤¥à¦¨âáï ¢ «î¡®¬ ϕ-¨¢ à¨ â®¬ ¯®¤¯à®áâ-
à áâ¢¥, á®¤¥à¦ é¥¬ ¢¥ªâ®à a. �á¯®«ì§ãï â®, çâ® ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¯à®¨§¢®«ì®£® á¥¬¥©-
áâ¢  ϕ-¨¢ à¨ âëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ¯à®áâà áâ¢  L ï¢«ï¥âáï ϕ-¨¢ à¨ âë¬ ¯®¤-
¯à®áâà áâ¢®¬, ¬®¦® à ¢®á¨«ìë¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«¨âì æ¨ª«¨ç¥áª®¥ ¯®¤¯à®áâà -
áâ¢® ¯à®áâà áâ¢  L, ¯®à®¦¤¥®¥ ¢¥ªâ®à®¬ a, ª ª ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¢á¥å ϕ-¨¢ à¨ âëå
¯®¤¯à®áâà áâ¢, á®¤¥à¦ é¨å íâ®â ¢¥ªâ®à. � ª ª ª å®âï ¡ë ®¤® ϕ-¨¢ à¨ â®¥ ¯®¤-
¯à®áâà áâ¢® ¯à®áâà áâ¢  L, á®¤¥à¦ é¥¥ ¢¥ªâ®à a, ¢á¥£¤   ©¤¥âáï (áª ¦¥¬, á ¬®
¯à®áâà áâ¢® L), íâ® § ¬¥ç ¨¥ ¤¥« ¥â ä ªâ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï æ¨ª«¨ç¥áª®£® ¯®¤¯à®-
áâà áâ¢ , ¯®à®¦¤¥®£® ¯à®¨§¢®«ìë¬ ¢¥ªâ®à®¬ a, ®ç¥¢¨¤ë¬.
�¥®à¥¬  1. �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à ª®¥ç®¬¥à®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L, a
| ¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ . � §¬¥à®áâì æ¨ª«¨ç¥áª®£® ¯®¤¯à®-
áâà áâ¢  M , ¯®à®¦¤¥®£® ¢¥ªâ®à®¬ a, à ¢  áâ¥¯¥¨ ¬¨¨¬ «ì®£®  ã«ïâ®à 
¢¥ªâ®à  a,   å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ®£à ¨ç¥¨ï ϕ = ϕ|M ®¯¥à â®à  ϕ  
¯®¤¯à®áâà áâ¢® M á®¢¯ ¤ ¥â á ¬¨¨¬ «ìë¬  ã«ïâ®à®¬ ¢¥ªâ®à  a.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì p(x) = xm + α1xm−1 + · · ·+ αm−1x + αm | ¬¨¨¬ «ìë©  -
ã«ïâ®à ¢¥ªâ®à  a. � ª ª ª a ∈ M ¨ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® M ϕ-¨¢ à¨ â®, ¢á¥ ¢¥ªâ®àë
á¨áâ¥¬ë

e1 = a, e2 = aϕ, e3 = aϕ2, . . . , em = aϕm−1 (1)
¯à¨ ¤«¥¦ â ¯®¤¯à®áâà áâ¢ã M , ¨ ¬ë ¤®ª ¦¥¬, çâ® á¨áâ¥¬  (1) ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬
íâ®£® ¯®¤¯à®áâà áâ¢ .

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  «¨¥©®© ¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ á¨áâ¥¬ë (1) ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¤«ï
¥ª®â®àëå áª «ïà®¢ β0, β1, . . . , βm−1 ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®

β0a + β1(aϕ) + · · ·+ βm−1(aϕm−1) = 0.

�á¯®«ì§ãï ®¯à¥¤¥«¥¨ï á«®¦¥¨ï ®¯¥à â®à®¢ ¨ ã¬®¦¥¨ï áª «ïà    ®¯¥à â®à, ¬ë
¬®¦¥¬ ¯¥à¥¯¨á âì ¥£® ¢ ¢¨¤¥

a(β0ι + β1ϕ + · · ·+ βm−1ϕ
m−1) = 0,

¨ íâ®, ®ç¥¢¨¤® ®§ ç ¥â, çâ® ¢¥ªâ®à a  ã«¨àã¥âáï ¬®£®ç«¥®¬ g(x) = β0 + β1x +
· · ·+βm−1xm−1. �á«¨ ¡ë ¬®£®ç«¥ g(x) ¡ë« ¡ë ¥ã«¥¢ë¬, â® ¥£® áâ¥¯¥ì ¥ ¯à¥¢®áå®-
¤¨«  ¡ë ç¨á«  m−1, â.¥. ®ª § « áì ¡ë ¬¥ìè¥, ç¥¬ áâ¥¯¥ì ¬¨¨¬ «ì®£®  ã«ïâ®à 
p(x) ¢¥ªâ®à  a. �®íâ®¬ã ¢á¥ ª®íää¨æ¨¥âë β0, β1, . . . , βm−1 ¬®£®ç«¥  g(x) ¤®«¦ë
¡ëâì à ¢ë ã«î, ¨ «¨¥© ï ¥§ ¢¨á¨¬®áâì á¨áâ¥¬ë (1) ¤®ª §  . �®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì,
çâ® íâ  á¨áâ¥¬  ¯®à®¦¤ ¥â ¯®¤¯à®áâà áâ¢® M .

�ç¥¢¨¤®, çâ® «¨¥© ï ®¡®«®çª  N á¨áâ¥¬ë (1) á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¯®¤¯à®áâà áâ¢¥
M . �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯à®â¨¢®¯®«®¦®£® ¢ª«îç¥¨ï ¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ® ¯®¤-
¯à®áâà áâ¢® N ¨¢ à¨ â® ®â®á¨â¥«ì® ϕ. �«ï íâ®£®, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ¤®áâ â®ç®
ãáâ ®¢¨âì, çâ® ϕ-®¡à §ë ¢á¥å ¢¥ªâ®à®¢ á¨áâ¥¬ë (1) ¯à¨ ¤«¥¦ â ¯®¤¯à®áâà áâ¢ã
N . � ª ª ª ¯à¨ «î¡®¬ k, 1 ≤ k ≤ m− 1, ¨¬¥¥¬, ®ç¥¢¨¤®,

ekϕ = ek+1, (2)
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â® á«¥¤ã¥â à áá¬®âà¥âì «¨èì ¢¥ªâ®à emϕ = aϕm.
� ª ª ª ¬®£®ç«¥ p(x) ï¢«ï¥âáï  ã«ïâ®à®¬ ¢¥ªâ®à  a, ¨¬¥¥¬

a(ϕm + α1ϕ
m−1 + · · ·+ αm−1ϕ + αmι) = 0,

¨«¨, çâ® à ¢®á¨«ì®,

aϕm + α1(aϕm−1) + · · ·+ αm−1(aϕ) + αm(aι) = 0.

�¥à¥¯¨áë¢ ï ¯®á«¥¤¥¥ à ¢¥áâ¢® ¢ ¢¨¤¥

aϕm = −α1(aϕm−1)− · · · − αm−1(aϕ)− αm(aι)

¨ ¢á¯®¬¨ ï ¢¢¥¤¥ë¥ ®¡®§ ç¥¨ï, ¯®«ãç ¥¬

emϕ = (−αm)e1 + (−αm−1)e2 + · · ·+ (−α2)em−1 + (−α1)em. (3)

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢á¥ ¢¥ªâ®àë e1ϕ, e2ϕ, . . . , emϕ «¥¦ â ¢ ¯®¤¯à®áâà áâ¢¥ N , ¨ íâ®,
ª ª ®â¬¥ç¥® ¢ëè¥, ®§ ç ¥â ϕ-¨¢ à¨ â®áâì ¯®¤¯à®áâà áâ¢  N , ®âªã¤  á«¥¤ã¥â
á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ¢ª«îç¥¨ï Nϕ ⊆ N ,   ¯®â®¬ã ¨ à ¢¥áâ¢  M = N .

�â ª, ¬ë ¯®ª § «¨, çâ® á¨áâ¥¬  (1) ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  M . �â-
áî¤  dim M = m = deg p(x). �à®¬¥ â®£®, ¨§ à ¢¥áâ¢ (2) ¨ (3) á«¥¤ã¥â, çâ® ¬ âà¨æ 
®¯¥à â®à  ϕ ¢ ¡ §¨á¥ e1, e2, . . . , em ¯à®áâà áâ¢  M ¨¬¥¥â ¢¨¤

A =




0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 1

−αm −αm−1 −αm−2 . . . −α2 −α1




,

â.¥. á®¢¯ ¤ ¥â á ¬ âà¨æ¥© �à®¡¥¨ãá  ¬®£®ç«¥  p(x). �â®à®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë
â¥¯¥àì ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2.2. ¤

�à®áâë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬ â¥®à¥¬ë 1 ï¢«ï¥âáï ¢ ¦®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥, ¨§¢¥áâ®¥ ª ª
â¥®à¥¬  � ¬¨«ìâ®  { �í«¨:
�¥®à¥¬  2. �à®¨§¢®«ìë© ®¯¥à â®à ª®¥ç®¬¥à®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢   ã-
«¨àã¥âáï á¢®¨¬ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¬ ¬®£®ç«¥®¬.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì f(x) | å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ®¯¥à â®à  ϕ ª®¥ç®-
¬¥à®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L. �®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à a ∈ L ¨ ®¡®§ ç¨¬
ç¥à¥§ M æ¨ª«¨ç¥áª®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¯à®áâà áâ¢  L, ¯®à®¦¤¥®¥ ¢¥ªâ®à®¬ a, ç¥-
à¥§ p(x) | ¬¨¨¬ «ìë©  ã«ïâ®à ¢¥ªâ®à  a ¨ ç¥à¥§ ϕ | ®£à ¨ç¥¨¥ ®¯¥à â®à  ϕ
  ¯®¤¯à®áâà áâ¢® M . �®£¤  ¯® â¥®à¥¬¥ 1 å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ®¯¥à â®à 
ϕ á®¢¯ ¤ ¥â á ¬®£®ç«¥®¬ p(x),   ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2.4 ® ¤®«¦¥ ¡ëâì ¤¥«¨â¥«¥¬
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å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ¬®£®ç«¥  f(x) ®¯¥à â®à  ϕ. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¬®£®ç«¥ f(x)
¤¥«¨âáï    ã«ïâ®à ¢¥ªâ®à  a ¨ ¯®â®¬ã â ª¦¥  ã«¨àã¥â íâ®â ¢¥ªâ®à. �â ª, ¬®-
£®ç«¥ f(x)  ã«¨àã¥â á ¯®¬®éìî ®¯¥à â®à  ϕ ª ¦¤ë© ¢¥ªâ®à ¯à®áâà áâ¢  L,  
íâ® ¨ ®§ ç ¥â, çâ® ®¯¥à â®à ϕ  ã«¨àã¥âáï ¬®£®ç«¥®¬ f(x). ¤

�ãáâì A | ª¢ ¤à â ï ¬ âà¨æ  ¯®àï¤ª  n  ¤ ¯®«¥¬ K. �®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì®¥
n-¬¥à®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® L  ¤ íâ¨¬ ¯®«¥¬, ä¨ªá¨àã¥¬ ¥ª®â®àë© ¥£® ¡ §¨á ¨
 ©¤¥¬ â ª®© ®¯¥à â®à ϕ ¯à®áâà áâ¢  L, ¬ âà¨æ  ª®â®à®£® ¢ íâ®¬ ¡ §¨á¥ á®¢¯ ¤ ¥â
á A. � ª ª ª å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ¬ âà¨æë A ¡ã¤¥â â®£¤  å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥-
áª¨¬ ¬®£®ç«¥®¬ ®¯¥à â®à  ϕ ¨ â ª ª ª «¨¥©ë© ®¯¥à â®à ¨ ¥£® ¬ âà¨æ   ã«¨-
àãîâáï ®¤¨¬¨ ¨ â¥¬¨ ¦¥ ¬®£®ç«¥ ¬¨, ¬ë ¯à¨å®¤¨¬ ª á«¥¤ãîé¥¬ã ãâ¢¥à¦¤¥¨î
| ª« áá¨ç¥áª®© ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ â¥®à¥¬ë � ¬¨«ìâ®  { �í«¨:
�«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì A | ª¢ ¤à â ï ¬ âà¨æ   ¤ ¥ª®â®àë¬ ¯®«¥¬ ¨ f(x) | å -
à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ íâ®© ¬ âà¨æë. �®£¤  ¬ âà¨æ  f(A) ï¢«ï¥âáï ã«¥-
¢®©. ¤
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§ 4. ������������ ��������� ������������ � ������ �����
��������� ��������������. �������� ���������������

� ¯ à £à ä¥ 2 ¡ë«® ¯®ª § ®, çâ® å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ¯àï¬®© áã¬¬ë
®¯¥à â®à®¢ à ¢¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨î å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨å ¬®£®ç«¥®¢ á« £ ¥¬ëå. �®§-
¨ª ¥â ¥áâ¥áâ¢¥ë© ¢®¯à®á ® á¯à ¢¥¤«¨¢®áâ¨ ®¡à â®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï: ¢¥à® «¨,
¢ ç áâ®áâ¨, çâ® ¥á«¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ f(x) ®¯¥à â®à  ϕ ¨¬¥¥â ¢¨¤
f(x) = g(x)h(x), â® ®¯¥à â®à ϕ ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®© áã¬¬®© ¤¢ãå ®¯¥à â®à®¢ á å à ªâ¥-
à¨áâ¨ç¥áª¨¬¨ ¬®£®ç«¥ ¬¨ g(x) ¨ h(x) á®®â¢¥âáâ¢¥®? � áá¬®âà¨¬, ¢ á¢ï§¨ á íâ¨¬,
á«¥¤ãîé¨© ¯à¨¬¥à.

�ãáâì L | 2-¬¥à®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¨ ¯ãáâì ®¯¥à â®à ϕ ¯à®áâà áâ¢  L

§ ¤  ¢ ¥ª®â®à®¬ ¡ §¨á¥ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢  ¬ âà¨æ¥©
(

1 2
0 1

)
. �®£¤  å à ªâ¥à¨áâ¨-

ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ®¯¥à â®à  ϕ ¥áâì (x− 1)2. �®ª ¦¥¬, çâ® ¯à®áâà áâ¢® L ¥ ¬®¦¥â
¡ëâì à §«®¦¥® ¢ ¯àï¬ãî áã¬¬ã ¤¢ãå ¥ã«¥¢ëå ϕ-¨¢ à¨ âëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢.
�ãáâì,  ¯à®â¨¢, L1 ¨ L2 | â ª¨¥ ¥ã«¥¢ë¥ ϕ-¨¢ à¨ âë¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  ¯à®-
áâà áâ¢  L, çâ® L = L1 ⊕ L2. �®£¤  ¯®¤¯à®áâà áâ¢  L1 ¨ L2 1-¬¥àë ¨ ¥á«¨ ϕ1 ¨
ϕ2 | ®£à ¨ç¥¨ï ®¯¥à â®à  ϕ   ¯®¤¯à®áâà áâ¢  L1 ¨ L2 á®®â¢¥âáâ¢¥®, â® å -
à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¥ ¬®£®ç«¥ë íâ¨å ®¯¥à â®à®¢ ¤®«¦ë ¡ëâì «¨¥©ë¬¨,   ¢ á¨«ã
¯à¥¤«®¦¥¨ï 2.5 ¨å ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ à ¢® (x−1)2. � ª¨¬ ®¡à §®¬, å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨©
¬®£®ç«¥ ª ¦¤®£® ¨§ ®¯¥à â®à®¢ ϕ1 ¨ ϕ2 à ¢¥ x−1. �§ â¥®à¥¬ë � ¬¨«ìâ®  - �í«¨
á«¥¤ã¥â â¥¯¥àì, çâ® ®¯¥à â®àë ϕ1 − ι ¨ ϕ2 − ι ï¢«ïîâáï ã«¥¢ë¬¨, â. ¥. ª ¦¤ë© ¨§
®¯¥à â®à®¢ ϕ1 ¨ ϕ2 ï¢«ï¥âáï â®¦¤¥áâ¢¥ë¬. � ª ª ª ®âáî¤  ®ç¥¢¨¤ë¬ ®¡à §®¬
á«¥¤ã¥â â®¦¤¥áâ¢¥®áâì ®¯¥à â®à  ϕ, ¬ë ¯à¨è«¨ ª ¯à®â¨¢®à¥ç¨î.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢®¯à®á, áä®à¬ã«¨à®¢ ë© ¢ëè¥, à¥è ¥âáï ®âà¨æ â¥«ì®; â¥¬ ¥
¬¥¥¥, ¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë ã¢¨¤¨¬, çâ® ®â¢¥â   ¥£® ¯®«®¦¨â¥«¥, ¥á«¨ ¬®£®ç«¥ë
g(x) ¨ h(x) ¢§ ¨¬® ¯à®áâë. � ç¥¬ á àï¤  ¢á¯®¬®£ â¥«ìëå à¥§ã«ìâ â®¢.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1. �á«¨ ¢¥ªâ®à a «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L  ¤ ¯®«¥¬ K  ã-
«¨àã¥âáï á ¯®¬®éìî ®¯¥à â®à  ϕ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢  ¤¢ã¬ï ¢§ ¨¬® ¯à®áâë¬¨
¬®£®ç«¥ ¬¨, â® a = 0.

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯ãáâì f(x) ¨ g(x) | â ª¨¥ ¬®£®ç«¥ë  ¤ ¯®«¥¬ K, çâ® af(ϕ) =
ag(ϕ) = 0 ¨  ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì ¨å à ¢¥ 1. �®£¤   ©¤ãâáï ¬®£®ç«¥ë
u(x), v(x) ∈ K[x] â ª¨¥, çâ® f(x)u(x) + g(x)v(x) = 1. �ëç¨á«ïï § ç¥¨ï ®¡¥¨å ç áâ¥©
íâ®£® à ¢¥áâ¢  ¯à¨ x = ϕ, ¯®«ãç ¥¬ f(ϕ)u(ϕ) + g(ϕ)v(ϕ) = ι, ®âªã¤ 

a = aι = a (f(ϕ)u(ϕ) + g(ϕ)v(ϕ)) = (af(ϕ)) u(ϕ) + (ag(ϕ)) v(ϕ) = 0. ¤

�à¥¤«®¦¥¨¥ 2. �ãáâì ¢¥ªâ®à a «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L  ¤ ¯®«¥¬ K  ã-
«¨àã¥âáï á ¯®¬®éìî ®¯¥à â®à  ϕ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢  ¬®£®ç«¥®¬ ¢¨¤ 

f(x) = g1(x)g2(x) · · · gn(x),
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£¤¥ ¬®£®ç«¥ë g1(x), g2(x), · · · , gn(x) ¯®¯ à® ¢§ ¨¬® ¯à®áâë. �®£¤   ©¤ãâáï ¢¥ª-
â®àë b1, b2, . . . , bn ¯à®áâà áâ¢  L â ª¨¥, çâ® a = b1 + b2 + · · · + bn , ¯à¨ç¥¬ ¤«ï
ª ¦¤®£® i = 1, 2, . . . , n ¢¥ªâ®à bi  ã«¨àã¥âáï ¬®£®ç«¥®¬ gi(x).
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ã¤¥¬ ¤®ª §ë¢ âì íâ® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¨¤ãªæ¨¥© ¯® ç¨á«ã n á®¬®-
¦¨â¥«¥© ¢ ãª § ®¬ à §«®¦¥¨¨ ¬®£®ç«¥  f(x). �à¨ n = 1 ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¯à®áâ®
âà¨¢¨ «ì®. � áá¬®âà¨¬ ¥é¥ á«ãç © n = 2.

�ãáâì ¢¥ªâ®à a  ã«¨àã¥âáï ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬ f(x) = g1(x)g2(x) ¤¢ãå ¢§ ¨¬® ¯à®-
áâëå ¬®£®ç«¥®¢ g1(x) ¨ g2(x). �ë¡¨à ï ¬®£®ç«¥ë u(x) ¨ v(x) ¨§ K[x], ã¤®¢«¥â¢®-
àïîé¨¬¨ á®®â®è¥¨î g2(x)u(x) + g1(x)v(x) = 1, ª ª ¨ ¢ëè¥, ¯®«ãç¨¬ à ¢¥áâ¢®

a = aι = a (g2(ϕ)u(ϕ)) + a (g1(ϕ)v(ϕ)) .

�®« £ ¥¬ b1 = a (g2(ϕ)u(ϕ)) ¨ b2 = a (g1(ϕ)u(ϕ)). �®£¤  a = b1 + b2 ¨

b1g1(ϕ) = (a (g2(ϕ)u(ϕ)) g1(ϕ)) = a ((g2(ϕ)u(ϕ)) g1(ϕ)) =
= a ((g2(ϕ)g1(ϕ)) u(ϕ)) = a (f(ϕ)u(ϕ)) = 0.

� «®£¨ç®, b2g2(ϕ) = 0, â ª çâ® ¢¥ªâ®àë b1 ¨ b2 ¨áª®¬ë¥.
�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® n > 2 ¨ ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  ¯à®áâà áâ¢  L,  ã«¨-

àã¥¬®£® ¬®£®ç«¥®¬, ª®â®àë© à ¢¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨î ¬¥ìè¥£®, ç¥¬ n, ç¨á«  ¯®¯ à®
¢§ ¨¬® ¯à®áâëå á®¬®¦¨â¥«¥©, ¤®ª §ë¢ ¥¬®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ á¯à ¢¥¤«¨¢®. �®ª ¦¥¬,
çâ® â®£¤  ®® á¯à ¢¥¤«¨¢® ¨ ¤«ï ¬®£®ç«¥  f(x).

�ãáâì f ′(x) = g1(x)g2(x) · · · gn−1(x). �®£¤  f(x) = f ′(x)gn(x) ¨ ¬®£®ç«¥ë f ′(x)
¨ gn(x) ï¢«ïîâáï ¢§ ¨¬® ¯à®áâë¬¨. �®íâ®¬ã ¢ á¨«ã à áá¬®âà¥®£® á«ãç ï ¤¢ãå
á®¬®¦¨â¥«¥©  ©¤ãâáï ¢¥ªâ®àë a′ ¨ bn â ª¨¥, çâ® a = a′ + bn, ¢¥ªâ®à a′  ã«¨-
àã¥âáï ¬®£®ç«¥®¬ f ′(x) ¨ ¢¥ªâ®à bn  ã«¨àã¥âáï ¬®£®ç«¥®¬ gn. �® ¨¤ãªâ¨¢-
®¬ã ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î ¤«ï ¢¥ªâ®à  a′ áãé¥áâ¢ãîâ ¢¥ªâ®àë b1, b2, . . . , bn−1 â ª¨¥, çâ®
a′ = b1 + b2 + · · ·+ bn−1 ¨ ¢¥ªâ®à bi  ã«¨àã¥âáï ¬®£®ç«¥®¬ gi(x) (i = 1, 2, . . . n−1).
�®£¤  a = b1 + b2 + · · ·+ bn | ¨áª®¬®¥ à §«®¦¥¨¥ ¢¥ªâ®à  a. ¤

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1. �¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® L  ¤ ¯®«¥¬ K á ¤¥©áâ¢ãîé¨¬   L
®¯¥à â®à®¬ ϕ  §ë¢ ¥âáï ¯à¨¬ àë¬ (®â®á¨â¥«ì® ϕ), ¥á«¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨©
¬®£®ç«¥ ®¯¥à â®à  ϕ ï¢«ï¥âáï áâ¥¯¥ìî ¥ª®â®à®£® ¥¯à¨¢®¤¨¬®£®  ¤ K ¬®-
£®ç«¥ .

�ë ã¢¨¤¨¬, çâ® ¯à®¨§¢®«ì®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® á ®¯¥à â®à®¬ ϕ à áª« -
¤ë¢ ¥âáï ¢ ¯àï¬ãî áã¬¬ã ¯à¨¬ àëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢. �® á ç «  ãª ¦¥¬ ¯à®áâ®©
ªà¨â¥à¨© ¯à¨¬ à®áâ¨ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢ .
�à¥¤«®¦¥¨¥ 3. �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à ª®¥ç®¬¥à®£® ¯à®áâà áâ¢  L  ¤ ¯®«¥¬
K ¨ ¯ãáâì ¬¨¨¬ «ìë©  ã«ïâ®à ª ¦¤®£® ¢¥ªâ®à  ¯à®áâà áâ¢  L ï¢«ï¥âáï
¥ª®â®à®© áâ¥¯¥ìî ®¤®£® ¨ â®£® ¦¥ ¥¯à¨¢®¤¨¬®£®  ¤ K ¬®£®ç«¥  p(x). �®-
£¤  ¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ®¯¥à â®à  ϕ á®¢¯ ¤ ¥â á ¥ª®â®à®© áâ¥¯¥ìî
¬®£®ç«¥  p(x).
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� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ ¢¥ªâ®àë a1, a2, . . . , an á®áâ ¢«ïîâ á¨áâ¥¬ã ¯®à®¦¤ îé¨å
¯à®áâà áâ¢  L ¨ ¤«ï ª ¦¤®£® i = 1, 2, . . . n Mi ®¡®§ ç ¥â æ¨ª«¨ç¥áª®¥ ¯®¤¯à®áâà -
áâ¢® ¯à®áâà áâ¢  L, ¯®à®¦¤¥®¥ ¢¥ªâ®à®¬ ai, â® L =

∑n
i=1 Mi, ¨ ¯®â®¬ã ¨§ ¯à¥¤-

«®¦¥¨ï 2.5 á«¥¤ã¥â, çâ® å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ®¯¥à â®à  ϕ ï¢«ï¥âáï ¤¥-
«¨â¥«¥¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨å ¬®£®ç«¥®¢ ®£à ¨ç¥¨© ®¯¥à â®à  ϕ  
¯®¤¯à®áâà áâ¢  M1,M2, . . . , Mn, â.¥. | á ãç¥â®¬ â¥®à¥¬ë 3.1 | ¤¥«¨â¥«¥¬ ¥ª®â®à®©
áâ¥¯¥¨ ¬®£®ç«¥  p(x). ¤

�¥®à¥¬  1. �ãáâì å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ f(x) ®¯¥à â®à  ϕ ª®¥ç®¬¥à-
®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L  ¤ ¯®«¥¬ K ¨¬¥¥â ¢¨¤

f(x) = p1(x)k1p2(x)k2 · · · pn(x)kn ,

£¤¥ p1(x), p2(x), . . . , pn(x) | ¯®¯ à® à §«¨çë¥ (ã¨â àë¥) ¥¯à¨¢®¤¨¬ë¥  ¤ ¯®«¥¬
K ¬®£®ç«¥ë, k1, k2, . . . , kn | ¯®«®¦¨â¥«ìë¥ æ¥«ë¥ ç¨á« . �®£¤  ®¯¥à â®à ϕ à -
¢¥ ¯àï¬®© áã¬¬¥ ®¯¥à â®à®¢ ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn á å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¬¨ ¬®£®ç«¥ ¬¨
p1(x)k1 , p2(x)k2 , . . . pn(x)kn á®®â¢¥âáâ¢¥®.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï ª ¦¤®£® i = 1, 2, . . . , n ¯®« £ ¥¬ Li = Ker pi(ϕ)ki ; â ª¨¬ ®¡-
à §®¬, ¢¥ªâ®à a ∈ L ¯à¨ ¤«¥¦¨â ¯®¤¯à®áâà áâ¢ã Li â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
®  ã«¨àã¥âáï ¯à¨ ¯®¬®é¨ ϕ ¬®£®ç«¥®¬ pi(x)ki . � ª ª ª ¯® â¥®à¥¬¥ � ¬¨«ìâ® 
{ �í«¨ ¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à a ∈ L  ã«¨àã¥âáï ¬®£®ç«¥®¬ f(x), ¨§ ¯à¥¤«®¦¥-
¨ï 2 á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ L áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ ¢¥ªâ®àë b1, b2, . . . , bn, çâ®
a = b1 + b2 + · · · + bn ¨ ¢¥ªâ®à bi  ã«¨àã¥âáï ¬®£®ç«¥®¬ pi(x)ki , â.¥. bi ∈ Li

(i = 1, 2, . . . , n). �â® ®§ ç ¥â, çâ® ¯à®áâà áâ¢® L ï¢«ï¥âáï áã¬¬®© ¯®¤¯à®áâà áâ¢
L1, L2, . . . , Ln.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â®£®, çâ® íâ  áã¬¬  ¯àï¬ ï, ¤«ï ª ¦¤®£® i = 1, 2, . . . , n ¢¢¥-
¤¥¬ ¬®£®ç«¥

gi(x) = p1(x)k1 · · · pi−1(x)ki−1pi+1(x)ki+1 · · · pn(x)kn .

�ç¥¢¨¤®, çâ® â®£¤  ¤«ï ª ¦¤®£® i (pi(x)ki , gi(x)) = 1,   ¥á«¨ j 6= i, â® pj(x)kj |gi(x).
� ç áâ®áâ¨, ¥á«¨ j 6= i, â® ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  b ∈ Lj ¨¬¥¥¬ bgi(ϕ) = 0. �ãáâì
â¥¯¥àì ¢¥ªâ®à a ¯à¨ ¤«¥¦¨â ¯¥à¥á¥ç¥¨î ¯®¤¯à®áâà áâ¢ Li ¨

∑
j 6=i Lj . �®£¤  ¢¥ª-

â®à a ∈ ∑
j 6=i Lj ¨ ¯®â®¬ã à ¢¥ áã¬¬¥ ¥ª®â®àëå ¢¥ªâ®à®¢ b1, . . . , bi−1, bi+1, . . . , bn,

¯à¨ ¤«¥¦ é¨å á®®â¢¥âáâ¢¥® ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ¬ L1, . . . , Li−1, Li+1, . . . , Ln. � ª ª ª
ª ¦¤®¥ ¨§ íâ¨å á« £ ¥¬ëå  ã«¨àã¥âáï ¬®£®ç«¥®¬ gi(x), ¢¥ªâ®à a â®¦¥  ã«¨àã-
¥âáï ¬®£®ç«¥®¬ gi(x). �® ¢¥ªâ®à a ∈ Li ¨ ¯®â®¬ã  ã«¨àã¥âáï â ª¦¥ ¨ ¬®£®ç«¥®¬
pi(x)ki . �§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1 â¥¯¥àì á«¥¤ã¥â, çâ® a = 0. �«¥¤®¢ â¥«ì®,

Li ∩
∑

j 6=i

Lj = {0},

¨ ¯®â®¬ã L = L1 ⊕ L2 ⊕ · · · ⊕ Ln.
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�¢¨¤ã á«¥¤áâ¢¨ï ª ¯à¥¤«®¦¥¨î 1.1 ª ¦¤®¥ ¨§ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ L1, L2, . . . , Ln

ï¢«ï¥âáï ϕ-¨¢ à¨ âë¬, â ª çâ® ®¯¥à â®à ϕ à ¢¥ ¯àï¬®© áã¬¬¥ ®¯¥à â®-
à®¢ ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn | á¢®¨å ®£à ¨ç¥¨©   á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ 
L1, L2, . . . , Ln.

�®áª®«ìªã, ¤ «¥¥, ª ¦¤ë© ¢¥ªâ®à ¨§ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  Li  ã«¨àã¥âáï ¬®£®ç«¥-
®¬ pi(x)ki , ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3 á«¥¤ã¥â, çâ® å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ®¯¥à â®à 
ϕi ¨¬¥¥â ¢¨¤ pi(x)li ¤«ï ¥ª®â®à®£® æ¥«®£® li ≥ 0. �®£¤  ¯® ¯à¥¤«®¦¥¨î 2.4 å à ª-
â¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ®¯¥à â®à  ϕ ¤®«¦¥ ¨¬¥âì ¢¨¤

f(x) = p1(x)l1p2(x)l2 · · · pn(x)ln .

�¢¨¤ã ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ª ®¨ç¥áª®© § ¯¨á¨ ¬®£®ç«¥  ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï ª ¦-
¤®£® i = 1, 2, . . . , n ¤®«¦® ¢ë¯®«ïâìáï à ¢¥áâ¢® li = ki, ¨ â¥®à¥¬  ¤®ª §  . ¤

�à¨¢¥¤¥¬ ¤¢  á«¥¤áâ¢¨ï ¨§ ¤®ª § ®© â¥®à¥¬ë. �¥à¢®¥ ¨§ ¨å ®â®á¨âáï ª ¢®-
¯à®áã, áä®à¬ã«¨à®¢ ®¬ã ¢  ç «¥ íâ®£® ¯ à £à ä .

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �ãáâì å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ f(x) ®¯¥à â®à  ϕ ï¢«ï¥âáï
¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ¢§ ¨¬® ¯à®áâëå ¬®£®ç«¥®¢ g(x) ¨ h(x). �®£¤  ®¯¥à â®à ϕ à áª« -
¤ë¢ ¥âáï ¢ ¯àï¬ãî áã¬¬ã ®¯¥à â®à®¢ ψ ¨ ξ á å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¬¨ ¬®£®ç«¥ ¬¨
g(x) ¨ h(x) á®®â¢¥âáâ¢¥®.

� á ¬®¬ ¤¥«¥, á®åà ïï ¢á¥ ®¡®§ ç¥¨ï ¨§ ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ 
â¥®à¥¬ë 1, ¬®¦® ¯à¥¤¯®« £ âì ¡¥§ ¯®â¥à¨ ®¡é®áâ¨, çâ® ¤«ï ¥ª®â®à®£® ç¨á«  s,
1 ≤ s ≤ n,

g(x) = p1(x)k1p2(x)k2 · · · ps(x)ks ¨ h(x) = ps+1(x)ks+1ps+2(x)ks+2 · · · pn(x)kn .

�®£¤  ¯®« £ ï M =
∑s

i=1 Li ¨ N =
∑n

i=s+1 Li, ¯® á¢®©áâ¢ ¬ ¯àï¬®© áã¬¬ë ¯®¤¯à®-
áâà áâ¢ ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì

M =
n⊕

i=s+1
Li, N =

n⊕

i=s+1
Li ¨ L = M ⊕N.

�®« £ ï, ¤ «¥¥, ψ = ϕ|M ¨ ξ = ϕ|N , ¯®«ãç ¥¬, ®ç¥¢¨¤®, ϕ = ψ ⊕ ξ, ψ = ϕ1 ⊕ ϕ2 ⊕
· · · ⊕ ϕs ¨ ξ = ϕs+1 ⊕ ϕs+2 ⊕ · · · ⊕ ϕn. �âáî¤  ¨ ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2.4 á«¥¤ã¥â, çâ®
å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¬¨ ¬®£®ç«¥ ¬¨ ®¯¥à â®à®¢ ψ ¨ ξ ï¢«ïîâáï ¬®£®ç«¥ë g(x) ¨
h(x) á®®â¢¥âáâ¢¥®. ¤

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L  ¤ ¯®«¥¬ K. �áï-
ª¨© ¥¯à¨¢®¤¨¬ë©  ¤ K ¤¥«¨â¥«ì å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ¬®£®ç«¥  ®¯¥à â®à  ϕ
ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ¨ ¬¨¨¬ «ì®£® ¬®£®ç«¥  íâ®£® ®¯¥à â®à .

�®«¥¥ ¢ ¦®¥ ¯à¨¬¥¥¨¥ â¥®à¥¬ë 1 á¢ï§ ® á® á«¥¤ãîé¨¬ ¯®ïâ¨¥¬:
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�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1. �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L  ¤ ¯®«¥¬ K.
�¥ªâ®à a  §ë¢ ¥âáï ª®à¥¢ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ®¯¥à â®à  ϕ, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨¬ § ç¥¨î
λ ∈ K, ¥á«¨ a  ã«¨àã¥âáï ¯à¨ ¯®¬®é¨ ϕ ¬®£®ç«¥®¬ ¢¨¤  (x− λ)r, £¤¥ r ≥ 0.

�®¦¥áâ¢® L(λ) ¢á¥å ª®à¥¢ëå ¢¥ªâ®à®¢ ®¯¥à â®à  ϕ, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨å § ç¥¨î
λ, ¥¯ãáâ®, â ª ª ª á®¤¥à¦¨â, ®ç¥¢¨¤®, ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à ¯à®áâà áâ¢  L. �á«¨ ¢¥ªâ®à
a ∈ L ¢å®¤¨â ¢ íâ® ¬®¦¥áâ¢®, â. ¥. a(ϕ−λι)r = 0 ¤«ï ¥ª®â®à®£® r ≥ 0, â® ¤«ï «î¡®£®
α ∈ K

(αa)(ϕ− λι)r = α(a(ϕ− λι)r) = 0,

â ª çâ® αa ∈ L(λ). �à®¬¥ â®£®, ¥á«¨ ¢¥ªâ®àë a1 ¨ a2 ¯à¨ ¤«¥¦ â ¬®¦¥áâ¢ã L(λ)
¨ ¯®â®¬ã  ã«¨àãîâáï ¯à¨ ¯®¬®é¨ ®¯¥à â®à  ϕ ¬®£®ç«¥ ¬¨ (x− λ)r1 ¨ (x− λ)r2

á®®â¢¥âáâ¢¥®, â® ª ¦¤ë© ¨§ íâ¨å ¢¥ªâ®à®¢,   § ç¨â ¨ ¨å áã¬¬   ã«¨àã¥âáï ¬®-
£®ç«¥®¬ (x−λ)r, £¤¥ r ≥ max {r1, r2}. �®íâ®¬ã a1 +a2 ∈ L(λ), L(λ) ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®-
áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢  L ¨  §ë¢ ¥âáï ª®à¥¢ë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢ 
L, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨¬ § ç¥¨î λ. �¥âàã¤® ¯®«ãç¨âì ¡®«¥¥ â®çãî ¨ä®à¬ æ¨î ®¡
íâ®¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢¥.

�¥®à¥¬  2. �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à ª®¥ç®¬¥à®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L  ¤
¯®«¥¬ K. �«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® áª «ïà  λ ∈ K ª®à¥¢®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® L(λ) ï¢«ï-
¥âáï ¥ã«¥¢ë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  λ | á®¡áâ¢¥®¥ § ç¥¨¥ ®¯¥à â®à 
ϕ. �à¨ íâ®¬ à §¬¥à®áâì ¯®¤¯à®áâà áâ¢  L(λ) á®¢¯ ¤ ¥â á ªà â®áâìî ª®àï λ
å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ¬®£®ç«¥  ®¯¥à â®à  ϕ.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ¢¥ªâ®à a ¯à¨ ¤«¥¦¨â ¯®¤¯à®áâà áâ¢ã L(λ) ¨ a 6= 0. �®-
£¤  ¬¨¨¬ «ìë©  ã«ïâ®à ¢¥ªâ®à  a ¨¬¥¥â ¢¨¤ (x − λ)s, £¤¥ s > 0. �§ â¥®à¥¬ë
3.1 ¨ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2.4 â¥¯¥àì á«¥¤ã¥â, çâ® å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ f(x) ®¯¥à -
â®à  ϕ ¤¥«¨âáï   ¬®£®ç«¥ (x− λ)s, ¨ ¯®â®¬ã λ ï¢«ï¥âáï ª®à¥¬ ¬®£®ç«¥  f(x).
�«¥¤®¢ â¥«ì®, λ | á®¡áâ¢¥®¥ § ç¥¨¥ ®¯¥à â®à  ϕ.

�¡à â®, ¥á«¨ λ | ª®à¥ì ¬®£®ç«¥  f(x) ¨ ¥á«¨

f(x) = p1(x)k1p2(x)k2 · · · pn(x)kn

| ª ®¨ç¥áª®¥ à §«®¦¥¨¥ íâ®£® ¬®£®ç«¥ , ª ª ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ â¥®à¥¬¥ 1, â®
®¤¨ ¨§ ¥£® ¥¯à¨¢®¤¨¬ëå ¬®¦¨â¥«¥© p1(x), p2(x), . . . , pn(x) ¤®«¦¥ á®¢¯ áâì á ¬®-
£®ç«¥®¬ x−λ. �ã¤¥¬ (¡¥§ ¯®â¥à¨ ®¡é®áâ¨) áç¨â âì, çâ® íâ¨¬ ¬®¦¨â¥«¥¬ ï¢«ï¥âáï
p1(x) (¨ ¯®â®¬ã λ ï¢«ï¥âáï k1-ªà âë¬ ª®à¥¬ ¬®£®ç«¥  f(x)). �®åà ïï ¤«ï ®¡®-
§ ç¥¨© L1, L2, . . . , Ln â¥ ¦¥ § ç¥¨ï, çâ® ¨ ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 1, ¯®ª ¦¥¬,
çâ® L(λ) = L1.

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯®áª®«ìªã ª ¦¤ë© ¢¥ªâ®à ¯®¤¯à®áâà áâ¢  L1  ã«¨àã¥âáï ¬®-
£®ç«¥®¬ (x − λ)k1 , ¢ª«îç¥¨¥ L1 ⊆ L(λ) ®ç¥¢¨¤®. �ãáâì a ∈ L(λ) ¨ ¯ãáâì
a = b1 + b2 + · · · + bn, £¤¥ bi ∈ Li ¤«ï i = 1, 2, . . . n. � ª ª ª ¢¥ªâ®à a  ã«¨àã¥âáï
¥ª®â®àë¬ ¬®£®ç«¥®¬ ¢¨¤  (x− λ)r, ¨¬¥¥¬

0 = a(ϕ− λι)r = b1(ϕ− λι)r + b2(ϕ− λι)r + · · ·+ bn(ϕ− λι)r.
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�¤¥áì ª ¦¤®¥ á« £ ¥¬®¥ bi(ϕ−λι)r ¢å®¤¨â ¢ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® Li (¢¢¨¤ã ¥£® ϕ-¨¢ à¨-
 â®áâ¨), ¨ â ª ª ª L =

⊕n
i=1 Li, ¯®«ãç ¥¬

bi(ϕ− λι)r = 0 (i = 1, 2, . . . , n).

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ª ¦¤ë© ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ bi  ã«¨àã¥âáï ¬®£®ç«¥®¬ (x− λ)r. � ª ª ª,
ªà®¬¥ â®£®, íâ¨ ¢¥ªâ®àë  ã«¨àãîâáï ¬®£®ç«¥ ¬¨ p1(x)k1 , p2(x)k2 , . . . , pn(x)kn á®-
®â¢¥âáâ¢¥® ¨ ¯à¨ i ≥ 2 ¬®£®ç«¥ë pi(x)ki ¨ (x − λ)r ¢§ ¨¬® ¯à®áâë, ¨§ ¯à¥¤«®-
¦¥¨ï 1 á«¥¤ã¥â, çâ® b2 = · · · = bn = 0. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢¥ªâ®à a = b1 ¯à¨ ¤«¥¦¨â
¯®¤¯à®áâà áâ¢ã L1, ¨ ¢ª«îç¥¨¥ L(λ) ⊆ L1 ¤®ª § ®. �¥¬ á ¬ë¬ ¤®ª § ® ¨ à ¢¥-
áâ¢® L(λ) = L1. �¢¨¤ã â¥®à¥¬ë 1 íâ® ®§ ç ¥â, çâ® å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥
®£à ¨ç¥¨ï ®¯¥à â®à  ϕ   ¯®¤¯à®áâà áâ¢® L(λ) á®¢¯ ¤ ¥â á (x − λ)k1 , ¨ â ª ª ª
áâ¥¯¥ì å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ¬®£®ç«¥  ®¯¥à â®à  à ¢  à §¬¥à®áâ¨ ¯à®áâà áâ¢ ,
  ª®â®à®¬ ¤¥©áâ¢ã¥â íâ®â ®¯¥à â®à, ¨¬¥¥¬ dim L(λ) = k1. ¤

�ä®à¬ã«¨àã¥¬,  ª®¥æ, á«¥¤ãîé¨© ç áâë© á«ãç © â¥®à¥¬ë 1:
�¥®à¥¬  3. �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à ª®¥ç®¬¥à®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L  ¤
¯®«¥¬ K ¨ ¯ãáâì å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ f(x) ®¯¥à â®à  ϕ à áª« ¤ë¢ ¥âáï
¢ K[x]   «¨¥©ë¥ ¬®¦¨â¥«¨. �®£¤  ¯à®áâà áâ¢® L à áª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ ¯àï¬ãî
áã¬¬ã ª®à¥¢ëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢. �®«¥¥ ¯®¤à®¡®, ¯ãáâì

f(x) = (x− λ1)k1(x− λ2)k2 · · · (x− λn)kn ,

£¤¥ k1, k2, . . . , kn > 0 ¨ λ1, λ2, . . . , λn | ¯®¯ à® à §«¨çë¥ í«¥¬¥âë ¨§ K. �®£¤ 

L =
n⊕

i=1
L(λi)

¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ®£à ¨ç¥¨ï ϕi ®¯¥à â®à  ϕ   ¯®¤¯à®áâà áâ¢®
L(λi) à ¢¥ (x− λi)ki (i = 1, 2, . . . , n). ¤
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§ 5. ���������� ����� �������
������� ��������� ���������

�§ ¯à¥¤ë¤ãé¥© £« ¢ë ¬ë § ¥¬, çâ® ¬ âà¨æ  «¨¥©®£® ®¯¥à â®à  ª®¥ç®¬¥à-
®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ¡ §¨á  íâ®£® ¯à®áâà áâ¢  ¨ çâ® ¤¢¥
¬ âà¨æë ¬®£ãâ ï¢«ïâìáï ¬ âà¨æ ¬¨ ®¤®£® ¨ â®£® ¦¥ ®¯¥à â®à  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  ®¨ á®¯àï¦¥ë. �®¯à®áã ¢ë¡®à  ¡ §¨á  ¯à®áâà áâ¢ , ¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  ¢ ª®-
â®à®¬ ¨¬¥«  ¡ë  ¨¡®«¥¥ ¯à®áâ®© ¢¨¤, ¡ë«¨ ¯®á¢ïé¥ë ¯à¥¤ë¤ãé¨¥ ¯ à £à äë íâ®©
£« ¢ë. �¥§ã«ìâ â®¬ íâ¨å à áá¬®âà¥¨© ï¢¨« áì â¥®à¥¬  3.3, ª®â®à ï ãâ¢¥à¦¤ ¥â, çâ®
à §«®¦¥¨î å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ¬®£®ç«¥  ®¯¥à â®à  ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ áâ¥¯¥¥© à §-
«¨çëå ¥¯à¨¢®¤¨¬ëå ¬®£®ç«¥®¢ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â à §«®¦¥¨¥ ®¯¥à â®à  ¢ ¯àï¬ãî
áã¬¬ã ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢®§¬®¦®áâì ¢ë¡®à  â ª®£® ¡ §¨á , ¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  ¢ ª®-
â®à®¬ ¨¬¥¥â ¡«®ç®-¤¨ £® «ìë© ¢¨¤. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥, íâ  â¥®à¥¬  ¨ç¥£® ¥ £®¢®à¨â
® áâà®¥¨¨ ¤¨ £® «ìëå ¡«®ª®¢ â ª®© ¬ âà¨æë ¨ ¯®â®¬ã ¥ ¯®§¢®«ï¥â à §«¨ç âì
®¯¥à â®àë á ®¤¨ ª®¢ë¬¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¬¨ ¬®£®ç«¥ ¬¨.

�®¢®àï ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡®, §¤¥áì ¨¬¥¥âáï ¢ ¢¨¤ã á«¥¤ãîé¥¥. �á«¨ ¬ âà¨æë ¤¢ãå
®¯¥à â®à®¢ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  ¢ ¯®¤å®¤ïé¨å ¡ §¨á å ®ª § «¨áì à ¢ë¬¨, â®
¯®ïâ®, çâ® íâ¨ ®¯¥à â®àë ¨¬¥îâ ®¤¨ ¨ â¥ ¦¥ á¢®©áâ¢ , â.¥. ¨å á«¥¤ã¥â áç¨â âì
¢ ®¯à¥¤¥«¥®¬ á¬ëá«¥ ®¤¨ ª®¢ë¬¨ (¥á«¨ ¨å ¬ âà¨æë á®¢¯ «¨ ¢ ®¤®¬ ¨ â®¬ ¦¥
¡ §¨á¥, â® íâ¨ ®¯¥à â®àë ¯à®áâ® à ¢ë). �®â¥«®áì ¡ë ã¬¥âì à á¯®§ ¢ âì, ï¢«ïîâáï
«¨ ®¤¨ ª®¢ë¬¨ ¤¢  ®¯¥à â®à , § ¤ ë¥ ¬ âà¨æ ¬¨ ¢ ¥ª®â®àëå ¡ §¨á å  è¥£®
¯à®áâà áâ¢ , â.¥. ï¢«ïîâáï «¨ ¨å ¬ âà¨æë á®¯àï¦¥ë¬¨. �âà¨æ â¥«ìë© ®â¢¥â
¯®«ãç ¥âáï áà §ã, ¥á«¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¥ ¬®£®ç«¥ë ®¯¥à â®à®¢ (¨«¨ ¨å ¬ âà¨æ)
à §«¨çë. �® ¥á«¨ ®¨ á®¢¯ ¤ îâ, à¥è¥¨ï ¯®áâ ¢«¥®© § ¤ ç¨ ã  á ¯®ª  ¥â. �ë
á¬®£«¨ ¡ë ¥¥ à¥è¨âì (¯® ªà ©¥© ¬¥à¥, â¥®à¥â¨ç¥áª¨) ¢ë¡®à®¬ ª ®¨ç¥áª®£® ¯à¥¤-
áâ ¢¨â¥«ï ¢ ª ¦¤®¬ ª« áá¥ á®¯àï¦¥ëå ¬¥¦¤ã á®¡®© ¬ âà¨æ. �â® ®§ ç ¥â ¢ë¤¥«¥-
¨¥ â ª¨å ¬ âà¨æ ®¯à¥¤¥«¥®£® ¢¨¤ , çâ® «î¡ ï ¬ âà¨æ  á®¯àï¦¥  á ®¤®© ¨§ ¨å
¨ ¯® ¤¢ã¬ â ª¨¬ ¬ âà¨æ ¬ ¢á¥£¤  ¬®¦® ã§ âì, á®¯àï¦¥ë «¨ ®¨ ¬¥¦¤ã á®¡®©. �
íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë ã¢¨¤¨¬, çâ® ¬ âà¨æë ®à¬ «ì®© ¦®à¤ ®¢®© ä®à¬ë ¯®§¢®«ïîâ
à¥è¨âì íâã § ¤ çã ¤«ï ¥ª®â®àëå ®¯¥à â®à®¢ «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢ (¢ ç áâ®áâ¨,
¤«ï «î¡®£® ®¯¥à â®à  «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢   ¤  «£¥¡à ¨ç¥áª¨ § ¬ªãâë¬ ¯®«¥¬).

� á«¥¤ãîé¥¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ à áá¬ âà¨¢ îâáï «¨¥©ë¥ ¯à®áâà áâ¢  ¨ ¬ âà¨æë
 ¤ ¥ª®â®àë¬ ä¨ªá¨à®¢ ë¬ ¯®«¥¬ K.
�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1. �®à¤ ®¢®© ª«¥âª®© ¯®àï¤ª  r á á®¡áâ¢¥ë¬ § ç¥¨¥¬ λ  §ë-
¢ ¥âáï r × r-¬ âà¨æ  ¢¨¤ 

Jr(λ) =




λ 1 0 . . . 0 0
0 λ 1 . . . 0 0
0 0 λ . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . λ 1
0 0 0 . . . 0 λ




,

¥á«¨ r ≥ 2, ¨ 1×1-¬ âà¨æ  (λ), ¥¤¨áâ¢¥ë¬ í«¥¬¥â®¬ ª®â®à®© ï¢«ï¥âáï áª «ïà
λ, ¥á«¨ r = 1.
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�®à¤ ®¢®© ¬ âà¨æ¥© (¨«¨ ¬ âà¨æ¥©, ¨¬¥îé¥© ®à¬ «ìãî ¦®à¤ ®¢ã
ä®à¬ã)  §ë¢ ¥âáï ¡«®ç®-¤¨ £® «ì ï ¬ âà¨æ 

A =




Jr1(λ1)
Jr2(λ2)

. . .
Jrn

(λn)


 ,

¤¨ £® «ìë¥ ¡«®ª¨ ª®â®à®© ï¢«ïîâáï ¦®à¤ ®¢ë¬¨ ª«¥âª ¬¨.
�á«¨ ϕ | ¥ª®â®àë© ®¯¥à â®à ª®¥ç®¬¥à®£® ¯à®áâà áâ¢  L, â® ¡ §¨á S

íâ®£® ¯à®áâà áâ¢   §ë¢ ¥âáï ¦®à¤ ®¢ë¬ ¤«ï ®¯¥à â®à  ϕ, ¥á«¨ ¬ âà¨æ  íâ®£®
®¯¥à â®à  ¢ ¡ §¨á¥ S ï¢«ï¥âáï ¦®à¤ ®¢®©.

�â¬¥â¨¬ áà §ã ¦¥, çâ® ¥á«¨ ¬ âà¨æ  A ®¯¥à â®à  ϕ ¢ ¡ §¨á¥ S ¯à®áâà áâ¢  L
¨¬¥¥â ¦®à¤ ®¢ã ä®à¬ã, ãª § ãî ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨, â® á¨áâ¥¬  S ï¢«ï¥âáï á®¥¤¨¥-
¨¥¬ á¨áâ¥¬ S1, S2, . . . , Sn, £¤¥ Si á®áâ ¢«¥  ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ á¨áâ¥¬ë S, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å
â¥¬ áâà®ª ¬ ¬ âà¨æë A, ¢ ª®â®àëå à á¯®«®¦¥  ª«¥âª  Jri(λi). �ç¥¢¨¤®, çâ® ¯¥à¥-
áâ ®¢ª  ¯®¤á¨áâ¥¬ S1, S2, . . . , Sn á¨áâ¥¬ë S ¢ë§®¢¥â á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî ¯¥à¥áâ ®¢ªã
¤¨ £® «ìëå ¡«®ª®¢ ¬ âà¨æë A. � ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ ¡ §¨á S′ ¯à®áâà áâ¢  L ï¢«ï¥âáï
á®¥¤¨¥¨¥¬ á¨áâ¥¬ S2, S1, S3, . . . , Sn, â® ¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  ϕ ¢ íâ®¬ ¡ §¨á¥ ¨¬¥¥â
¢¨¤

A =




Jr2(λ2)
Jr1(λ1)

Jr3(λ3)
. . .

Jrn(λn)




.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬¥ïï ¯®àï¤®ª á«¥¤®¢ ¨ï ¤¨ £® «ìëå ª«¥â®ª ¢ ®à¬ «ì®© ¦®à-
¤ ®¢®© ¬ âà¨æ¥ ®¯¥à â®à , ¬ë á®¢  ¯®«ãç ¥¬ ¦®à¤ ®¢ã ¬ âà¨æã â®£® ¦¥ ®¯¥-
à â®à ; ¨¦¥ ¡ã¤¥â ¯®ª § ®, çâ® á¯à ¢¥¤«¨¢® ¨ ®¡à â®¥, â. ¥. ¥á«¨ ¤«ï ®¯¥à â®à 
«¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  áãé¥áâ¢ã¥â ¦®à¤ ®¢ ¡ §¨á, â® «î¡ë¥ ¤¢¥ ¦®à¤ ®¢ë ¬ â-
à¨æë íâ®£® ®¯¥à â®à  à §«¨ç îâáï «¨èì ¯®àï¤ª®¬ á«¥¤®¢ ¨ï ¦®à¤ ®¢ëå ª«¥â®ª.

� ª ª ª å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ¦®à¤ ®¢®© ª«¥âª¨ Jr(λ) à ¢¥ (x−λ)r,
â® å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ¦®à¤ ®¢®© ¬ âà¨æë

A =




Jr1(λ1)
Jr2(λ2)

. . .
Jrn(λn)




¨¬¥¥â ¢¨¤ (x−λ1)r1(x−λ2)r2 · · · (x−λn)rn . �®íâ®¬ã ¥á«¨ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ L áãé¥áâ¢ã¥â
¦®à¤ ®¢ ¡ §¨á ¤«ï ®¯¥à â®à  ϕ, å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ íâ®£® ®¯¥à â®à  ¤®«-
¦¥ à áª« ¤ë¢ âìáï ¢ ª®«ìæ¥ ¬®£®ç«¥®¢ K[x]   «¨¥©ë¥ ¬®¦¨â¥«¨. �¥áì íâ®â
¯ à £à ä ¯®á¢ïé¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã â®£®, çâ® íâ® ¥®¡å®¤¨¬®¥ ãá«®¢¨¥ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï
¦®à¤ ®¢  ¡ §¨á  ï¢«ï¥âáï ¨ ¤®áâ â®çë¬. �®ç¥¥ £®¢®àï, ¡ã¤¥â ¤®ª §  
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�¥®à¥¬ . �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à ª®¥ç®¬¥à®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L  ¤ ¯®-
«¥¬ K ¨ ¯ãáâì å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ®¯¥à â®à  ϕ à áª« ¤ë¢ ¥âáï  ¤ K
  «¨¥©ë¥ ¬®¦¨â¥«¨. �®£¤  ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ L áãé¥áâ¢ã¥â ¦®à¤ ®¢ ¡ §¨á ¤«ï
®¯¥à â®à  ϕ. �à¨ íâ®¬ ¦®à¤ ®¢  ¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  ϕ ®¯à¥¤¥«¥  ®¤®§ ç® á
â®ç®áâìî ¤® ¯¥à¥áâ ®¢ª¨ ¤¨ £® «ìëå ¡«®ª®¢.

�®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®© â¥®à¥¬ë § ©¬¥â ¢¥áì ®áâ â®ª íâ®£® ¯ à £à ä . � ç «  ¡ã-
¤¥â ¯®ª § ®, çâ® ¢®¯à®á ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ ¨ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¦®à¤ ®¢®© ¬ âà¨æë
®¯¥à â®à  á¢®¤¨âáï ª á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ã ¢®¯à®áã ¤«ï ®¯¥à â®à®¢ á¯¥æ¨ «ì®£® ¢¨¤ 
| ¨«ì¯®â¥âëå ®¯¥à â®à®¢.

�ãáâì å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ®¯¥à â®à  ϕ ¨¬¥¥â ¢¨¤

f(x) = (x− λ1)k1(x− λ2)k2 · · · (x− λn)kn ,

£¤¥ k1, k2, . . . , kn | ¯®«®¦¨â¥«ìë¥ æ¥«ë¥ ç¨á«  ¨ λ1, λ2, . . . λn | ¯®¯ à® à §«¨çë¥
í«¥¬¥âë ¯®«ï K. �®£¤  ¢ á¨«ã â¥®à¥¬s 4.3 ¯à®áâà áâ¢® L ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®© áã¬¬®©
ª®à¥¢ëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢ L(λ1), L(λ2), . . . L(λn), ¯à¨ç¥¬ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®-
ç«¥ ®£à ¨ç¥¨ï ϕi ®¯¥à â®à  ϕ   ¯®¤¯à®áâà áâ¢® Li ¥áâì (x−λi)ki (i = 1, 2, . . . , n).
�à¥¤«®¦¥¨¥ 1. � §¨á S ¯à®áâà áâ¢  L ï¢«ï¥âáï ¦®à¤ ®¢ë¬ ¤«ï ®¯¥à â®à 
ϕ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ® á â®ç®áâìî ¤® ¯¥à¥áâ ®¢ª¨ ¥£® ¢¥ªâ®à®¢ á®¢-
¯ ¤ ¥â á á®¥¤¨¥¨¥¬ ¥ª®â®àëå ¦®à¤ ®¢ëå ¡ §¨á®¢ ¤«ï ®¯¥à â®à®¢ ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn

ª®à¥¢ëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢ L(λ1), L(λ2), . . . L(λn) á®®â¢¥âáâ¢¥®.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ª ª ¡«®ç®-¤¨ £® «ì ï ¬ âà¨æ , ¤¨ £® «ìë¥ ¡«®ª¨ ª®â®-
à®© ¨¬¥îâ ¦®à¤ ®¢ã ®à¬ «ìãî ä®à¬ã, ï¢«ï¥âáï, ®ç¥¢¨¤®, ¦®à¤ ®¢®©, â® á®¥¤¨-
¥¨¥ ¦®à¤ ®¢ëå ¡ §¨á®¢ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ L(λ1), L(λ2), . . . L(λn) ¡ã¤¥â ¦®à¤ ®¢ë¬
¡ §¨á®¬ ¯à®áâà áâ¢  L.

�¡à â®, ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¬ âà¨æ  A ®¯¥à â®à  ϕ ¢ ¡ §¨á¥ S ¯à®áâà áâ¢  L
¨¬¥¥â ¦®à¤ ®¢ã ®à¬ «ìãî ä®à¬ã. � ª ª ª á®¡áâ¢¥®¥ § ç¥¨¥ ª ¦¤®© ¦®à¤ ®-
¢®© ª«¥âª¨ ¬ âà¨æë A ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥ë¬ § ç¥¨¥¬ ®¯¥à â®à  ϕ, â® ®® ¤®«¦®
á®¢¯ ¤ âì á ®¤¨¬ ¨§ áª «ïà®¢ λ1, λ2, . . . λn. �¥ïï ¬¥áâ ¬¨ ¦®à¤ ®¢ë ª«¥âª¨ (á
¯®¬®éìî ¯®¤å®¤ïé¨å ¯¥à¥áâ ®¢®ª ¢¥ªâ®à®¢ ¡ §¨á  S), ¯à¨¢¥¤¥¬ ¬ âà¨æã A ª ¢¨¤ã




A1
A2

. . .
An


 ,

£¤¥ ¤«ï «î¡®£® i = 1, 2, . . . , n Ai | ¦®à¤ ®¢  ¬ âà¨æ  ¯®àï¤ª  li, ¢á¥ ª«¥âª¨ ª®â®à®©
®â®áïâáï ª á®¡áâ¢¥®¬ã § ç¥¨î λi, ¨ ¯®â®¬ã ¥¥ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥
¨¬¥¥â ¢¨¤ (x−λi)li . �ç¨â ï (¡¥§ ¯®â¥à¨ ®¡é®áâ¨), çâ® ã¦¥ ¨áå®¤ ï ¬ âà¨æ  A ¨¬¥¥â
â ª®© ¢¨¤, ¨¬¥¥¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ¡ §¨á  S ¢ ¢¨¤¥ á®¥¤¨¥¨ï â ª¨å á¨áâ¥¬ ¢¥ªâ®à®¢
S1, S2, . . . , Sn, çâ® ®£à ¨ç¥¨¥ ψi ®¯¥à â®à  ϕ   ¯®¤¯à®áâà áâ¢® Li = l(Si) ¨¬¥¥â
¢ ¡ §¨á¥ Si ¬ âà¨æã Ai, ¨ ¯®â®¬ã ¥£® å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ à ¢¥ (x− λi)li
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(i = 1, 2, . . . , n). �§ â¥®à¥¬ë � ¬¨«ìâ®  { �í«¨ â¥¯¥àì á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï «î¡®£® i =
1, 2, . . . , n Li ⊆ L(λi), ®âªã¤ , ¢ ç áâ®áâ¨, ¯®«ãç ¥¬ li = dim Li ≤ dim L(λi) = ki. � ª
ª ª

L =
n⊕

i=1
Li ¨ L =

n⊕

i=1
L(λi),

â®
∑n

i=1 li =
∑n

i=1 ki, ®âªã¤  ¤«ï «î¡®£® i = 1, 2, . . . , n ¯®«ãç ¥¬ li = ki ¨ ¯®â®¬ã Li =
L(λi). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¡ §¨á ï¢«ï¥âáï á®¥¤¨¥¨¥¬ ¦®à¤ ®¢ëå ¡ §¨á®¢ S1, S2, . . . , Sn

ª®à¥¢ëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢ L(λ1), L(λ2), . . . L(λn). ¤

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1 ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¦®à¤ ®¢  ¡ §¨á  ¨ ¥¤¨áâ¢¥-
®áâì ®à¬ «ì®© ä®à¬ë ¬ âà¨æë «¨¥©®£® ®¯¥à â®à  ¤®áâ â®ç® ¤®ª § âì ¤«ï
ª®à¥¢ëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ¤ ®£® ¯à®áâà áâ¢ . � ç¥ £®¢®àï, ¬ë ¬®¦¥¬ ¯à¥¤¯®« -
£ âì, çâ® ¯à®áâà áâ¢® L á®¢¯ ¤ ¥â á ®¤¨¬ ¨§ á¢®¨å ª®à¥¢ëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢, â.¥.
çâ® å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ®¯¥à â®à  ϕ ¨¬¥¥â ¢¨¤ (x−λ)k. �â® ¨ ¥áâì ¯¥à¢ë©
è £ á¢¥¤¥¨ï, ® ª®â®à¬ è«  à¥çì áà §ã ¯®á«¥ ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ â¥®à¥¬ë. �â®à®© è £
á¢¥¤¥¨ï ®á®¢    á«¥¤ãîé¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨¨:

�à¥¤«®¦¥¨¥ 2. �á«¨ S | ¦®à¤ ®¢ ¡ §¨á ¤«ï ®¯¥à â®à  ϕ «¨¥©®£® ¯à®áâà -
áâ¢  L, â® ¤«ï «î¡®£® áª «ïà  λ ∈ K S ï¢«ï¥âáï ¦®à¤ ®¢ë¬ ¡ §¨á®¬ ¨ ¤«ï ®¯¥à -
â®à  ϕ + λι.

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ ¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  ϕ ¢ ¡ §¨á¥ S ¨¬¥¥â ¢¨¤

A =




Jr1(λ1)
Jr2(λ2)

. . .
Jrn(λn)




â® ¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  ϕ + λι, à ¢ ï A + λE, á®¢¯ ¤ ¥â á ¬ âà¨æ¥©

A =




Jr1(λ1 + λ)
Jr2(λ2 + λ)

. . .
Jrn(λn + λ)


 . ¤

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à®¡«¥¬  áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¦®à¤ ®¢  ¡ §¨á  ¨ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨
®à¬ «ì®© ä®à¬ë ¬ âà¨æë «¨¥©®£® ®¯¥à â®à  ϕ, å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥
ª®â®à®£® ¨¬¥¥â ¢¨¤ (x − λ)k, á¢®¤¨âáï ª á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¯à®¡«¥¬¥ ¤«ï ®¯¥à â®à 
ψ = ϕ − λι. � ª ª ª ¯® â¥®à¥¬¥ � ¬¨«ìâ®  { �í«¨ ®¯¥à â®à ϕ  ã«¨àã¥âáï ¬®£®-
ç«¥®¬ (x− λ)k, ¨¬¥¥¬

ψk = (ϕ− λι)k = 0,

â ª çâ® ®¯¥à â®à ¨«ì¯®â¥â¥ ¢ á¬ëá«¥ á«¥¤ãîé¥£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï.
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�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2. �¯¥à â®à ϕ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L  §ë¢ ¥âáï ¨«ì¯®â¥â-
ë¬, ¥á«¨ ¤«ï ¥ª®â®à®£® æ¥«®£® ç¨á«  m ≥ 1 ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® ϕm = 0. � ¨-
¬¥ìè¥¥ â ª®¥ ç¨á«® m  §ë¢ ¥âáï ¯®ª § â¥«¥¬ ¨«ì¯®â¥â®áâ¨ ®¯¥à â®à  ϕ.

(� ¯à¨¬¥à, ®¯¥à â®à ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï ¯à®áâà áâ¢  ¬®£®ç«¥®¢ K3[x] ï¢-
«ï¥âáï ¨«ì¯®â¥âë¬ ; ¯®ª § â¥«ì ¨«ì¯®â¥â®áâ¨ íâ®£® ®¯¥à â®à  à ¢¥ 4.)

�â ª, ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨© 1 ¨ 2 á«¥¤ã¥â, çâ® â¥®à¥¬ã ¤®áâ â®ç® ¤®ª § âì ¤«ï ¯à®-
¨§¢®«ì®£® ¨«ì¯®â¥â®£® ®¯¥à â®à . � ç¥¬ á ®ç¥¢¨¤®£® § ¬¥ç ¨ï ® â ª¨å ®¯¥-
à â®à å.
�à¥¤«®¦¥¨¥ 3. �¤¨áâ¢¥ë¬ á®¡áâ¢¥ë¬ § ç¥¨¥¬ ¨«ì¯®â¥â®£® ®¯¥à -
â®à  ï¢«ï¥âáï ã«¥¢®© áª «ïà.

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ ϕm = 0 ¨ a | â ª®© ¥ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à ¯à®áâà áâ¢  L, çâ®
aϕ = λa, â® ¯®áª®«ìªã â®£¤  ¤«ï «î¡®£® ç¨á«  k ≥ 0 aϕk = λka , ¯®«ãç ¥¬ λma = 0,
¨ â ª ª ª a 6= 0, λ = 0.

� ¤àã£®© áâ®à®ë, ã«ì ï¢«ï¥âáï, ®ç¥¢¨¤®, á®¡áâ¢¥ë¬ § ç¥¨¥¬ ã«¥¢®£®
®¯¥à â®à . �á«¨ ¦¥ ¯®ª § â¥«ì ¨«ì¯®â¥â®áâ¨ ®¯¥à â®à  ϕ à ¢¥ m ¨ m > 1, â®
áãé¥áâ¢ã¥â ¢¥ªâ®à b ∈ L â ª®©, çâ® bϕm−1 6= 0. �®£¤  ¢¥ªâ®à a = bϕm−1 ï¢«ï¥âáï
á®¡áâ¢¥ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ®¯¥à â®à  ϕ, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨¬ á®¡áâ¢¥®¬ã § ç¥¨î 0. ¤

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥á«¨ S | ¦®à¤ ®¢ ¡ §¨á ¤«ï ¨«ì¯®â¥â®£® ®¯¥à â®à  ϕ, â®
¢á¥ ª«¥âª¨ ¦®à¤ ®¢®© ¬ âà¨æë íâ®£® ®¯¥à â®à  ¢ ¡ §¨á¥ S ®â®áïâáï ª á®¡áâ¢¥®¬ã
§ ç¥¨î 0. �®á¬®âà¨¬, ª ª ¤¥©áâ¢ã¥â ®¯¥à â®à ϕ   ¢¥ªâ®àë ¡ §¨á  S. �à¥¤¯®«®-
¦¨¬ á ç « , çâ® ¬ âà¨æ¥© ®¯¥à â®à  ¢ ¡ §¨á¥ S = (e1, e2, . . . er) ï¢«ï¥âáï ¦®à¤ ®¢ 
ª«¥âª 

Jr(0) =




0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 1
0 0 0 . . . 0 0




.

�â® ®§ ç ¥â, ®ç¥¢¨¤®, çâ® ϕ ¤¥©áâ¢ã¥â   ¢¥ªâ®àë ¡ §¨á  S á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

e1ϕ = e2, e2ϕ = e3, . . . , er−1ϕ = er, erϕ = 0.

� ª®¥ ¤¥©áâ¢¨¥ ®¯¥à â®à    ¢¥ªâ®àë ¡ §¨á  ¬®¦®  £«ï¤® ¨§®¡à §¨âì £à ä¨ç¥áª¨
¢ ¢¨¤¥ á«¥¤ãîé¥© ¤¨ £à ¬¬ë:

e1
↓
e2
↓
...

er−1
↓
er
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�á®, çâ® ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ¦®à¤ ®¢  ¬ âà¨æ  ¨«ì¯®â¥â®£® ®¯¥à â®à  ϕ
á®áâ®¨â ¨§ ¥áª®«ìª¨å ª«¥â®ª �®à¤  , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¡ §¨á ¯à®áâà áâ¢  ¬®¦®
à á¯®«®¦¨âì ¢ ¤¨ £à ¬¬ã, á®áâ®ïéãî ã¦¥ ¨§ ¥áª®«ìª¨å â ª¨å áâ®«¡¨ª®¢ | ¯® ®¤-
®¬ã ¤«ï ª ¦¤®© ª«¥âª¨. �®¢®àï â®ç¥¥, ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¯®çâ¨ ®ç¥¢¨¤®¥

�à¥¤«®¦¥¨¥ 4. �ãáâì ϕ | ¨«ì¯®â¥âë© ®¯¥à â®à ª®¥ç®¬¥à®£® ¯à®áâà -
áâ¢  L. � §¨á S ¯à®áâà áâ¢  L ï¢«ï¥âáï ¦®à¤ ®¢ë¬ ¤«ï ®¯¥à â®à  ϕ â®£¤  ¨
â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢¥ªâ®àë ¨§ S à á¯®« £ îâáï ¢ ¤¨ £à ¬¬ã ®â®á¨â¥«ì® ¤¥©-
áâ¢¨ï ϕ. �à¨ íâ®¬, ç¨á«® áâ®«¡æ®¢ ¤¨ £à ¬¬ë à ¢® ç¨á«ã ª«¥â®ª �®à¤  , á®-
áâ ¢«ïîé¨å ¬ âà¨æã ®¯¥à â®à  ϕ ¢ ¡ §¨á¥ S,   ç¨á«® ¢¥ªâ®à®¢ ¢ áâ®«¡æ¥ | ¯®-
àï¤ªã á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ª«¥âª¨. ¤

� ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ ¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  10-¬¥à®£® ¯à®áâà áâ¢  ¢ ¡ §¨á¥ e1, . . . , e10
¨¬¥¥â ¢¨¤ 



0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0




,

â.¥. á®áâ®¨â ¨§ ç¥âëà¥å ¦®à¤ ®¢ëå ª«¥â®ª ¯®àï¤ª®¢ 4, 3, 2 ¨ 1, â® ¢¥ªâ®àë íâ®£®
¡ §¨á  à á¯®« £ îâáï ¢ á«¥¤ãîéãî ¤¨ £à ¬¬ã ®â®á¨â¥«ì® ¤¥©áâ¢¨ï ϕ:

e1
↓
e2
↓
e3
↓
e4

e5
↓
e6
↓
e7

e8
↓
e9 e10

� ª¨¬ ®¡à §®¬,  ¬ ¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® ¨«ì¯®â¥â®£® ®¯¥à -
â®à  ¯à®áâà áâ¢  L áãé¥áâ¢ã¥â ¡ §¨á, ª®â®àë© ¬®¦® à á¯®«®¦¨âì ¢ ¤¨ £à ¬¬ã,  
¢¨¤ ¤¨ £à ¬¬ë ®¯¥à¥¤¥«¥ ®¤®§ ç® á â®ç®áâìî ¤® ¯¥à¥áâ ®¢ª¨ áâ®«¡æ®¢.

�ãáâì,  ¯à¨¬¥à, á®¢  ϕ | ®¯¥à â®à ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï ¯à®áâà áâ¢  K3[x].
� ª ª ª x3ϕ = 3x2, 3x2ϕ = 6x, 6xϕ = 6, 6ϕ = 0, â® ¢¥ªâ®àë e1 = x3, e2 = 3x2, e3 =
6x, e4 = 6 á®áâ ¢«ïîé¨¥ «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ãî á¨áâ¥¬ã, â.¥. ¡ §¨á íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ ,
à á¯®« £ îâáï ¢ ¤¨ £à ¬¬ã ¨§ ®¤®£® áâ®«¡æ . �®íâ®¬ã ¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  ϕ ¢ íâ®¬
¡ §¨á¥ ï¢«ï¥âáï ¦®à¤ ®¢®© ª«¥âª®© J4(0).
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�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¥ª®â®à ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  à á¯®«®¦¥  ¢ ¤¨ -
£à ¬¬ã ®â®á¨â¥«ì® ¤¥©áâ¢¨ï ®¯¥à â®à  ϕ. �ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ®  å®¤ïé¨¥áï   ®¤-
®¬ ãà®¢¥ ¢¥ªâ®àë ¤¨ £à ¬¬ë á®áâ ¢«ïîâ ¥¥ áâà®ªã. �âà®ª¨ ¤¨ £à ¬¬ë ¡ã¤¥¬ ã-
¬¥à®¢ âì á¨§ã ¢¢¥àå, ¯®« £ ï ®¬¥à ¨¦¥© áâà®ª¨ (á®áâ®ïé¥© ¨§ ¢¥ªâ®à®¢, ®¡à §®¬
ª®â®àëå ®â®á¨â¥«ì® ϕ ï¢«ï¥âáï ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à) à ¢ë¬ 1. �ëá®â®© ¢¥ªâ®à   §®-
¢¥¬ ®¬¥à áâà®ª¨, ¢ ª®â®à®© ® à á¯®«®¦¥. �ëá®â®© áâ®«¡æ  ¡ã¤¥¬ áç¨â âì ¢ëá®âã
á ¬®£® ¢¥àå¥£® ¢¥ªâ®à  (¨«¨ ¢¥àè¨ë) íâ®£® áâ®«¡æ . � ª, ¢ ¯à¨¢¥¤¥®¬ ¢ëè¥ ¯à¨-
¬¥à¥ à á¯®«®¦¥®£® ¢ ¤¨ £à ¬¬ã ¡ §¨á  10-¬¥à®£® ¯à®áâà áâ¢  ¢ëá®â  ¢¥ªâ®à®¢
e4, e7, e9, e10 à ¢  1, ¢ëá®â  ¢¥ªâ®à®¢ e3, e6, e8 à ¢  2, ¢ëá®â  ¢¥ªâ®à®¢ e2, e5 à ¢ 
3 ¨ e1 ï¢«ï¥âáï ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ¢ëá®âë 4.

�¥à¥å®¤ï ª ¨§ãç¥¨î á¢®©áâ¢ á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢, à á¯®«®¦¥®© ¢ ¤¨ £à ¬¬ã,
®â¬¥â¨¬, ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£®, ®ç¥¢¨¤®¥
�à¥¤«®¦¥¨¥ 5. �ãáâì ¢ëá®â  ¢¥ªâ®à  a ¤¨ £à ¬¬ë à ¢  m. �®£¤  ¯à¨ m > 1
¢¥ªâ®à aϕ ¨¬¥¥â ¢ëá®âã m−1,   ¯à¨ m = 1 ¢¥ªâ®à aϕ ã«¥¢®©. �®íâ®¬ã ¤«ï «î¡®£®
æ¥«®£® ç¨á«  k ≥ 1 ¢¥ªâ®à aϕk ¨¬¥¥â ¢ëá®âã m − k, ¥á«¨ k < m, ¨ aϕk = 0, ¥á«¨
k ≥ m. ¤
�à¥¤«®¦¥¨¥ 6. �ãáâì ϕ | ¨«ì¯®â¥âë© ®¯¥à â®à «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢ 
L ¨ ¯ãáâì S | à á¯®«®¦¥ë© ¢ ¤¨ £à ¬¬ã (â.¥. ¦®à¤ ®¢ ¤«ï ®¯¥à â®à  ϕ) ¡ -
§¨á ¯à®áâà áâ¢  L. �«ï «î¡®£® æ¥«®£® ç¨á«  k ≥ 1 ï¤à® ®¯¥à â®à  ϕk á®¢¯ ¤ ¥â
á ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢  L, ¯®à®¦¤¥ë¬ â¥¬¨ ¢¥ªâ®à ¬¨ á¨áâ¥¬ë S,
¢ëá®â  ª®â®àëå ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â k.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ã¬¥àã¥¬ ¢¥ªâ®àë e1, e2, . . . , en ¡ §¨á  S â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ® ¤«ï
¥ª®â®à®£® ç¨á«  r, 1 ≤ r ≤ n, ¢ëá®â  ¢¥ªâ®à®¢ e1, e2, . . . , er ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â ç¨á«  k,
  ¢ëá®â  ¢¥ªâ®à®¢ er+1, . . . , en ¡®«ìè¥, ç¥¬ k. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® i = 1, 2, . . . r ¢ á¨«ã
¯à¥¤«®¦¥¨ï 5 ¨¬¥¥¬ eiϕ

k = 0, â.¥. ei ∈ Ker ϕk. �®íâ®¬ã l(e1, e2, . . . , er) ⊆ Ker ϕk.
�¡à â®, ¯ãáâì a | ¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à ¨§ ï¤à  ®¯¥à â®à  ϕk ¨ ¯ãáâì

a = α1e1 + α2e2 + · · ·+ αnen

| ¢ëà ¦¥¨¥ íâ®£® ¢¥ªâ®à  ç¥à¥§ ¢¥ªâ®àë ¡ §¨á  S. �¥©áâ¢ãï   ®¡¥ ç áâ¨ íâ®£®
à ¢¥áâ¢  ®¯¥à â®à®¬ ϕk ¯®«ãç ¥¬, ®ç¥¢¨¤®,

αr+1(er+1ϕ
k) + αr+2(er+2ϕ

k) + · · ·+ αn(enϕk) = 0.

�® ¢¥ªâ®àë á¨áâ¥¬ë er+1ϕk, er+2ϕk, . . . , enϕk ¯®¯ à® à §«¨çë: ¤«ï «î¡ëå i ¨ j,
r + 1 ≤ i < j ≤ n, ¥á«¨ ¢¥ªâ®àë ei ¨ ej áâ®ïâ ¢ à §«¨çëå áâ®«¡æ å ¤¨ £à ¬¬ë, â® ¨
¢¥ªâ®àë eiϕ

k ¨ ejϕ
k ¨§ â¥å ¦¥, â.¥. ¨§ à §ëå ¥¥ áâ®«¡æ®¢,   ¥á«¨ ¢¥ªâ®àë ei ¨ ej ¨§

®¤®£® áâ®«¡æ , â® ¨å ¢ëá®âë à §«¨çë,   ¯®â®¬ã à §«¨çë ¢ëá®âë ¨ ¢¥ªâ®à®¢ ejϕ
k

¨ ejϕ
k . � ª¨¬ ®¡à §®¬, á¨áâ¥¬  er+1ϕk, er+2ϕk, . . . , enϕk, ¡ã¤ãç¨ ¯®¤á¨áâ¥¬®© ¡ §¨á 

S ¯à®áâà áâ¢  L, «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ . �âáî¤  αr+1 = αr+2 = · · · = αn = 0 ¨ ¯®â®¬ã

a = α1e1 + α2e2 + · · ·+ αrer ∈ l(e1, e2, . . . , er). ¤
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�§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 6 á«¥¤ã¥â, çâ® ¥á«¨ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¦®à¤ ®¢ ¡ §¨á
¤«ï ¨«ì¯®â¥â®£® ®¯¥à â®à , â® ¢¨¤ ¤¨ £à ¬¬ë, ª®â®àãî ® ®¡à §ã¥â, (  ¯®â®¬ã
¨ ¢¨¤ ¦®à¤ ®¢®© ¬ âà¨æë ®¯¥à â®à ) ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï íâ¨¬ ®¯¥à â®à®¬.
�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢®{¯¥à¢ëå, ®â¬¥â¨¬
�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �á«¨ S | à á¯®«®¦¥ë© ¢ ¤¨ £à ¬¬ã ¦®à¤ ®¢ ¡ §¨á ¤«ï ¨«ì-
¯®â¥â®£® ®¯¥à â®à  ϕ ¯à®áâà áâ¢  L, â® ¬ ªá¨¬ «ì ï ¢ëá®â  áâ®«¡æ®¢ ¤¨ -
£à ¬¬ë á®¢¯ ¤ ¥â á ¯®ª § â¥«¥¬ ¨«ì¯®â¥â®áâ¨ ®¯¥à â®à  ϕ.

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ ¬ ªá¨¬ «ì ï ¢ëá®â  áâ®«¡æ®¢ ¤¨ £à ¬¬ë à ¢  m, â® ï¤à®
®¯¥à â®à  ϕm ¯®à®¦¤ ¥âáï ¢á¥¬¨ í«¥¬¥â ¬¨ á¨áâ¥¬ë S ¨ ¯®â®¬ã á®¢¯ ¤ ¥â á L.
�«¥¤®¢ â¥«ì®, ϕm = 0. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à a ¢ëá®âë m ¥
¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ ¯®¤á¨áâ¥¬ã á¨áâ¥¬ë S, á®áâ®ïéãî ¨§ ¢á¥å â¥å ¢¥ªâ®à®¢ ¨§ S, ¢ë-
á®â  ª®â®àëå ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â ç¨á«  m − 1, ¨ ¯®â®¬ã ¥ ¢å®¤¨â ¢ ¯®à®¦¤ ¥¬®¥ íâ®©
¯®¤á¨áâ¥¬®© ï¤à® ®¯¥à â®à  ϕm−1. �®íâ®¬ã aϕm−1 6= 0, â.¥. ϕm−1 6= 0. ¤
�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �á«¨ ¤«ï ¨«ì¯®â¥â®£® ®¯¥à â®à  ϕ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L
áãé¥áâ¢ã¥â ¦®à¤ ®¢ ¡ §¨á, â® ¢¨¤ ¤¨ £à ¬¬ë (â.¥. ç¨á«® ¨ ¢ëá®âë ¥¥ áâ®«¡æ®¢),
®¡à §ã¥¬®© íâ¨¬ ¡ §¨á®¬, ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ ϕ. �®íâ®¬ã ç¨á«®
ª«¥â®ª �®à¤   ¨ ¨å ¯®àï¤ª¨ ¢ ¦®à¤ ®¢®© ¬ âà¨æ¥ ®¯¥à â®à  ϕ ®¯à¥¤¥«¥ë ®¤-
®§ ç®.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ m | ¯®ª § â¥«ì ¨«ì¯®â¥â®áâ¨ ®¯¥à â®à  ϕ, â® ¤¨ £à ¬¬ ,
®¡à §®¢  ï ¢¥ªâ®à ¬¨ ¦®à¤ ®¢  ¡ §¨á  ¤«ï íâ®£® ®¯¥à â®à , á®áâ®¨â ¨§ m áâà®ª.
�ãáâì ¤«ï i = 1, 2, . . .m ç¥à¥§ si ®¡®§ ç¥® ç¨á«® ¢¥ªâ®à®¢ ¢ i-®© áâà®ª¥ ¤¨ £à ¬¬ë.
� ¬¥â¨¬ á ç « , çâ® ç¨á«  s1, s2, . . . , sm ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ïîâ ¢¨¤ ¤¨ £à ¬¬ë.
�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ç¨á«® ¢á¥å áâ®«¡æ®¢ ¤¨ £à ¬¬ë à ¢® s1. �à®¬¥ â®£®, ¥á«¨ i < m, â®
¯®áª®«ìªã ¯®¤ ª ¦¤ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ¢ëá®âë i + 1 à á¯®«®¦¥ ¢¥ªâ®à ¢ëá®âë i, ¨¬¥¥¬
si+1 ≤ si ¨ à §®áâì si − si+1 á®¢¯ ¤ ¥â á ç¨á«®¬ áâ®«¡æ®¢ ¤¨ £à ¬¬ë, ¨¬¥îé¨å
¢ëá®âã i.

�§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 6 á«¥¤ã¥â, ¤ «¥¥, çâ® ç¨á«  s1, s2, . . . , sm ¤®«¦ë ã¤®¢«¥â¢®àïâì
á«¥¤ãîé¥© á¨áâ¥¬¥ à ¢¥áâ¢





s1 = dim Ker ϕ

s1 + s2 = dim Ker ϕ2

s1 + s2 + s3 = dim Ker ϕ3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

s1 + s2 + s3 + · · ·+ sm = dim Kerϕm.

�á«¨ ¥¥ à áá¬ âà¨¢ âì ª ª á¨áâ¥¬ã «¨¥©ëå ãà ¢¥¨© ®â ¥¨§¢¥áâëå s1, s2, . . . , sm,
â® ¯®áª®«ìªã ¥¥ ¬ âà¨æ  ¨¬¥¥â ¢¨¤




1 0 0 . . . 0
1 1 0 . . . 0
1 1 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 1


 ,
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íâ  á¨áâ¥¬  ãà ¢¥¨© ï¢«ï¥âáï ªà ¬¥à®¢áª®© ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨¬¥¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥
à¥è¥¨¥. � ª ª ª ¥¥ à áè¨à¥ ï ¬ âà¨æ  ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ ϕ,
 è¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¤®ª § ®. ¤

�®á«¥¤¥¥ á«¥¤áâ¢¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, ª ª  ©â¨ ¦®à¤ ®¢ã ¬ âà¨æã ¯à®¨§¢®«ì®£®
¨«ì¯®â¥â®£® ®¯¥à â®à  (¥á«¨ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ â ª®© ¬ âà¨æë, â.¥. ¦®à¤ ®¢  ¡ §¨á 
¤«ï ¨«ì¯®â¥â®£® ®¯¥à â®à  ¯®ª  ¯à¨ïâì   ¢¥àã). �®ïá¨¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî
¯à®æ¥¤ãàã   ¯à¨¬¥à¥.

�ãáâì ®¯¥à â®à ϕ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L ¢ ¥ª®â®à®¬ ¡ §¨á¥ íâ®£® ¯à®áâà -
áâ¢  § ¤  ¬ âà¨æ¥©

A =




0 1 −2 1 1
0 0 1 1 0
0 0 0 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


 .

� à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ¬ âà¨æë A á®¢¯ ¤ ¥â á ¬®£®ç«¥®¬ x5, ¨ ¯®â®¬ã (¢
á¨«ã â¥®à¥¬ë � ¬¨«ìâ®  { �í«¨) ®¯¥à â®à ϕ ¨«ì¯®â¥â¥. �®íâ®¬ã ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨
á ¯à¥¤«®¦¥¨¥¬ 6 ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®¬ á«¥¤áâ¢¨ï 2 ¨§ íâ®£® ¯à¥¤«®¦¥¨ï ¤«ï  å®-
¦¤¥¨ï ¢¨¤  ¦®à¤ ®¢®© ¬ âà¨æë ®¯¥à â®à  ϕ ¤®áâ â®ç®  ©â¨ ¯®ª § â¥«ì m ¥£®
¨«ì¯®â¥â®áâ¨ ¨ à §¬¥à®áâ¨ ï¤¥à ®¯¥à â®à®¢ ϕ,ϕ2, . . . ϕm. � ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®áâ¨, ¢
àï¤¥ á«ãç ¥¢ (ª ª ¢ íâ®¬ ¯à¨¬¥à¥) ¬®¦® ®¡®©â¨áì ¬¥ìè¨¬ ®¡ê¥¬®¬ ¢ëç¨á«¥¨©.

� £ ®¯¥à â®à  ϕ á®¢¯ ¤ ¥â á à £®¬ ¬ âà¨æë A ¨ ¯®â®¬ã, ®ç¥¢¨¤®, à ¢¥ 3.
�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤¥ä¥ªâ íâ®£® ®¯¥à â®à , â. ¥. à §¬¥à®áâì ¥£® ï¤à , à ¢¥ 2 ( ¯®-
áª®«ìªã dim L = 5). � ç¨â, ¤¨ £à ¬¬ , ¯®áâà®¥ ï ¨§ ¦®à¤ ®¢  ¡ §¨á  ¤«ï íâ®£®
®¯¥à â®à , á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå áâ®«¡æ®¢. �«ï ¢ëç¨á«¥¨ï à §¬¥à®áâ¨ ï¤à  ®¯¥à â®à 
ϕ2  ©¤¥¬ ¥£® ¬ âà¨æã, à ¢ãî ª¢ ¤à âã ¬ âà¨æë A:

A2 =




0 0 1 −1 −2
0 0 0 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


 .

� £ íâ®© ¬ âà¨æë à ¢¥ 2 ¨ ¯®â®¬ã dim Ker ϕ2 = 3. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢ ¯¥à¢ëå ¤¢ãå
áâà®ª å ¤¨ £à ¬¬ë  å®¤¨âáï 3 ¢¥ªâ®à , â.¥. ¢® ¢â®à®© áâà®ª¥ | ¢á¥£® ®¤¨ ¢¥ªâ®à.
�â® ®§ ç ¥â, çâ® ®¤¨ ¨§ áâ®«¡æ®¢ ¤¨ £à ¬¬ë ¨¬¥¥â ¢ëá®âã 1. �®íâ®¬ã ¤àã£®© ¤®«-
¦¥ ¡ëâì ¢ëá®âë 4, ¨ áâà®¥¨¥ ¤¨ £à ¬¬ë ¯®«®áâìî ®¯¨á ®. �¥¬ á ¬ë¬  ©¤¥ ¨
¢¨¤ ¦®à¤ ®¢®© ¬ âà¨æë  è¥£® ®¯¥à â®à : ®  á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå ¦®à¤ ®¢ëå ª«¥â®ª
¯®àï¤ª®¢ 4 ¨ 1, â.¥. à ¢  ¬ âà¨æ¥




0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


 .
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�«ï § ¢¥àè¥¨ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë  ¬ ¯® ¤®¡¨âáï ¥é¥ ®¤® á¢®©áâ¢®
á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢, à á¯®«®¦¥®© ¢ ¤¨ £à ¬¬ã ®â®á¨â¥«ì® ¤¥©áâ¢¨ï ¨«ì¯®â¥â-
®£® ®¯¥à â®à .
�à¥¤«®¦¥¨¥ 7. �ãáâì ϕ | ¨«ì¯®â¥âë© ®¯¥à â®à «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L
¨ ¯ãáâì ¥ª®â®à ï á¨áâ¥¬  S ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  L à á¯®«®¦¥  ¢ ¤¨ £à ¬¬ã
®â®á¨â¥«ì® ¤¥©áâ¢¨ï ®¯¥à â®à  ϕ. �á«¨ á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢, áâ®ïé¨å ¢ ¯¥à¢®©
áâà®ª¥ ¤¨ £à ¬¬ë, «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ , â® ¨ ¢áï á¨áâ¥¬  S ï¢«ï¥âáï «¨¥©® ¥§ -
¢¨á¨¬®©.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¥¤¯®«®¦¨¬,  ¯à®â¨¢, çâ® á¨áâ¥¬  S = (e1, e2, . . . , en) ï¢«ï¥âáï
«¨¥©® § ¢¨á¨¬®© ¨ ¯®â®¬ã

α1e1 + α2e2 + · · ·+ αnen = 0

¤«ï ¥ª®â®àëå áª «ïà®¢ α1, α2, . . . , αn, áà¥¤¨ ª®â®àëå å®âï ¡ë ®¤¨ ®â«¨ç¥ ®â ã«ï.
�ãáâì k | ¬ ªá¨¬ «ì ï ¢ëá®â  ¢ ¤¨ £à ¬¬¥ â¥å ¢¥ªâ®à®¢ á¨áâ¥¬ë S, ª®íää¨æ¨-
¥â ¯à¨ ª®â®àëå ®â«¨ç¥ ®â ã«ï, ¨ ¯ãáâì i1, i2, . . . , ir | ®¬¥à  ¢á¥å ¢¥ªâ®à®¢ íâ®©
á¨áâ¥¬ë, ¨¬¥îé¨å ¢ëá®âã k. �®¤¥©áâ¢®¢ ¢   ®¡¥ ç áâ¨ íâ®£® à ¢¥áâ¢  ®¯¥à â®à®¬
ϕk−1, ¯®«ãç ¥¬

α1(e1ϕ
k−1) + α2(e2ϕ

k−1) + · · ·+ αn(enϕk−1) = 0.

� ¬¥â¨¬, ¤ «¥¥, çâ® ¥á«¨ ®¬¥à i ¥ ¢å®¤¨â ¢ ¬®¦¥áâ¢® ®¬¥à®¢ {i1, i2, . . . , ir} , â®
αi(eiϕ

k−1) = 0. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ «¨¡® ¢ëá®â  ¢¥ªâ®à  ei ¡®«ìè¥, ç¥¬
k, ¨ ¯®â®¬ã αi = 0, «¨¡® ¢ëá®â  íâ®£® ¢¥ªâ®à  ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â ç¨á«  k − 1 ¨ ¯®â®¬ã
eiϕ

k−1 = 0. �®íâ®¬ã ¯®á«¥¤¥¥ à ¢¥áâ¢® ¨¬¥¥â ¢¨¤

αi1(ei1ϕ
k−1) + αi2(ei2ϕ

k−1) + · · ·+ αir (eirϕ
k−1) = 0,

¨ â ª ª ª ¢á¥ ¢¥ªâ®àë ei1ϕ
k−1, ei2ϕ

k−1, . . . , eirϕ
k−1 à á¯®«®¦¥ë ¢ ¯¥à¢®© áâà®ª¥ ¤¨ -

£à ¬¬ë ¨ áà¥¤¨ ª®íää¨æ¨¥â®¢ αi1 , αi2 , . . . , αir å®âï ¡ë ®¤¨ ®â«¨ç¥ ®â ã«ï, ¯à¨-
å®¤¨¬ ª ¯à®â¨¢®à¥ç¨î á ãá«®¢¨¥¬. ¤

� ¬ ¡ã¤¥â ã¤®¡® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡®¡é¥¨¥¬ ¯®ïâ¨ï «¨¥©®©
¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢:
�¯à¥¤¥«¥¨¥ 3. �ãáâì M | ¯®¤¯à®áâà áâ¢® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L. �¨-
áâ¥¬  a1, a2, . . . , ar ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  L  §ë¢ ¥âáï «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®©  ¤
M , ¥á«¨ ¯à®¨§¢®«ì ï «¨¥© ï ª®¬¡¨ æ¨ï α1a1 + α2a2 + · · ·+ αrar íâ®© á¨áâ¥¬ë
¢å®¤¨â ¢ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® M «¨èì ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  α1 = α2 = · · · = αr = 0. �¨-
áâ¥¬  a1, a2, . . . , ar  §ë¢ ¥âáï ¬ ªá¨¬ «ì®© «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®©  ¤ M , ¥á«¨ ® 
«¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬   ¤ M ¨ ¥ á®¤¥à¦¨âáï ¨ ¢ ®¤®©, ®â«¨ç®© ®â ¥¥ «¨¥©®
¥§ ¢¨á¨¬®©  ¤ M á¨áâ¥¬¥.

�ç¥¢¨¤®, çâ® ¯à®¨§¢®«ì ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ ï¢«ï¥âáï «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®©
â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®  «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬   ¤ ã«¥¢ë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬.
�«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ â ª¦¥ ¤®áâ â®ç® ®ç¥¢¨¤®.
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�à¥¤«®¦¥¨¥ 8. �ãáâì M | ¯®¤¯à®áâà áâ¢® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L. �¨-
áâ¥¬  a1, a2, . . . , ar ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  L ï¢«ï¥âáï «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®©  ¤
M (¬ ªá¨¬ «ì®© «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®©  ¤ M) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï
«î¡®£® ¡ §¨á  e1, e2, . . . , em ¯®¤¯à®áâà áâ¢  M á¨áâ¥¬ 

a1, a2, . . . , ar, e1, e2, . . . , em

«¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬  (á®®â¢¥âáâ¢¥®, ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ ¯à®áâà áâ¢  L). ¤

�â¬¥â¨¬,  ª®¥æ,

�à¥¤«®¦¥¨¥ 9. �ãáâì ϕ | ¨«ì¯®â¥âë© ®¯¥à â®à á ¯®ª § â¥«¥¬ ¨«ì¯®-
â¥â®áâ¨ m «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L. �«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® æ¥«®£® ç¨á«  k, 1 ≤
k ≤ m, ¯®« £ ¥¬ Fk = Ker ϕk; ªà®¬¥ â®£®, ¯ãáâì F0 ®¡®§ ç ¥â ã«¥¢®¥ ¯®¤¯à®-
áâà áâ¢®. �á«¨ ¯à¨ k ≥ 2 á¨áâ¥¬  a1, a2, . . . , ar ¢¥ªâ®à®¢ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  Fk «¨-
¥©® ¥§ ¢¨á¨¬   ¤ Fk−1, â® á¨áâ¥¬  ¨å ϕ-®¡à §®¢ a1ϕ, a2ϕ, . . . , arϕ (®ç¥¢¨¤®,
¯à¨ ¤«¥¦ é¨å ¯®¤¯à®áâà áâ¢ã ) Fk−1 «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬   ¤ Fk−2.

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨

α1(a1ϕ) + α2(a2ϕ) + · · ·+ αr(arϕ) ∈ Fk−2,

â® ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î

(α1(a1ϕ) + α2(a2ϕ) + · · ·+ αr(arϕ))ϕk−2 = 0.

� ª ª ª

(α1(a1ϕ) + α2(a2ϕ) + · · ·+ αr(arϕ))ϕk−2 = ((α1a1 + α2a2 + · · ·+ αrar)ϕ)ϕk−2

= (α1a1 + α2a2 + · · ·+ αrar)ϕk−1,

¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® α1a1 + α2a2 + · · ·+ αrar ∈ Fk−1, ¨ ¯®â®¬ã α1 = α2 = · · · = αr = 0. ¤
�ë ¬®¦¥¬,  ª®¥æ, ¯à¨áâã¯¨âì ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã áãé¥áâ¢®¢ -

¨ï ¦®à¤ ®¢  ¡ §¨á  ¤«ï ¨«ì¯®â¥â®£® ®¯¥à â®à . �¥©ç á ¡ã¤¥â ®¯¨á   ¯® è £ ¬
¯à®æ¥¤ãà  ¯®áâà®¥¨ï ¥ª®â®à®© á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢  è¥£® ¯à®áâà áâ¢ . �à¨ íâ®¬
¨§ á ¬®£® ¯®áâà®¥¨ï ¡ã¤¥â ¢¨¤®, çâ® ¯®«ãç¥ ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ à á¯®« £ ¥¬  ¢
¤¨ £à ¬¬ã. �® ®ª®ç ¨¨ ¯à®æ¥¤ãàë áâ ¥â ïá®, çâ® ¯®áâà®¥ ï á¨áâ¥¬  ï¢«ï¥âáï
¡ §¨á®¬  è¥£® ¯à®áâà áâ¢ .

�â ª, ¯ãáâì ϕ | ¨«ì¯®â¥âë© ®¯¥à â®à ¯®ª § â¥«ï ¨«ì¯®â¥â®áâ¨ m «¨-
¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L. �ãáâì, ª ª ¨ ¢ ¯à¥¤«®¦¥¨¨ 9, Fk = Ker ϕk (1 ≤ k ≤ m);
¬ë ¡ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì ¢ëç¨á«¥ë¬¨ ¡ §¨áë ¯®¤¯à®áâà áâ¢ Fk. � ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨
¢¥ªâ®à a ∈ L ¯à¨ ¤«¥¦¨â ¯®¤¯à®áâà áâ¢ã Fk, ® ¥ ¯à¨ ¤«¥¦¨â ¯®¤¯à®áâà áâ¢ã
Fk−1, â® aϕk = 0,   ¢¥ªâ®àë a, aϕ, . . . , aϕk−1 ®â«¨çë ®â ã«ï ¨ ¯®â®¬ã á®áâ ¢«ïîâ
¤¨ £à ¬¬ã { áâ®«¡¥æ ¢ëá®âë k.



105

1-ë© è £. � ¯à®áâà áâ¢¥ L = Fm ¢ë¡¨à ¥¬ ¬ ªá¨¬ «ìãî «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ãî
 ¤ Fm−1 á¨áâ¥¬ã ¢¥ªâ®à®¢

a11, a12, . . . , a1k1 . (1)
(� á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¯à¥¤«®¦¥¨¥¬ 8 ¢ á¨áâ¥¬ã (1) ¬®¦® ¢¥áâ¨ ¢¥ªâ®àë, ¤®¯®«ïîé¨¥
¡ §¨á ¯®¤¯à®áâà áâ¢  Fm−1 ¤® ¡ §¨á  ¯à®áâà áâ¢  L = Fm.) � ¦¤ë© ¨§ ¢¥ªâ®à®¢
á¨áâ¥¬ë (1) á«ã¦¨â ¢¥àè¨®© áâ®«¡æ  ¢ëá®âë m, ¨ ¬ë ¢®á¨¬ ¢á¥ ¢¥ªâ®àë íâ¨å
áâ®«¡æ®¢ ¢ ¡ã¤ãé¨© ¡ §¨á. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ç áâì ¤¨ £à ¬¬ë, ¯®áâà®¥ ï   ¯¥à¢®¬
è £¥, ¨¬¥¥â ¢¨¤

a11 a12 . . . a1k1

↓ ↓ . . . ↓
a11ϕ a12ϕ . . . a1k1ϕ
↓ ↓ . . . ↓

a11ϕ2 a12ϕ2 . . . a1k1ϕ
2

↓ ↓ . . . ↓
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

↓ ↓ . . . ↓
a11ϕm−2 a12ϕm−2 . . . a1k1ϕ

m−2

↓ ↓ . . . ↓
a11ϕm−1 a12ϕm−1 . . . a1k1ϕ

m−1

� ª ª ª ¢¥ªâ®àë á¨áâ¥¬ë (1) ¢¬¥áâ¥ á ¡ §¨á®¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  Fm−1 á®áâ ¢«ïîâ
¡ §¨á ¯à®áâà áâ¢  L, ®ç¥¢¨¤®, çâ® ¢¥ªâ®àë, ¢¥á¥ë¥ ¢ ¤¨ £à ¬¬ã   ¯¥à¢®¬ è £¥,
¢¬¥áâ¥ á ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ Fm−1 ¯®à®¦¤ îâ ¯à®áâà áâ¢® L.

2-®© è £. � á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 9 á¨áâ¥¬  ϕ-®¡à §®¢ ¢¥ªâ®à®¢ á¨áâ¥¬ë (1) «¨¥©®
¥§ ¢¨á¨¬   ¤ Fm−2. �®¯®«ï¥¬ ¥¥ ¤® ¬ ªá¨¬ «ì®© «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®©  ¤ Fm−2
á¨áâ¥¬ë

a11ϕ, a12ϕ, . . . , a1k1ϕ, a21, a22, . . . , a2k2 (2)
¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  Fm−1. �¥ªâ®àë a21, a22, . . . , a2k2 ®¡êï¢«ï¥¬ ¢¥àè¨ ¬¨ áâ®«¡-
æ®¢ ¢ëá®âë m − 1 ¨ ¢®á¨¬ ¢ ¤¨ £à ¬¬ã ¢á¥ ¢¥ªâ®àë íâ¨å áâ®«¡æ®¢. �¨ £à ¬¬  ª
ª®æã ¢â®à®£® è £  ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤

a11 a12 . . . a1k1

↓ ↓ . . . ↓
a11ϕ a12ϕ . . . a1k1ϕ a21 a22 . . . a2k2

↓ ↓ . . . ↓ ↓ ↓ . . . ↓
a11ϕ2 a12ϕ2 . . . a1k1ϕ

2 a21ϕ a22ϕ . . . a2k2ϕ
↓ ↓ . . . ↓ ↓ ↓ . . . ↓

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
↓ ↓ . . . ↓ ↓ ↓ . . . ↓

a11ϕm−2 a12ϕm−2 . . . a1k1ϕ
m−2 a21ϕm−3 a22ϕm−3 . . . a2k2ϕ

m−3

↓ ↓ . . . ↓ ↓ ↓ . . . ↓
a11ϕm−1 a12ϕm−1 . . . a1k1ϕ

m−1 a21ϕm−2 a22ϕm−2 . . . a2k2ϕ
m−2

�¥ªâ®àë, ¢¥á¥ë¥ ¢ ¤¨ £à ¬¬ã ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¢ë¯®«¥¨ï ¯¥à¢®£® ¨ ¢â®à®£® è £®¢,
¢¬¥áâ¥ á ¢¥ªâ®à ¬¨ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  Fm−2 ¯®à®¦¤ îâ ¯à®áâà áâ¢® L.
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�®¦¥â á«ãç¨âìáï, çâ®   ¢â®à®¬ è £¥ ®¢ëå áâ®«¡æ®¢ ¢ ¤¨ £à ¬¬¥ ¥ ¯®ï¢¨âáï.
�â® ¯à®¨§®©¤¥â, ¥á«¨ ϕ-®¡à §ë á¨áâ¥¬ë (1) ¢¬¥áâ¥ á ¡ §¨á®¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  Fm−2
ã¦¥ á®áâ ¢«ïîâ ¡ §¨á ¯®¤¯à®áâà áâ¢  Fm−1. � ®§ ç ¥â íâ®, çâ® ¡ã¤ãé ï ¤¨ £à ¬¬ 
¥ á®¤¥à¦¨â áâ®«¡æ®¢ ¢ëá®âë m− 1.

�  âà¥âì¥¬ è £¥ á¨áâ¥¬ã ϕ-®¡à §®¢ á¨áâ¥¬ë (2) ¤®¯®«ï¥¬ ¤® ¬ ªá¨¬ «ì®©
«¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®©  ¤ Fm−3 á¨áâ¥¬ë

a11ϕ
2, a12ϕ

2, . . . , a1k1ϕ
2, a21ϕ, a22ϕ, . . . , a2k2ϕ, a31, a32, . . . , a3k3 (3)

¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  Fm−2 ¨ ¢®á¨¬ ¢ ¤¨ £à ¬¬ã ¢¥ªâ®àë áâ®«¡æ®¢ ¢ëá®âë m− 2
á ¢¥àè¨ ¬¨ a31, a32, . . . , a3k3 .

�à®¤®«¦ ï   «®£¨ç®,   (m − 1)-®¬ è £¥ ¬ë ¢¥á¥¬ ¢ ¤¨ £à ¬¬ã ¢¥ªâ®àë
áâ®«¡æ®¢ ¢ëá®âë 2 (¨«¨ ã¡¥¤¨¬áï ¢ â®¬, çâ® â ª¨å áâ®«¡æ®¢ ¤¨ £à ¬¬  ¥ á®¤¥à-
¦¨â). �¥ªâ®àë, ¢¥á¥ë¥ ¢ ¤¨ £à ¬¬ã ª ª®æã íâ®£® è £  ¢¬¥áâ¥ á ¯®¤¯à®áâà -
áâ¢®¬ F1 ¯®à®¦¤ îâ ¢á¥ ¯à®áâà áâ¢® L,   ¢¥ªâ®àë, § ¨¬ îé¨¥ ¯¥à¢ãî áâà®ªã
íâ®© ¤¨ £à ¬¬ë, á®áâ ¢«ïîâ «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ãî á¨áâ¥¬ã ¢¥ªâ®à®¢ ¯®¤¯à®áâà -
áâ¢  F1. �®¯®«¨¢ ¥¥ ¤® ¡ §¨á  íâ®£® ¯®¤¯à®áâà áâ¢  ¨ ¢ª«îç¨¢ ¤®¯®«ïîé¨¥ ¢¥ª-
â®àë am1, am2, . . . , amkm ¢ ¤¨ £à ¬¬ã ¢ ª ç¥áâ¢¥ áâ®«¡æ®¢ ¢ëá®âë 1, ¬ë § ¢¥àè¨¬
¯®áâà®¥¨¥.

�â ª, ¬ë ¯®áâà®¨«¨ ¥ª®â®àãî á¨áâ¥¬ã ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  L, à á¯®«®¦¥-
ãî ®â®á¨â¥«ì® ¤¥©áâ¢¨ï ®¯¥à â®à  ϕ ¢ ¤¨ £à ¬¬ã á«¥¤ãîé¥£® ¢¨¤ :

a11 . . . a1k1

↓ . . . ↓
a11ϕ . . . a1k1ϕ a21 . . . a2k2

↓ . . . ↓ ↓ . . . ↓
a11ϕ2 . . . a1k1ϕ

2 a21ϕ . . . a2k2ϕ
↓ . . . ↓ ↓ . . . ↓

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
↓ . . . ↓ ↓ . . . ↓

a11ϕm−2 . . . a1k1ϕ
m−2 a21ϕm−3 . . . a2k2ϕ

m−3

↓ . . . ↓ ↓ . . . ↓
a11ϕm−1 . . . a1k1ϕ

m−1 a21ϕm−2 . . . a2k2ϕ
m−2 . . . am1 . . . amkm .

�áâ ¥âáï ¯®ïâì, çâ® ¯®áâà®¥ ï á¨áâ¥¬  ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ . �
á ¬®¬ ¤¥«¥, ª ª â®«ìª® çâ® ¡ë«® ®â¬¥ç¥®, ª ¦¤ë© ¢¥ªâ®à ¯à®áâà áâ¢  L «¨¥©®
¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ ¢¥ªâ®àë, ¢¥á¥ë¥ ¢ ¤¨ £à ¬¬ã ª ª®æã (m − 1)-£® è £ , ¨ ¢¥ª-
â®àë ¯®¤¯à®áâà áâ¢  F1. � ¯®á«¥ m-£® è £  ¤¨ £à ¬¬  ¯à¨®¡à¥«  ¯®¤á¨áâ¥¬ã, ï¢-
«ïîéãîáï ¡ §¨á®¬ íâ®£® ¯®¤¯à®áâà áâ¢ , ¨ ¬ë â¥¯¥àì ¬®¦¥¬ ¢ëà §¨âì ¯à®¨§¢®«ì-
ë© ¢¥ªâ®à ¨§ L ç¥à¥§ ¢¥ªâ®àë íâ®© ¤¨ £à ¬¬ë. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢¥ªâ®àë ¤¨ £à ¬¬ë
á®áâ ¢«ïîâ á¨áâ¥¬ã ¯®à®¦¤ îé¨å ¯à®áâà áâ¢  L. �¨¥© ï ¥§ ¢¨á¨¬®áâì íâ®© á¨-
áâ¥¬ë ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 7, â ª ª ª á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢, à á¯®«®¦¥ëå ¢ ¯¥à¢®©
áâà®ª¥, «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬  ¯® ¯®áâà®¥¨î.

�à®¨««îáâà¨àã¥¬ ®¯¨á ãî ¯à®æ¥¤ãàã ¯®áâà®¥¨ï ¦®à¤ ®¢  ¡ §¨á    ¯à¨-
¬¥à¥ â®£® ®¯¥à â®à , ¤«ï ª®â®à®£® ¢ëè¥ ¡ë«   ©¤¥  ¦®à¤ ®¢  ¬ âà¨æ . �«ï
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íâ®£® ¥®¡å®¤¨¬® ãâ®ç¨âì á¨âã æ¨î: �ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® ϕ | ®¯¥à â®à «¨¥©®£®
¯à®áâà áâ¢  R5, § ¤ ë© ¬ âà¨æ¥©

A =




0 1 −2 1 1
0 0 1 1 0
0 0 0 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


 .

¢ áâ ¤ àâ®¬ ¡ §¨á¥ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ . �à¥¦¤¥, ç¥¬ ¯à¨áâã¯ âì ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®
ª ¯à®æ¥¤ãà¥ ¯®áâà®¥¨ï ¦®à¤ ®¢  ¡ §¨á , ¥®¡å®¤¨¬®  ©â¨ ¡ §¨áë ï¤¥à áâ¥¯¥¥©
®¯¥à â®à  ϕ. (� ª ª ª  ¬ ã¦¥ ¨§¢¥áâ  ¦®à¤ ®¢  ¬ âà¨æ  íâ®£® ª®ªà¥â®£® ®¯¥à -
â®à , ¬ë ¬®£«¨ ¡ë ¢ëç¨á«ïâì ¡ §¨áë ¥ ¢á¥å ï¤¥à; â¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ¡ã¤¥¬ ¯®áâã¯ âì â ª,
ª ª íâ® ¥®¡å®¤¨¬® ¢ ®¡é¥© á¨âã æ¨¨.) �¥¯®áà¥¤áâ¢¥ë¥ ¢ëç¨á«¥¨ï ¯®ª §ë¢ îâ,
çâ®

¡ §¨á ¯®¤¯à®áâà áâ¢  F1 = Ker ϕ á®áâ®¨â ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ (0, 0, 0, 1, 0) ¨ (0, 0, 0, 0, 1);
¡ §¨á ¯®¤¯à®áâà áâ¢  F2 = Ker ϕ2 á®áâ®¨â ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ (0, 0, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 1, 0)

¨ (0, 0, 0, 0, 1);
¡ §¨á ¯®¤¯à®áâà áâ¢  F3 = Ker ϕ3 á®áâ®¨â ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ (0, 1, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0, 0),

(0, 0, 0, 1, 0) ¨ (0, 0, 0, 0, 1).
�®¤¯à®áâà áâ¢® F4 = Ker ϕ4 á®¢¯ ¤ ¥â á® ¢á¥¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ R5.
�¥à¢ë© è £ ¯®áâà®¥¨ï  ç¨ ¥âáï á ¢ë¡®à  ¢¥ªâ®à®¢, ¤®¯®«ïîé¨å ¡ §¨á ¯®¤-

¯à®áâà áâ¢  F3 ¤® ¡ §¨á  ¢á¥£® ¯à®áâà áâ¢ ; ¢ ¤ ®¬ á«ãç ¥ ¢ ª ç¥áâ¢¥ â ª®£®
¢¥ªâ®à  ¬®¦¥â ¡ëâì, ®ç¥¢¨¤®, ¢ë¡à  ¢¥ªâ®à a = (1, 0, 0, 0, 0). � ¨ ¡ã¤¥â ¢¥à-
è¨®© áâ®«¡æ  ¢ëá®âë 4. �áâ «ìë¬¨ ¢¥ªâ®à ¬¨ íâ®£® áâ®«¡æ  ï¢«ïîâáï ¢¥ªâ®àë
aϕ = (0, 1,−2, 1, 1), aϕ2 = (0, 0, 1,−1,−2), aϕ3 = (0, 0, 0, 1, 1).

�  ¢â®à®¬ è £¥ á«¥¤ã¥â ¯à¨á®¥¤¨¨âì ¢¥ªâ®à aϕ ª ¡ §¨áã ¯®¤¯à®áâà áâ¢  F2 ¨
 ©â¨ ¢¥ªâ®àë, ¤®¯®«ïîé¨¥ íâã («¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ãî) á¨áâ¥¬ã ¤® ¡ §¨á  ¯®¤¯à®áâ-
à áâ¢  F3. � ¤ ®¬ ¯à¨¬¥à¥, ¯à¨á®¥¤¨¨¢ ¢¥ªâ®à aϕ ª ¡ §¨áã ¯®¤¯à®áâà áâ¢  F2,
¬ë ã¦¥ ¯®«ãç ¥¬ ¡ §¨á ¯®¤¯à®áâà áâ¢  F3 (¯®áª®«ìªã ç¨á«® ¢¥ªâ®à®¢ ¢ ¯®«ãç¥®©
á¨áâ¥¬¥ á®¢¯ ¤ ¥â á ¥£® à §¬¥à®áâìî). �®íâ®¬ã ¨ª ª¨å ¤®¯®«¨â¥«ìëå ¢¥ªâ®à®¢
§¤¥áì ¥ ¯®ï¢«ï¥âáï, ¨ íâ® ®§ ç ¥â, çâ® ¢ ¤¨ £à ¬¬¥ ¥â áâ®«¡æ®¢ ¢ëá®âë 3. �®ç®
â ª ¦¥ ®¡ àã¦¨¢ ¥âáï, çâ® ¢ ¤¨ £à ¬¬¥ ¥â áâ®«¡æ®¢ ¢ëá®âë 2, ¯®áª®«ìªã ¢¥ªâ®à
aϕ2 ¢¬¥áâ¥ á ¡ §¨á®¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  F1 ®¡à §ã¥â ¡ §¨á ¯®¤¯à®áâà áâ¢  F2.

�  ¯®á«¥¤¥¬ è £¥ á«¥¤ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ë© ¢¥ªâ®à aϕ3 = (0, 0, 0, 1, 1), ®ª § ¢è¨©áï
¢ ¯¥à¢®© áâà®ª¥, ¤®¯®«¨âì ¤® ¡ §¨á  ï¤à  ®¯¥à â®à  ϕ. � ¤ ®¬ á«ãç ¥ ¬®¦® ®¯ïâì
®¡®©â¨áì ¡¥§ ¢ëç¨á«¥¨©: ª íâ®¬ã ¢¥ªâ®àã ¬®¦® ¯à¨á®¥¤¨¨âì «î¡®© ¨§ á®áâ ¢«ï-
îé¨å ¢ëç¨á«¥ë© ¢ëè¥ ¡ §¨á ¯®¤¯à®áâà áâ¢  F1.

�â ª, á«¥¤ãîé ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ á®áâ ¢«ï¥â ¦®à¤ ®¢ ¡ §¨á ¤«ï ®¯¥à â®à  ϕ
¯à®áâà áâ¢  R5:

a1 = (1, 0, 0, 0, 0), a2 = (0, 1,−2, 1, 1), a3 = (0, 0, 1,−1,−2), a4 = (0, 0, 0, 1, 1),
a5 = (0, 0, 0, 1, 0).
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����� III

�������� ������������ �� ��������� �������������

§ 1. ���������� ������� � �� �������

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1. �ãáâì L | «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®  ¤ ¯®«¥¬ K. �ãªæ¨ï f(x, y)
®â ¤¢ãå ¯¥à¥¬¥ëå, ®¯à¥¤¥«¥ ï   ¬®¦¥áâ¢¥ ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  L ¨ ¯à¨-
¨¬ îé ï § ç¥¨ï ¢ ¯®«¥ K,  §ë¢ ¥âáï ¡¨«¨¥©®©, ¥á«¨ ®  «¨¥©  ¯® ª ¦-
¤®¬ã  à£ã¬¥âã, â.¥. ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ a, b, c ∈ L ¨ áª «ïà  λ ∈ K ¢ë¯®«¥ë
á«¥¤ãîé¨¥ à ¢¥áâ¢ :

(1) f(a + b, c) = f(a, c) + f(b, c);
(2) f(λa, c) = λf(a, c);
(3) f(a, b + c) = f(a, b) + f(a, c);
(4) f(a, λc) = λf(a, c).

�¢  ¯¥à¢ëå à ¢¥áâ¢  ®§ ç îâ «¨¥©®áâì ¯® ¯¥à¢®¬ã  à£ã¬¥âã,   ¤¢  ¯®á«¥¤-
¨å | «¨¥©®áâì ¯® ¢â®à®¬ã. �¨ªá¨àãï ®¤¨ ¨§  à£ã¬¥â®¢ ¢ ¡¨«¨¥©®© äãªæ¨¨,
¯®«ãç ¥¬, ®ç¥¢¨¤®, «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢  L ¢ ¯®«¥ K, â.¥. | «¨¥©ë©
äãªæ¨® «   ¯à®áâà áâ¢¥ L.

� áá¬®âà¨¬ ¥áª®«ìª® ¯à¨¬¥à®¢.
1. �  ¯à®áâà áâ¢¥ V 2  ¯à ¢«¥ëå ®âà¥§ª®¢ ¯«®áª®áâ¨ ®¡ëç®¥ áª «ïà®¥ ¯à®-

¨§¢¥¤¥¨¥ f(a, b) = |a| · |b| · cos(∠(a, b)) ï¢«ï¥âáï ¡¨«¨¥©®© äãªæ¨¥©.
2. �ãáâì L = Kn | n-¬¥à®¥ ª®®à¤¨ â®¥ ¯à®áâà áâ¢®  ¤ ¯®«¥¬ K. �®« £ ï

¤«ï ¢¥ªâ®à®¢ a = (α1, α2, . . . , αn) ¨ b = (β1, β2, . . . , βn) íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ 

f(a, b) =
n∑

i=1
αiβi,

¯®«ãç ¥¬ ¡¨«¨¥©ãî äãªæ¨î   L.
3. �ãáâì C[α,β] | ¯à®áâà áâ¢® ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå äãªæ¨© ®â ®¤®© ¯¥à¥¬¥®©,

¥¯à¥àë¢ëå   ®âà¥§ª¥ [α, β]. �ãªæ¨ï

f(ϕ,ψ) =
∫ β

α

ϕ(x)ψ(x) dx (ϕ(x), ψ(x) ∈ C[α,β])

ï¢«ï¥âáï ¡¨«¨¥©®©.
�â¬¥â¨¬ ¥é¥, çâ® äãªæ¨ï f(x, y), ®¯à¥¤¥«¥ ï   ¯à®¨§¢®«ì®¬ «¨¥©®¬

¯à®áâà áâ¢¥ L â ª, çâ® f(a, b) = 0 ¤«ï «î¡ëå a, b ∈ L, ®ç¥¢¨¤®, ï¢«ï¥âáï ¡¨«¨-
¥©®©; ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¥¥ ã«¥¢®© ¡¨«¨¥©®© äãªæ¨¥©.

�¥à¥ç¨á«¨¬ â¥¯¥àì ¯à®áâ¥©è¨¥ á¢®©áâ¢  ¡¨«¨¥©ëå äãªæ¨©.
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�à¥¤«®¦¥¨¥ 1. �ãáâì f(x, y) | ¡¨«¨¥© ï äãªæ¨ï   «¨¥©®¬ ¯à®áâà áâ¢¥
L  ¤ ¯®«¥¬ K. �®£¤ 

 ) ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ a, b ∈ L

f(a, o) = f(0, b) = 0 ¨ f(−a, b) = fa,−b) = −f(a, b);

¡) ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ a1, a2, . . . , am, b1, b2, . . . , bn ∈ L ¨ «î¡ëå áª «ïà®¢
α1, α2, . . . , αm, β1, β2, . . . , βn ∈ K

f(
m∑

i=1
αiai,

n∑

j=1
βjbj) =

m∑

i=1

n∑

j=1
αiβjf(ai, bj).

�¡  ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¯®«ãç îâáï ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¡¨«¨¥©®© äãª-
æ¨¨. �à¨¢¥¤¥¬, â¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ¯®¤à®¡ë¥ ¢ëç¨á«¥¨ï ¤«ï ®¡®á®¢ ¨ï ¢â®à®£® ¨§ ¨å.
�®á«¥¤®¢ â¥«ì® ¨á¯®«ì§ãï «¨¥©®áâì ¯® ª ¦¤®¬ã  à£ã¬¥âã ¨ â®â ä ªâ, çâ® ¯à¨
«¨¥©®¬ ®â®¡à ¦¥¨¨ ®¡à § «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ à ¢¥ «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ ®¡-
à §®¢, ¯®«ãç ¥¬

f(
m∑

i=1
αiai,

n∑

j=1
βjbj) =

m∑

i=1
αif(ai,

n∑

j=1
βjbj) =

m∑

i=1
αi

n∑

j=1
βjf(ai, bj) =

m∑

i=1

n∑

j=1
αiβjf(ai, bj) ¤

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2. �ãáâì f(x, y) | ¡¨«¨¥© ï äãªæ¨ï   ª®¥ç®¬¥à®¬ «¨¥©-
®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ L ¨ S = (e1, e2, . . . , en) | ¡ §¨á íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ . � âà¨æ¥©
äãªæ¨¨ f(x, y) ¢ ¡ §¨á¥ S  §ë¢ ¥âáï ª¢ ¤à â ï ¬ âà¨æ  A = (αij) ¯®àï¤ª  n,
£¤¥ αij = f(ei, ej) (i, j = 1, 2, . . . , n).

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡®© § ¯¨á¨ ¬ âà¨æ  äãªæ¨¨ f(x, y) ¨¬¥¥â ¢¨¤



f(e1, e1) f(e1, e2) . . . f(e1, en)
f(e2, e1) f(e2, e2) . . . f(e2, en)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
f(en, e1) f(en, e2) . . . f(en, en)


 .

�«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, ¢ ç áâ®áâ¨, çâ® ¡¨«¨¥© ï äãªæ¨ï á¢®¥©
¬ âà¨æ¥© ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï.
�à¥¤«®¦¥¨¥ 2. �ãáâì f(x, y) | ¡¨«¨¥© ï äãªæ¨ï   ª®¥ç®¬¥à®¬ «¨¥©-
®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ L  ¤ ¯®«¥¬ K ¨ A | ¬ âà¨æ  äãªæ¨¨ f(x, y) ¢ ¡ §¨á¥ S íâ®£®
¯à®áâà áâ¢ . �®£¤  ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ a, b ∈ L

f(a, b) = (a)S ·A · ((b)S)t. (1)
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� ®¡®à®â, ¥á«¨ A | ¯à®¨§¢®«ì ï ª¢ ¤à â ï ¬ âà¨æ   ¤ ¯®«¥¬ K, ¯®àï¤®ª
ª®â®à®© á®¢¯ ¤ ¥â á à §¬¥à®áâìî ¯à®áâà áâ¢  L, â® äãªæ¨ï f(x, y), ®¯à¥¤¥-
«ï¥¬ ï ä®à¬ã«®© (1), ¡¨«¨¥© ,   ¥¥ ¬ âà¨æ  ¢ ¡ §¨á¥ S á®¢¯ ¤ ¥â á ¬ âà¨æ¥©
A.

(�«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì ®¯à¥¤¥«¥ãî ãá«®¢®áâì ¢ § ¯¨á¨ à ¢¥áâ¢  (1). � «¥¢®© ç -
áâ¨ ¥£® à á¯®«®¦¥ í«¥¬¥â ¯®«ï K. � ¯à ¢®© ¦¥ ç áâ¨ | ¬ âà¨æ  ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª ,
à ¢ ï ¯à®¨§¢¥¤¥¨î ¬ âà¨æë { áâà®ª¨ (a)S , ¬ âà¨æë A ¨ ¬ âà¨æë { áâ®«¡æ  ((b)S)t

(âà á¯®¨à®¢ ®© áâà®ª¨ (b)S). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ãá«®¢®áâì á®áâ®¨â ¢ ®â®¦¤¥áâ¢«¥-
¨¨ ¬ âà¨æë ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  á ¥¥ í«¥¬¥â®¬.)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¢¥¤¥¬ ¡®«¥¥ ¤¥â «ìë¥ ®¡®§ ç¥¨ï. �ãáâì S = (e1, e2, . . . , en) ¨
A = (αij); â ª¨¬ ®¡à §®¬ αij = f(ei, ej). �ãáâì, ¤ «¥¥, (a)S = (α1, α2, . . . , αn) ¨ (b)S =
(β1, β2, . . . , βn) | ª®®à¤¨ âë¥ áâà®ª¨ ¢¥ªâ®à®¢ a ¨ b. �â® ®§ ç ¥â, çâ®

a =
n∑

i=1
αiei ¨ b =

n∑

i=1
βiei,

¨ ¯®â®¬ã

f(a, b) = f(
n∑

i=1
αiei,

n∑

j=1
βjej) =

n∑

i=1

n∑

j=1
αiβjf(ei, ej) =

n∑

i=1

n∑

j=1
αiβjαij .

� ¤àã£®© áâ®à®ë,

(a)SA = (
n∑

i=1
αiαi1,

n∑

i=1
αiαi2, · · ·

n∑

i=1
αiαin),

¨ ¯®â®¬ã

(a)SA((b)S)t = (
n∑

i=1

n∑

j=1
αiβjαij).

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯¥à¢®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¤®ª § ®.
�¡à â®, ¥á«¨ äãªæ¨ï f(x, y) ®¯à¥¤¥«¥  ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®© ª¢ ¤à â®© ¬ â-

à¨æë A = (αij) ¯®àï¤ª  n à ¢¥áâ¢®¬ (1), â® ¡¨«¨¥©®áâì íâ®© äãªæ¨¨ ï¢«ï¥âáï
á«¥¤áâ¢¨¥¬ á¢®©áâ¢ ¬ âà¨çëå ®¯¥à æ¨©. � ª, ¨§ ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®£® § ª®  ¤«ï ¬ âà¨æ
á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ a, b, c ∈ L

f(a+b, c) = (a+b)SA(c)t
S = ((a)S+(b)S)A(c)t

S = (a)SA(c)t
S+(b)SA(c)t

S = f(a, c)+f(b, c).

�à®¬¥ â®£®, ¤«ï λ ∈ K ¨¬¥¥¬

f(λa, c) = (λa)SA(c)t
S = (λ(a)S)A(c)t

S = λ((a)SA(c)t
S) = λf(a, c).
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� «®£¨ç® ¤®ª §ë¢ ¥âáï «¨¥©®áâì ¯® ¢â®à®¬ã  à£ã¬¥âã. �«¥¬¥â, áâ®ïé¨© ¢ i-®©
áâà®ª¥ ¨ j-®¬ áâ®«¡æ¥ ¬ âà¨æë íâ®© äãªæ¨¨, ¢ëç¨á«¥®© ¢ ¡ §¨á¥ S, à ¢¥

f(ei, ej) = (ei)SA(ej)t
S ,

®âªã¤  á ãç¥â®¬ ¢¨¤  ª®®à¤¨ âëå áâà®ª ¢¥ªâ®à®¢ ei ¨ ej ¯®«ãç ¥¬ f(ei, ej) = αij ,
â ª çâ® ¨áª®¬ ï ¬ âà¨æ  á®¢¯ ¤ ¥â á A. ¤

�ëïá¨¬ â¥¯¥àì, ª ª ¨§¬¥ï¥âáï ¬ âà¨æ  ¡¨«¨¥©®© äãªæ¨¨ ¯à¨ ¨§¬¥¥¨¨
¡ §¨á  ¯à®áâà áâ¢ .

�ãáâì S ¨ S′ | ¤¢  ¡ §¨á  ¯à®áâà áâ¢  L, A ¨ A′ | ¬ âà¨æë ¡¨«¨¥©®©
äãªæ¨¨ f(x, y) ¢ ¡ §¨á å S ¨ S′ á®®â¢¥âáâ¢¥®. �®£¤  ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2 ¤«ï
¯à®¨§¢®«ìëå ¢¥ªâ®à®¢ a, b ∈ L ¨¬¥¥¬

f(a, b) = (a)SA(b)t
S .

�á«¨ T | ¬ âà¨æ  ¯¥à¥å®¤  ®â ¡ §¨á  S ª ¡ §¨áã S′, â® (a)S = (a)S′T ¨ (b)S = (b)S′T ,
®âªã¤  ¯®«ãç ¥¬

f(a, b) = (a)SA(b)t
S = ((a)S′T )A((b)S′T )t = ((a)S′T )A(T t(b)t

S′) = (a)S′(TAT t)(b)t
S′ .

�§ ¢â®à®© ç áâ¨ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2 â¥¯¥àì á«¥¤ã¥â, çâ® ¬ âà¨æ  A′ äãªæ¨¨ f(x, y) ¢
¡ §¨á¥ S′ ¤®«¦  á®¢¯ ¤ âì á T ·A · T t. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¤®ª § «¨
�à¥¤«®¦¥¨¥ 3. �ãáâì f(x, y) | ¡¨«¨¥© ï äãªæ¨ï   «¨¥©®¬ ¯à®áâà áâ¢¥
L, S ¨ S′ | ¤¢  ¡ §¨á  ¯à®áâà áâ¢  L, ¨ A ¨ A′ | ¬ âà¨æë äãªæ¨¨ f(x, y) ¢
¡ §¨á å S ¨ S′ á®®â¢¥âáâ¢¥®. �®£¤ 

A′ = TAT t,

£¤¥ T | ¬ âà¨æ  ¯¥à¥å®¤  ®â ¡ §¨á  S ª ¡ §¨áã S′. ¤
� áá¬ âà¨¢ ï «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¢¬¥áâ¥ á ä¨ªá¨à®¢ ®© ®¯à¥¤¥«¥®©  

¥¬ ¡¨«¨¥©®© äãªæ¨¥©, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ®¢ë© ª« áá ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬, á¢®©-
áâ¢  ª®â®àëå ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¥ â®«ìª® áâàãªâãà®© «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢ , ® ¨ ¡¨-
«¨¥©®© äãªæ¨¥©. �®íâ®¬ã á«¥¤ã¥â ¤®£®¢®à¨âìáï ® â®¬, ª ª¨¥ «¨¥©ë¥ ¯à®áâà -
áâ¢  á ¡¨«¨¥©ë¬¨ äãªæ¨ï¬¨ ¬ë ¡ã¤¥¬ áç¨â âì ®¤¨ ª®¢ë¬¨. � ¯®¬¨¬, çâ® ¤«ï
«¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢ íâã § ¤ çã à¥è ¥â ¯®ïâ¨¥ ¨§®¬®àä¨§¬ . �«¥¤ãîé¥¥ ®¯à¥-
¤¥«¥¨¥ ¤ ¥â  ¤¥ª¢ â®¥ ãâ®ç¥¨¥ ¨âã¨â¨¢®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï â®£®, ª®£¤  â ª¨¥
á¨áâ¥¬ë á«¥¤ã¥â áç¨â âì ®¤¨ ª®¢ë¬¨.
�¯à¥¤¥«¥¨¥ 4. �ãáâì L1 ¨ L2 | «¨¥©ë¥ ¯à®áâà áâ¢   ¤ (®¤¨¬ ¨ â¥¬ ¦¥)
¯®«¥¬ K á ¡¨«¨¥©ë¬¨ äãªæ¨ï¬¨ f1(x, y) ¨ f2(x, y) á®®â¢¥âáâ¢¥®. �â®¡à ¦¥-
¨¥ ϕ : L1 → L2 ¬®¦¥áâ¢  L1 ¢ ¬®¦¥áâ¢® L2  §ë¢ ¥âáï ¨§®¬¥âà¨¥©, ¥á«¨ ϕ |
¨§®¬®àä¨§¬ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L1   «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® L2 (â.¥. ï¢«ï-
¥âáï «¨¥©ë¬ ¨ ¡¨¥ªâ¨¢ë¬) ¨ ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ a, b ∈ L1 ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢®

f1(a, b) = f2(aϕ, bϕ).
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�à®áâà áâ¢® L1 á ¡¨«¨¥©®© äãªæ¨¥© f1(x, y)  §ë¢ ¥âáï ¨§®¬¥âà¨çë¬
¯à®áâà áâ¢ã L2 á ¡¨«¨¥©®© äãªæ¨¥© f2(x, y) , ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¨§®¬¥âà¨ï ¯à®-
áâà áâ¢  L1   ¯à®áâà áâ¢® L2.

�ç¥¢¨¤®, çâ® â®¦¤¥áâ¢¥®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ¬®¦¥áâ¢  ¢¥ªâ®à®¢ «¨¥©®£® ¯à®áâ-
à áâ¢  ï¢«ï¥âáï ¨§®¬¥âà¨¥©, ¨ ¯®â®¬ã ®â®è¥¨¥ ¨§®¬¥âà¨ç®áâ¨ «¨¥©ëå ¯à®áâ-
à áâ¢ à¥ä«¥ªá¨¢®. �¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì â ª¦¥, çâ® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢ãå ¨§®¬¥âà¨© ¨
®â®¡à ¦¥¨¥, ®¡à â®¥ ª ¨§®¬¥âà¨¨, ï¢«ïîâáï ¨§®¬¥âà¨ï¬¨. �®íâ®¬ã ®â®è¥¨¥ ¨§®-
¬¥âà¨ç®áâ¨ «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢ âà §¨â¨¢® ¨ á¨¬¬¥âà¨ç®.

� ¤ ç  ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢ á ¡¨«¨¥©ë¬¨ äãªæ¨ï¬¨ á®-
áâ®¨â ¢  å®¦¤¥¨¨ ãá«®¢¨©, ¥®¡å®¤¨¬ëå ¨ ¤®áâ â®çëå ¤«ï ¨å ¨§®¬¥âà¨ç®áâ¨.
� âà¥âì¥¬ ¯ à £à ä¥ íâ  § ¤ ç  ¡ã¤¥â à¥è¥  ¤«ï «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢  ¤ ¯®«¥¬
¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨á¥« á á¨¬¬¥âà¨çë¬¨ ¡¨«¨¥©ë¬¨ äãªæ¨ï¬¨.
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§ 2. ������������ ���������� �������. ���������������

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1. �¨«¨¥© ï äãªæ¨ï f(x, y)   «¨¥©®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ L  §ë-
¢ ¥âáï á¨¬¬¥âà¨ç®©, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ a, b ∈ L ¢ë¯®«ï¥âáï à ¢¥áâ¢®
f(a, b) = f(b, a).

�§ íâ®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¬ âà¨æë ¡¨«¨¥©®© äãªæ¨¨ ¯®«ãç ¥¬
¯®çâ¨ ®ç¥¢¨¤®¥
�à¥¤«®¦¥¨¥ 1. �¨«¨¥© ï äãªæ¨ï f(x, y)   «¨¥©®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ L ï¢«ï-
¥âáï á¨¬¬¥âà¨ç®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¬ âà¨æ  íâ®© äãªæ¨¨ (¢ ¯à®¨§-
¢®«ì®¬ ¡ §¨á¥ ¯à®áâà áâ¢  L) á¨¬¬¥âà¨ç .

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥®¡å®¤¨¬®áâì ãá«®¢¨ï ¯à®áâ® ®ç¥¢¨¤ . �à¥¤¯®«®¦¨¬, á ¤àã-
£®© áâ®à®ë, çâ® ¬ âà¨æ  A äãªæ¨¨ f(x, y), ¢ëç¨á«¥ ï ¢ ¥ª®â®à®¬ ¡ §¨á¥ S
¯à®áâà áâ¢  L á¨¬¬¥âà¨ç . �â® ®§ ç ¥â, çâ® A = At, ¨ ¯®â®¬ã, ¨á¯®«ì§ãï ¯à¥¤«®-
¦¥¨¥ 2 (¨ á¨¬¬¥âà¨ç®áâì ¬ âà¨æë ¯®àï¤ª  1), ¯®«ãç ¥¬ ¤«ï ¯à®¨§¢®«ìëå a, b ∈ L

f(a, b) = (a)SA(b)t
S = ((a)SA(b)t

S)t = ((b)t
S)tAt(a)t

S = (b)SA(a)t
S = f(b, a). ¤

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2. �ãáâì L | «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® á á¨¬¬¥âà¨ç®© ¡¨«¨¥©®©
äãªæ¨¥© f(x, y). �¥ªâ®à a ∈ L ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ®àâ®£® «ìë¬ ¢¥ªâ®àã b ∈ L (¨
§ ¯¨áë¢ âì íâ® ¢ ¢¨¤¥ a ⊥ b), ¥á«¨ f(a, b) = 0. �®¤¬®¦¥áâ¢® M ⊆ L  §®¢¥¬ ®à-
â®£® «ìë¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢ã N ⊆ L (¨ ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì M ⊥ N), ¥á«¨ ª ¦¤ë© ¢¥ªâ®à
a ∈ M ®àâ®£® «¥ ª ¦¤®¬ã ¢¥ªâ®àã b ∈ N . � ª®¥æ, ®àâ®£® «ìë¬ ¤®¯®«¥¨¥¬
¯®¤¬®¦¥áâ¢  M ⊆ L ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì á®¢®ªã¯®áâì M⊥ ¢á¥å ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà -
áâ¢  L, ®àâ®£® «ìëå ª ¦¤®¬ã ¢¥ªâ®àã ¨§ M .

� ¬¥â¨¬, çâ® á¨¬¬¥âà¨ç®áâì äãªæ¨¨ f(x, y) ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â á¨¬¬¥âà¨ç®áâì ®â-
®è¥¨ï ®àâ®£® «ì®áâ¨ ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  L. �®áâ â®ç® ®ç¥¢¨¤ë¥ á¢®©áâ¢ 
íâ®£® ®â®è¥¨ï á®¤¥à¦ âáï ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨¨:
�à¥¤«®¦¥¨¥ 2. �àâ®£® «ì®¥ ¤®¯®«¥¨¥ ¯à®¨§¢®«ì®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  M ⊆ L
ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢  L. �à®¬¥ â®£®, M⊥ = l(M)⊥.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ç¥¬ á â®£®, çâ® ¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à a, ®àâ®£® «ìë© ª ¦¤®-
¬ã ¢¥ªâ®àã á¨áâ¥¬ë b1, b2, . . . , bn, ¡ã¤¥â ®àâ®£® «¥ ¨ «î¡®© «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨
íâ®© á¨áâ¥¬ë: ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® i = 1, 2, . . . , n f(a, bi), â® ¤«ï ¯à®¨§¢®«ìëå áª «ïà®¢
α1, α2, . . . , αn ¨¬¥¥¬

f(a,

n∑

i=1
αibi) =

n∑

i=1
αif(a, bi) = 0.

�®íâ®¬ã ¬®¦¥áâ¢® M⊥ § ¬ªãâ® ®â®á¨â¥«ì® ¢§ïâ¨ï «¨¥©ëå ª®¬¡¨ æ¨© ¨, ®ç¥-
¢¨¤®, ¥¯ãáâ® (0 ∈ M⊥), â ª çâ® ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢  L.

�§ á¤¥« ®£® § ¬¥ç ¨ï á«¥¤ã¥â â ª¦¥, çâ® ¥á«¨ a ∈ M⊥, â.¥. ¢¥ªâ®à a ®àâ®£®-
 «¥ ª ¦¤®¬ã ¢¥ªâ®àã ¨§ ¬®¦¥áâ¢  M , â® a ï¢«ï¥âáï ®àâ®£® «ìë¬ ¨ ª ¦¤®¬ã
¢¥ªâ®àã ¨§ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  l(M), â.¥. a ∈ l(M)⊥. �¥¬ á ¬ë¬ ¤®ª § ® ¢ª«îç¥¨¥
M⊥ ⊆ l(M)⊥. � ª ª ª M ⊆ l(M), ¯à®â¨¢®¯®«®¦®¥ ¢ª«îç¥¨¥ ®ç¥¢¨¤®. ¤
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�¯à¥¤¥«¥¨¥ 3. �¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ a1, a2, . . . , an «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L á á¨¬-
¬¥âà¨ç®© ¡¨«¨¥©®© äãªæ¨¥© f(x, y)  §ë¢ ¥âáï ®àâ®£® «ì®©, ¥á«¨ ai ⊥ aj ¤«ï
«î¡ëå i 6= j. � §¨á ¯à®áâà áâ¢  L  §ë¢ ¥âáï ®àâ®£® «ìë¬, ¥á«¨ ® ï¢«ï¥âáï
®àâ®£® «ì®© á¨áâ¥¬®©.

�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ®àâ®£® «ì®£® ¡ §¨á  ¢ «¨¥©®¬ ¯à®áâà -
áâ¢¥ á á¨¬¬¥âà¨ç®© ¡¨«¨¥©®© äãªæ¨¥© ¯®§¢®«ï¥â á¤¥« âì ¯à¥¤¥«ì® ¯à®áâë¬
¢¨¤ ¬ âà¨æë íâ®© äãªæ¨¨; â¥¬ á ¬ë¬ ã¯à®é ¥âáï ¨ ¢ëç¨á«¥¨¥ § ç¥¨© äãª-
æ¨¨:
�à¥¤«®¦¥¨¥ 3. � §¨á S = (e1, e2, . . . , en) «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L á á¨¬¬¥â-
à¨ç®© ¡¨«¨¥©®© äãªæ¨¥© f(x, y) ï¢«ï¥âáï ®àâ®£® «ìë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®-
£¤ , ª®£¤  ¬ âà¨æ  äãªæ¨¨ f(x, y) ¢ ¡ §¨á¥ S ¤¨ £® «ì .

�á«¨ ¬ âà¨æ  äãªæ¨¨ f(x, y) ¢ ¡ §¨á¥ S ¨¬¥¥â ¢¨¤



λ1
λ2

. . .
λn




¨ (a)S = (α1, α2, . . . , αn) ¨ (b)S = (β1, β2, . . . , βn) | ª®®à¤¨ âë¥ áâà®ª¨ ¢ ¡ §¨á¥ S
¢¥ªâ®à®¢ a ¨ b ¯à®áâà áâ¢  L, â®

f(a, b) =
n∑

i=1
λiαiβi.

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯¥à¢®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ï¢«ï¥âáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥ë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬ ®¯à¥-
¤¥«¥¨© ¬ âà¨æë ¡¨«¨¥©®© äãªæ¨¨ ¨ ®àâ®£® «ì®£® ¡ §¨á . �®áª®«ìªã

a =
n∑

i=1
αiei ¨ b =

n∑

i=1
βiei

¨
f(ei, ej) =

{
λi, ¥á«¨ i = j

0, ¥á«¨ i 6= j,

¯® ä®à¬ã«¥ ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1 ¨¬¥¥¬

f(
n∑

i=1
αiei,

n∑

j=1
βjej) =

n∑

i=1

n∑

j=1
αiβjf(ei, ej) =

n∑

i=1
αiβiλi. ¤

�¡áã¦¤¥¨¥ ¯à®¡«¥¬ë áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ®àâ®£® «ì®£® ¡ §¨á   ç¥¬ á à áá¬®â-
à¥¨ï ¯à¨¬¥à .
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�ãáâì L = Z2
2 | 2-¬¥à®¥ ª®®à¤¨ â®¥ ¯à®áâà áâ¢®  ¤ ¯®«¥¬ Z2 ª« áá®¢

¢ëç¥â®¢ æ¥«ëå ç¨á¥« ¯® ¬®¤ã«î 2. � ª ª ª ¯®«¥ Z2 á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå í«¥¬¥â®¢ 0 ¨ 1,
¢ ¯à®áâà áâ¢¥ L ¨¬¥¥âáï ¢ â®ç®áâ¨ 4 ¢¥ªâ®à :

0 = (0, 0), e1 = (1, 0), e2 = (0, 1), e3 = (1, 1).

� áá¬®âà¨¬   ¯à®áâà áâ¢¥ L ¡¨«¨¥©ãî äãªæ¨î f(x, y), § ¤ ãî ¢ ¥£® áâ -
¤ àâ®¬ ¡ §¨á¥ S = (e1, e2) ¬ âà¨æ¥©

(
0 1
1 0

)
. �â® ®§ ç ¥â, çâ®

f(e1, e1) = 0, f(e2, e2) = 0, f(e1, e2) = f(e2, e1) = 1.

�âáî¤ 

f(e1, e3) = f(e1, e1 + e2) = f(e1, e1) + f(e1, e2) = 1,

f(e2, e3) = f(e2, e1 + e2) = f(e2, e1) + f(e2, e2) = 1,

f(e3, e3) = f(e1 + e2, e3) = f(e1, e3) + f(e2, e3) = 1 + 1 = 0.

�§ íâ¨å ¢ëç¨á«¥¨© ¨ á¨¬¬¥âà¨ç®áâ¨ äãªæ¨¨ f(x, y) á«¥¤ã¥â, çâ® ¤¢  ¥ã«¥¢ëå
¢¥ªâ®à  ¯à®áâà áâ¢  L á®áâ ¢«ïîâ ®àâ®£® «ìãî á¨áâ¥¬ã â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  ®¨ à ¢ë. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ L ®àâ®£® «ì®£® ¡ §¨á  ¥ áãé¥-
áâ¢ã¥â.

�¥©ç á ¬ë ã¢¨¤¨¬, çâ®  áâ®ïé ï (¨ ¥¤¨áâ¢¥ ï) ¯à¨ç¨  â®£®, çâ®   ¯à®áâ-
à áâ¢¥ L = Z2

2 ¬®¦® ãª § âì á¨¬¬¥âà¨çãî ¡¨«¨¥©ãî äãªæ¨î, ¥ ¤®¯ãáª î-
éãî ®àâ®£® «ì®£® ¡ §¨á , á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® å à ªâ¥à¨áâ¨ª  ®á®¢®£® ¯®«ï íâ®£®
¯à®áâà áâ¢  à ¢  2.
�¥®à¥¬ . �ãáâì L | ª®¥ç®¬¥à®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®  ¤ ¯®«¥¬ K á á¨¬-
¬¥âà¨ç®© ¡¨«¨¥©®© äãªæ¨¥© f(x, y). �á«¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ª  ¯®«ï K ¥ à ¢  2,
â® ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ L áãé¥áâ¢ã¥â ®àâ®£® «ìë© ¡ §¨á.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à®¢¥¤¥¬ ¨¤ãªæ¨î ¯® ç¨á«ã n = dim L. �à¨ n = 1 á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì
 è¥£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¥ âà¥¡ã¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢ , â ª ª ª ¢ ¯à®¨§¢®«ì ï á¨áâ¥¬  ¢¥ª-
â®à®¢, á®áâ®ïé ï ¨§ ®¤®£® ¢¥ªâ®à , ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ ¤®«¦  áç¨â âìáï
®àâ®£® «ì®©.

�ãáâì n > 1 ¨ ¯ãáâì ¤«ï ¢á¥å ¯à®áâà áâ¢ ¬¥ìè¥© à §¬¥à®áâ¨ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥
â¥®à¥¬ë á¯à ¢¥¤«¨¢®. �®ª ¦¥¬, çâ® â®£¤  ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë ¢ë¯®«¥® ¨ ¤«ï
¯à®áâà áâ¢  L. �á«¨ äãªæ¨ï f(x, y) ï¢«ï¥âáï ã«¥¢®© (â.¥. f(a, b) = 0 ¤«ï «î¡ëå
a, b ∈ L), â® ¤®ª §ë¢ âì á®¢  ¥ç¥£®, â ª ª ª ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ «î¡ ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢
®àâ®£® «ì . �ã¤¥¬ áç¨â âì äãªæ¨î f(x, y) ¥ã«¥¢®© ¨ ¤®ª ¦¥¬, çâ® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥
 ©¤¥âáï ¢¥ªâ®à a ∈ L â ª®©, çâ® f(a, a) 6= 0.

�à¥¤¯®«®¦¨¬,  ¯à®â¨¢, çâ® ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  a ∈ L ¢ë¯®«ï¥âáï à ¢¥áâ¢®
f(a, b) = 0. �®£¤  ¤«ï ¯à®¨§¢®«ìëå ¢¥ªâ®à®¢ a, b ∈ L ¨¬¥¥¬

f(a + b, a + b) = 0,
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¨ â ª ª ª
f(a + b, a + b) = f(a, a) + f(a, b) + f(b, a) + f(b, b),

f(a, a) = f(b, b) = 0 ¨ f(a, b) = f(b, a), ¯®«ãç ¥¬ à ¢¥áâ¢® 2f(a, b) = 0. � ª ª ª
å à ªâ¥à¨áâ¨ª  ¯®«ï ®â«¨ç  ®â 2, ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï «î¡ëå a, b ∈ L f(a, b) = 0,
  íâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â  è¥¬ã ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î ® â®¬, çâ® äãªæ¨ï f(x, y) ¥ã«¥¢ ï.

�â ª, ¢ë¡¥à¥¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ e1 â ª®© ¢¥ªâ®à ¯à®áâà áâ¢  L, çâ® f(e1, e1) 6= 0,
¨ ¯ãáâì M = l(e1) | ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¯à®áâà áâ¢  L, ¯®à®¦¤¥®¥ ¢¥ªâ®à®¬ e1.
�â¬¥â¨¬, çâ® ¯®áª®«ìªã e1 6= 0, dim M = 1. �®ª ¦¥¬, çâ® ¯à®áâà áâ¢® L ï¢«ï¥âáï
¯àï¬®© áã¬¬®© ¯®¤¯à®áâà áâ¢  M ¨ ¥£® ®àâ®£® «ì®£® ¤®¯®«¥¨ï M⊥.

�«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ¢¥ªâ®à  a ∈ L ¯®« £ ¥¬

α = f(a, e1)
f(e1, e1) ¨ b = a− αe1.

�®£¤ 
f(b, e1) = f(a− αe1, e1) = f(a, e1)− αf(e1, e1) = 0,

â.¥. b ⊥ e1, ¨ ¯®â®¬ã ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2 á«¥¤ã¥â, çâ® b ∈ M⊥.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à a ∈ L ¤®¯ãáª ¥â à §«®¦¥¨¥ ¢¨¤  a = αe1+

b, £¤¥ αe1 ∈ M ¨ b ∈ M⊥. �â® ®§ ç ¥â, çâ® L = M+M⊥. �à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® a ∈
M ∩M⊥. �®£¤  ¯®áª®«ìªã ¢¥ªâ®à a ¢å®¤¨â ¢ M , ® ¨¬¥¥â ¢¨¤ a = βe1 ¤«ï ¥ª®â®à®£®
β ∈ K,   ¯®áª®«ìªã a ∈ M⊥, ¤®«¦® ¢ë¯®«ïâìáï à ¢¥áâ¢® f(a, e1) = 0. � ãç¥â®¬
¢¨¤  ¢¥ªâ®à  a íâ® à ¢¥áâ¢® à ¢®á¨«ì® à ¢¥áâ¢ã αf(e1, e1) = 0. � ª ª ª f(e1, e1) 6=
0, ®âáî¤  á«¥¤ã¥â α = 0,   ¯®â®¬ã ¨ a = 0. �â ª, ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ M ¨
M⊥ ®ª § «®áì ã«¥¢ë¬, ¨ ¯®â®¬ã L = M ⊕M⊥.

�§ ¤®ª § ®£® á«¥¤ã¥â, ¢ ç áâ®áâ¨, çâ® dim M⊥ = n−1. �à®¬¥ â®£®, M⊥ ¬®¦®
áç¨â âì ¯à®áâà áâ¢®¬ á ¡¨«¨¥©®© äãªæ¨¥© f(x, y) (â®ç¥¥ £®¢®àï, | á ®£à ¨-
ç¥¨¥¬ äãªæ¨¨ f(x, y)   ¯®¤¯à®áâà áâ¢® M⊥). �®íâ®¬ã ¨§ ¨¤ãªâ¨¢®£® ¯à¥¤-
¯®«®¦¥¨ï á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ M⊥  ©¤¥âáï ®àâ®£® «ìë© ¡ §¨á e2, . . . en.
�ç¥¢¨¤® â®£¤ , çâ® á¨áâ¥¬  e1, e2, . . . en ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ ¯à®áâà áâ¢  L ¨ ¯à¨â®¬
®àâ®£® «ìë¬, â ª ª ª ¢¥ªâ®àë e2, . . . en ¯à¨ ¤«¥¦ â ®àâ®£® «ì®¬ã ¤®¯®«¥¨î
¢¥ªâ®à  e1. �¤ãªâ¨¢ë© è £ § ª®ç¥. ¤
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§ 3. �������������� �������� ������������
� ������������ ���������� ��������

�¥©áâ¢¨â¥«ìë¬ «¨¥©ë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì «¨¥©®¥ ¯à®áâà -
áâ¢®  ¤ ¯®«¥¬ R ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨á¥«. �®«¥ R ï¢«ï¥âáï ã¯®àï¤®ç¥ë¬, ¨ íâ®
¯®§¢®«ï¥â £®¢®à¨âì ® â ª¨å á¢®©áâ¢ å ¡¨«¨¥©ëå äãªæ¨©   ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ¯à®-
áâà áâ¢ å, ª®â®àë¥ ¥ ¨¬¥îâ á¬ëá«  ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¨ ª®â®àë¥ ¯à¨¡«¨¦ îâ ®¡é¥¥
¯®ïâ¨¥ ¡¨«¨¥©®© äãªæ¨¨ ª ¯®ïâ¨î áª «ïà®£® ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï, § ª®¬®¬ã  ¬
¯® í«¥¬¥â à®© £¥®¬¥âà¨¨.
�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1. �ãáâì L | ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® á á¨¬¬¥â-
à¨ç®© ¡¨«¨¥©®© äãªæ¨¥© f(x, y). �¥ªâ®à a ∈ L  §ë¢ ¥âáï
¯®«®¦¨â¥«ìë¬, ¥á«¨ f(a, a) > 0,
®âà¨æ â¥«ìë¬, ¥á«¨ f(a, a) < 0, ¨
¨§®âà®¯ë¬, ¥á«¨ f(a, a) = 0.
�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2. �¨¬¬¥âà¨ç ï ¡¨«¨¥© ï äãªæ¨ï f(x, y)   ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®¬
«¨¥©®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ L  §ë¢ ¥âáï ¯®«®¦¨â¥«ì® (®âà¨æ â¥«ì®) ®¯à¥¤¥«¥-
®©, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® ¥ã«¥¢®£® ¢¥ªâ®à  a ∈ L f(a, a) > 0 (á®®â¢¥âáâ¢¥®,
f(a, a) < 0).

�ãªæ¨ï f(x, y)  §ë¢ ¥âáï ¯®«®¦¨â¥«ì® (®âà¨æ â¥«ì®) ¯®«ã®¯à¥¤¥«¥®©,
¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  a ∈ L f(a, a) ≥ 0 (á®®â¢¥âáâ¢¥®, f(a, a) ≤ 0).

� ª ª ª å à ªâ¥à¨áâ¨ª  ¯®«ï R ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨á¥« à ¢  0, ¨§ â¥®à¥¬ë, ¤®-
ª § ®© ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ à £à ä¥ á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ ¯à®¨§¢®«ì®¬ ª®¥ç®¬¥à®¬ ¤¥©-
áâ¢¨â¥«ì®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ á á¨¬¬¥âà¨ç®© ¡¨«¨¥©®© äãªæ¨¥© áãé¥áâ¢ã¥â ®àâ®£®-
 «ìë© ¡ §¨á. �® ¢¨¤ã ¢¥ªâ®à®¢ â ª®£® ¡ §¨á  ®¯à¥¤¥«¥®áâì ¨ ¯®«ã®¯à¥¤¥«¥®áâì
äãªæ¨¨ «¥£ª® à á¯®§ îâáï:
�à¥¤«®¦¥¨¥ 1. �ãáâì S = (e1, e2, . . . , en) | ®àâ®£® «ìë© ¡ §¨á ¤¥©áâ¢¨â¥«ì-
®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L á á¨¬¬¥âà¨ç®© ¡¨«¨¥©®© äãªæ¨¥© f(x, y). �®£¤ 

 ) äãªæ¨ï f(x, y) ¯®«®¦¨â¥«ì® (®âà¨æ â¥«ì®) ®¯à¥¤¥«¥  â®£¤  ¨ â®«ìª®
â®£¤ , ª®£¤  ª ¦¤ë© ¢¥ªâ®à ¡ §¨á  S ¯®«®¦¨â¥«¥ (á®®â¢¥âáâ¢¥®, ®âà¨æ â¥-
«¥);

¡) äãªæ¨ï f(x, y) ¯®«®¦¨â¥«ì® (®âà¨æ â¥«ì®) ¯®«ã®¯à¥¤¥«¥  â®£¤  ¨
â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ª ¦¤ë© ¢¥ªâ®à ¨§ ¡ §¨á  S «¨¡® ¯®«®¦¨â¥«¥ (á®®â¢¥â-
áâ¢¥®, ®âà¨æ â¥«¥), «¨¡® ¨§®âà®¯¥.

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥®¡å®¤¨¬®áâì ãá«®¢¨© ¢ ª ¦¤®¬ á«ãç ¥ ®ç¥¢¨¤ . �®áâ â®ç®áâì
¨å ¢¨¤  ¨§ â®£®, çâ® ¥á«¨ (a)S = (α1, α2, . . . , αn) | ª®®à¤¨ â ï áâà®ª  ¢ ¡ §¨á¥ S
¢¥ªâ®à  a ¯à®áâà áâ¢  L, â® ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¯à¥¤«®¦¥¨¥¬ 2.3

f(a, a) =
n∑

i=1
λiα

2
i ,

£¤¥ λi = f(ei, ei) (i = 1, 2, . . . , n). ¤
� ª®¥ç®¬¥à®¬ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¬®¦® ¢ë¡à âì ®àâ®£® «ìë©

¡ §¨á, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ¤®¯®«¨â¥«ì®¬ã âà¥¡®¢ ¨î:
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�à¥¤«®¦¥¨¥ (¨ ®¯à¥¤¥«¥¨¥) 2. � ¯à®¨§¢®«ì®¬ ª®¥ç®¬¥à®¬ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì-
®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ L á á¨¬¬¥âà¨ç®© ¡¨«¨¥©®© äãªæ¨¥© f(x, y) áãé¥áâ¢ã¥â ®à-
â®£® «ìë© ¡ §¨á S = (e1, e2, . . . , en), ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  ei ª®â®à®£® § ç¥¨¥
f(ei, ei) à ¢® «¨¡® 1, «¨¡® -1, «¨¡® 0. � ª®© ¡ §¨á  §ë¢ ¥âáï ®àâ®®à¬¨à®¢ ë¬.

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ a1, a2, . . . , an | ®àâ®£® «ìë© ¡ §¨á ¯à®áâà áâ¢  L, â®
¯®« £ ï ¤«ï ª ¦¤®£® i = 1, 2, . . . , n

ei =
{ 1√

|f(ai,ai)|
ai ¥á«¨ f(ai, ai) 6= 0

ai ¥á«¨ f(ai, ai) = 0,

¯®«ãç¨¬ á¨áâ¥¬ã ¢¥ªâ®à®¢, á®¢  á®áâ ¢«ïîéãî, ª ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, ®àâ®£® «ìë©
¡ §¨á  è¥£® ¯à®áâà áâ¢ . �à®¬¥ â®£®, ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® i = 1, 2, . . . , n ¨§ f(ai, ai) =
0 á«¥¤ã¥â, ®ç¥¢¨¤®, çâ® f(ei, ei) = 0,   ¥á«¨ f(ai, ai) 6= 0, â®

f(ei, ei) = f( 1√
|f(ai, ai)|

ai,
1√

|f(ai, ai)|
ai) =

(
1√

|f(ai, ai)|

)2

f(ai, ai) =

1
|f(ai, ai)|f(ai, ai) = ±1.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¡ §¨á e1, e2, . . . , en ï¢«ï¥âáï ®àâ®®à¬¨à®¢ ë¬. ¤
�¥á¬®âàï   ¯à®áâ®âã ªà¨â¥à¨ï ¯®«®¦¨â¥«ì®© ®¯à¥¤¥«¥®áâ¨ á¨¬¬¥âà¨ç®©

¡¨«¨¥©®© äãªæ¨¨, ¤®áâ ¢«ï¥¬®£® ¯à¥¤«®¦¥¨¥¬ 1, ¯®«ì§®¢ âìáï ¨¬ ¥ ®ç¥ì
ã¤®¡®, â ª ª ª ¡¨«¨¥© ï äãªæ¨ï, ª ª ¯à ¢¨«®, § ¤ ¥âáï ¬ âà¨æ¥© ¢ á«ãç ©®¬
¡ §¨á¥ ¯à®áâà áâ¢ , ¨ çâ®¡ë ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ¯à¥¤«®¦¥¨¥¬ 1,  ¬ ¯à¨è«®áì ¡ë
¯¥à¥å®¤¨âì ª ª ª®¬ã{«¨¡® ®àâ®£® «ì®¬ã ¡ §¨áã íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ . �®«¥¥ ¯àï-
¬®© á¯®á®¡ à á¯®§ ¢ ¨ï ¯®«®¦¨â¥«ì®© ®¯à¥¤¥«¥®áâ¨ ¡¨«¨¥©®© äãªæ¨¨  
¤¥©áâ¢¨â¥«ì®¬ ª®¥ç®¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¤®áâ ¢«ï¥â á«¥¤ãîé¨© ª« áá¨ç¥áª¨©
à¥§ã«ìâ â | ªà¨â¥à¨© �¨«ì¢¥áâà  ¯®«®¦¨â¥«ì®© ®¯à¥¤¥«¥®áâ¨ á¨¬¬¥âà¨ç®© ¡¨-
«¨¥©®© äãªæ¨¨:
�¥®à¥¬  1. �ãáâì f(x, y) | á¨¬¬¥âà¨ç ï ¡¨«¨¥© ï äãªæ¨ï   n-¬¥à®¬
¤¥©áâ¢¨â¥«ì®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ L ¨ ¯ãáâì

A =




α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
αn1 αn2 . . . αnn




| ¬ âà¨æ  íâ®© äãªæ¨¨ ¢ ¥ª®â®à®¬ ¡ §¨á¥ S ¯à®áâà áâ¢  L. �ãªæ¨ï f(x, y)
ï¢«ï¥âáï ¯®«®¦¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢á¥ £« ¢ë¥ ¬¨-
®àë

�k =

∣∣∣∣∣∣∣

α11 α12 . . . α1k

α21 α22 . . . α2k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
αk1 αk2 . . . αkk

∣∣∣∣∣∣∣
(k = 1, 2, . . . n)
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¬ âà¨æë A ¯®«®¦¨â¥«ìë.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ã¤¥¬ ¯à®¢®¤¨âì ¨¤ãªæ¨î ¯® ç¨á«ã n. �ãáâì n = 1. �®£¤  ¡ §¨á S
¯à®áâà áâ¢  L á®áâ®¨â ¨§ ¥¤¨áâ¢¥®£® ¢¥ªâ®à  e,   ¬ âà¨æ  äãªæ¨¨ f(x, y) ¢ íâ®¬
¡ §¨á¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤ A = (α), £¤¥ α = f(e, e). �®íâ®¬ã ¥á«¨ äãªæ¨ï f(x, y) ¯®«®¦¨â¥«ì®
®¯à¥¤¥«¥ , â® α > 0 ¨ ¯®â®¬ã ¥¤¨áâ¢¥ë© £« ¢ë© ¬¨®à �1 = det A = α ¬ âà¨æë
A ¯®«®¦¨â¥«¥.

�¡à â®, ¯ãáâì �1 > 0, â.¥. α > 0. �à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à a ∈ L ¨¬¥¥â ¢¨¤ a = λe
¤«ï ¯®¤å®¤ïé¥£® ç¨á«  λ, ¨ ¯®â®¬ã

f(a, a) = f(λe, λe) = λ2f(e, e) = λ2α.

�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¥á«¨ a 6= 0, â.¥. λ 6= 0, â® f(a, a) > 0. � ç¨â äãªæ¨ï f(x, y) ï¢«ï¥âáï
¯®«®¦¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥®©.

�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® n > 1 ¨ çâ® ¤«ï ¢á¥å ¯à®áâà áâ¢ ¬¥ìè¥© à §¬¥à®áâ¨
ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë á¯à ¢¥¤«¨¢®. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  á¯à ¢¥¤«¨¢®áâ¨ â¥®à¥¬ë ¤«ï
¯à®áâà áâ¢  L ¢¢¥¤¥¬ ¥é¥ ¥áª®«ìª® ®¡®§ ç¥¨©.

�ãáâì S = (e1, e2, . . . , en) ¨ ¯ãáâì M = l(e1, e2, . . . , en−1) | ¯®¤¯à®áâà áâ¢®
¯à®áâà áâ¢  L, ¯®à®¦¤¥®¥ ¢¥ªâ®à ¬¨ e1, e2, . . . , en−1. � ª ª ª â®£¤  á¨áâ¥¬ 

S1 = (e1, e2, . . . , en−1)

ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ ¯à®áâà áâ¢  M , ¨¬¥¥¬ dim M = n − 1. �à®¬¥ â®£®, ¥á«¨ f1(x, y)
®¡®§ ç ¥â ®£à ¨ç¥¨¥ äãªæ¨¨ f(x, y)   ¯®¤¯à®áâà áâ¢® M , â® ®ç¥¢¨¤®, çâ®
¬ âà¨æ  A1 äãªæ¨¨ f1(x, y) ¢ ¡ §¨á¥ S1 ¨¬¥¥â ¢¨¤

A1 =




α11 α12 . . . α1n−1
α21 α22 . . . α2n−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
αn−11 αn−12 . . . αn−1n−1


 ,

â.¥. ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¬ âà¨æë A ¢ëç¥àª¨¢ ¨¥¬ ¯®á«¥¤¥© áâà®ª¨ ¨ ¯®á«¥¤¥£® áâ®«¡æ .
�®íâ®¬ã ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì £« ¢ëå ¬¨®à®¢ ¬ âà¨æë A1 ¯®«ãç ¥âáï ®â¡à áë¢ -
¨¥¬ ¯®á«¥¤¥£® ç«¥  ¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ £« ¢ëå ¬¨®à®¢ ¬ âà¨æë A.

�à¨áâã¯ ï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã á¯à ¢¥¤«¨¢®áâ¨ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï â¥®-
à¥¬ë ¤«ï ¯à®áâà áâ¢  L, ¯à¥¤¯®«®¦¨¬ á ç « , çâ® äãªæ¨ï f(x, y) ï¢«ï¥âáï ¯®«®-
¦¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥®©. �á®, çâ® â®£¤  ¯®«®¦¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥®© ¡ã¤¥â ¨ äãª-
æ¨ï f1(x, y), ¨ ¯® ¨¤ãªâ¨¢®¬ã ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î ¢á¥ £« ¢ë¥ ¬¨®àë ¬ âà¨æë A1, â.¥.
£« ¢ë¥ ¬¨®àë �1, �2, . . . , �n−1 ¬ âà¨æë A ¤®«¦ë ¡ëâì ¯®«®¦¨â¥«ìë¬¨. � ª¨¬
®¡à §®¬,  ¬ ®áâ ¥âáï «¨èì ãáâ ®¢¨âì ¯®«®¦¨â¥«ì®áâì ¬¨®à  �n = det A.

�ãáâì S′ = (e′1, e′2, . . . , e′n) | ¥ª®â®àë© ®àâ®£® «ìë© ¡ §¨á ¯à®áâà áâ¢  L ¨

A′ =




λ1
λ2

. . .
λn
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| ¬ âà¨æ  äãªæ¨¨ f(x, y) ¢ ¡ §¨á¥ S′. � ª ª ª äãªæ¨ï f(x, y) ¯®«®¦¨â¥«ì® ®¯à¥-
¤¥«¥  ¨ λi = f(e′i, e′i), â® ¤«ï ¢á¥å i = 1, 2, . . . , n λi > 0. �á«¨ T | ¬ âà¨æ  ¯¥à¥å®¤ 
®â ¡ §¨á  S′ ª ¡ §¨áã S, â® A = TA′T t ¨ ¯®â®¬ã

det A = det (TA′T t) = det T det A′ det T t = det T det T t det A′ = (det T )2λ1λ2 · · ·λn > 0.

�¡à â®, ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¢á¥ £« ¢ë¥ ¬¨®àë �1, �2, . . . , �n ¬ âà¨æë A ¯®-
«®¦¨â¥«ìë. � ª ª ª â®£¤  ¡ã¤ãâ ¯®«®¦¨â¥«ìë¬¨ ¢á¥ £« ¢ë¥ ¬¨®àë ¬ âà¨æë A1,
¨§ ¨¤ãªâ¨¢®£® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï á«¥¤ã¥â, çâ® äãªæ¨ï f1(x, y) ¯®«®¦¨â¥«ì® ®¯à¥-
¤¥«¥ . �ë¡¥à¥¬ â¥¯¥àì ®àâ®£® «ìë© ¡ §¨á b1, b2, . . . , bn−1 ¯à®áâà áâ¢  M . � ª
ª ª â®£¤  ¢á¥ ç¨á«  f(bi, bi) = f1(bi, bi) ¯®«®¦¨â¥«ìë, ¬®¦® ¢¢¥áâ¨ ¢ à áá¬®âà¥¨¥
¢¥ªâ®à

e = en −
n−1∑

i=1
βibi,

£¤¥
βi = f(en, bi)

f(bi, bi)
(i = 1, 2, . . . n− 1).

�ç¥¢¨¤®, çâ® ¢¥ªâ®à e ¥ ¯à¨ ¤«¥¦¨â ¯®¤¯à®áâà áâ¢ã M , â ª ª ª ¢ ¯à®-
â¨¢®¬ á«ãç ¥ ¢ M  å®¤¨«áï ¡ë ¨ ¢¥ªâ®à en = e +

∑n−1
i=1 βibi. �®íâ®¬ã á¨áâ¥¬ 

S′′ = (e1, e2, . . . , en−1, e) «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬  ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬
¯à®áâà áâ¢  L. � «¥¥, ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® k = 1, 2, . . . , n − 1, ãç¨âë¢ ï ®àâ®£® «ì-
®áâì á¨áâ¥¬ë b1, b2, . . . , bn−1, ¨¬¥¥¬

f(e, bk) = f(en −
n−1∑

i=1
βibi, bk) = f(en, bk)−

n−1∑

i=1
βif(bi, bk) = f(en, bk)− βkf(bk, bk) = 0.

� ç¨â ¢¥ªâ®à e ®àâ®£® «¥ ª ¦¤®¬ã ¢¥ªâ®àã ¨§ ¡ §¨á  b1, b2, . . . , bn−1 ¯®¤¯à®áâà -
áâ¢  M ,   ¯®â®¬ã e ®àâ®£® «¥ «î¡®¬ã ¢¥ªâ®àã ¨§ íâ®£® ¯®¤¯à®áâà áâ¢ . � ç áâ-
®áâ¨, ¤«ï «î¡®£® k = 1, 2, . . . , n− 1 f(e, ek) = 0. �®íâ®¬ã ¬ âà¨æ  äãªæ¨¨ f(x, y) ¢
¡ §¨á¥ S′′ ¨¬¥¥â ¢¨¤

A′′ =




α11 α12 . . . α1n−1 0
α21 α22 . . . α2n−1 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
αn−11 αn−12 . . . αn−1n−1 0

0 0 . . . 0 λ


 ,

£¤¥ λ = f(e, e). �á«¨ â¥¯¥àì T1 | ¬ âà¨æ  ¯¥à¥å®¤  ®â ¡ §¨á  S ª ¡ §¨áã S′′, â®
A′′ = T1AT t

1 . �âáî¤ 

det A′′ = det (T1AT t
1) = det T1 det A det T t

1 = (det T1)2det A.
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� ª ª ª det A′′ = λ�n−1, ¨¬¥¥¬

λ�n−1 = (det T1)2�n,

®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® λ > 0. � ¯¨áë¢ ï â¥¯¥àì ¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à a ∈ L ¢ ¢¨¤¥
a = b + αe, £¤¥ b ∈ M , ¯®«ãç ¥¬

f(a, a) = f(b + αe, b + αe) = f(b, b) + f(αe, αe) = f(b, b) + α2f(e, e) = f(b, b) + α2λ.

�®íâ®¬ã ¥á«¨ a 6= 0, â® ¨«¨ b 6= 0, ¨«¨ α 6= 0, ¨ ¯®â®¬ã f(a, a) > 0. �«¥¤®¢ â¥«ì®,
äãªæ¨ï f(x, y) ï¢«ï¥âáï ¯®«®¦¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥®©, ¨ ¨¤ãªæ¨ï § ¢¥àè¥ . ¤
�«¥¤áâ¢¨¥. � ®¡®§ ç¥¨ïå ¨§ ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ â¥®à¥¬ë 1 äãªæ¨ï f(x, y) ï¢«ï¥âáï
®âà¨æ â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢á¥ ç¨á«  �1, �2, . . . , �n

®â«¨çë ®â ã«ï ¨ ¨å § ª¨ ç¥à¥¤ãîâáï, ¯à¨ç¥¬ �1 < 0.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãªæ¨ï f(x, y) ®âà¨æ â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  äãªæ¨ï f ′(x, y) = −f(x, y) (ï¢«ïîé ïáï, ®ç¥¢¨¤®, ¡¨«¨¥©®© ¨ á¨¬¬¥âà¨ç-
®©) ¯®«®¦¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥ . � á¨«ã â¥®à¥¬ë 1 íâ® à ¢®á¨«ì® ¯®«®¦¨â¥«ì®áâ¨
¢á¥å £« ¢ëå ¬¨®à®¢ �′

1, �′
2, . . . , �′

n ¬ âà¨æë A′ äãªæ¨¨ f(x, y). � ª ª ª A′ = −A,
�′

k = (−1)k�k (k = 1, 2, . . . , n), ®âªã¤  ¨ á«¥¤ã¥â  è¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥. ¤
�®ª ¦¥¬ ¥é¥ ®¤¨ ª« áá¨ç¥áª¨© à¥§ã«ìâ â ® á¨¬¬¥âà¨çëå ¡¨«¨¥©ëå äãª-

æ¨ïå   ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ¯à®áâà áâ¢ å | § ª® ¨¥àæ¨¨ ¤«ï ¡¨«¨¥©ëå äãªæ¨©.
�¥®à¥¬  2. �ãáâì f(x, y) | á¨¬¬¥âà¨ç ï ¡¨«¨¥© ï äãªæ¨ï   ª®¥ç®¬¥à®¬
«¨¥©®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ L ¨ ¯ãáâì S ¨ S′ | ¤¢  ®àâ®£® «ìëå ¡ §¨á  ¯à®áâà -
áâ¢  L. �¨á«® ¯®«®¦¨â¥«ìëå, ®âà¨æ â¥«ìëå ¨ ¨§®âà®¯ëå ¢¥ªâ®à®¢ ¡ §¨á  S
á®¢¯ ¤ ¥â á®®â¢¥âáâ¢¥® á ç¨á«®¬ ¯®«®¦¨â¥«ìëå, ®âà¨æ â¥«ìëå ¨ ¨§®âà®¯-
ëå ¢¥ªâ®à®¢ ¡ §¨á  S′.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ç¥¬ á ¢¢¥¤¥¨ï àï¤  ®¡®§ ç¥¨©. �ãáâì

r1 | ç¨á«® ¯®«®¦¨â¥«ìëå ¢¥ªâ®à®¢ ¡ §¨á  S,
r−1 | ç¨á«® ®âà¨æ â¥«ìëå ¢¥ªâ®à®¢ ¡ §¨á  S,
r0 | ç¨á«® ¨§®âà®¯ëå ¢¥ªâ®à®¢ ¡ §¨á  S.
�ãáâì r′1, r

′
−1, r

′
0 |   «®£¨çë¥ ç¨á«  ¤«ï ¡ §¨á  S′. �ç¥¢¨¤®, çâ® â®£¤ 

r1 + r−1 + r0 = dim L = r′1 + r′−1 + r′0.

� ª ª ª ¡ §¨á S ¯à®áâà áâ¢  L ®àâ®£® «¥, ¬ âà¨æ  A äãªæ¨¨ f(x, y) ¢ íâ®¬
¡ §¨á¥ ï¢«ï¥âáï ¤¨ £® «ì®©, ¯à¨ç¥¬ ç¨á«® ¥ã«¥¢ëå í«¥¬¥â®¢ ¥¥ ¤¨ £® «¨ à ¢®
r1 + r−1. �«¥¤®¢ â¥«ì®, à £ ¬ âà¨æë A à ¢¥ r1 + r−1. � «®£¨ç®, à £ ¬ âà¨æë
A′ äãªæ¨¨ f(x, y) ¢ ¡ §¨á¥ S′ à ¢¥ r′1 + r′−1. � ª ª ª A′ = TAT t, £¤¥ T | ¬ âà¨æ 
¯¥à¥å®¤  ®â ¡ §¨á  S ª ¡ §¨áã S′ ¨ ¯®â®¬ã ®¡à â¨¬ , à £¨ ¬ âà¨æ A ¨ A′ á®¢¯ ¤ îâ.
�®íâ®¬ã r1 + r−1 = r′1 + r′−1 ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, r0 = r′0. �áâ ¥âáï ¤®ª § âì, çâ® r1 = r′1
(¯®áª®«ìªã â®£¤  ¨ r−1 = r′−1), ¨ à ááã¦¤ ï ®â ¯à®â¨¢®£®, ¬ë ¬®¦¥¬, ¥ â¥àïï
®¡é®áâ¨, ¯à¥¤¯®«®¦¨âì, çâ® r1 > r′1.
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�ãáâì M | ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¯à®áâà áâ¢  L, ¯®à®¦¤¥®¥ ¢á¥¬¨ ¯®«®¦¨â¥«ì-
ë¬¨ ¢¥ªâ®à ¬¨ ¡ §¨á  S; ®ç¥¢¨¤®, çâ® dim M = r1,   ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1 ®£à ¨-
ç¥¨¥ äãªæ¨¨ f(x, y)   ¯®¤¯à®áâà áâ¢® M ï¢«ï¥âáï ¯®«®¦¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥®©
äãªæ¨¥©, â.¥. ¤«ï «î¡®£® ¥ã«¥¢®£® ¢¥ªâ®à  a ∈ M f(a, a) > 0. �ãáâì â ª¦¥ N
| ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¯à®áâà áâ¢  L, ¯®à®¦¤¥®¥ ¢á¥¬¨ ®âà¨æ â¥«ìë¬¨ ¨ ¨§®âà®¯-
ë¬¨ ¢¥ªâ®à ¬¨ ¡ §¨á  S′. �®£¤  dim N = r′−1 + r′0 ¨ ¯® ¯à¥¤«®¦¥¨î 1 ®£à ¨ç¥-
¨¥ äãªæ¨¨ f(x, y)   ¯®¤¯à®áâà áâ¢® N ï¢«ï¥âáï ®âà¨æ â¥«ì® ¯®«ã®¯à¥¤¥«¥®©
äãªæ¨¥©, â.¥. ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  a ∈ N f(a, a) ≤ 0. � ç áâ®áâ¨, M ∩ N = {0}.
�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ®

dim (M + N) = dim M + dim N − dim (M ∩N) = r1 + r′−1 + r′0 > r′1 + r′−1 + r′0 = dim L.

�â® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â â®¬ã, çâ® à §¬¥à®áâì ¯®¤¯à®áâà áâ¢  M + N ª®¥ç®¬¥à®£®
¯à®áâà áâ¢  L ¥ ¬®¦¥â ¯à¥¢®áå®¤¨âì à §¬¥à®áâ¨ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ . � ª¨¬ ®¡à -
§®¬, r1 = r′1, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì. ¤

�®ª § ë© § ª® ¨¥àæ¨¨ ¤«ï á¨¬¬¥âà¨çëå ¡¨«¨¥©ëå äãªæ¨©   ¤¥©áâ¢¨-
â¥«ìëå «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢ å ¯®§¢®«ï¥â ¢¢¥áâ¨ á«¥¤ãîé¥¥ ¯®ïâ¨¥:
�¯à¥¤¥«¥¨¥ 3. �ãáâì f(x, y) | á¨¬¬¥âà¨ç ï ¡¨«¨¥© ï äãªæ¨ï   ¤¥©áâ¢¨-
â¥«ì®¬ ª®¥ç®¬¥à®¬ «¨¥©®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ L. �¨£ âãà®© äãªæ¨¨ f(x, y)  -
§ë¢ ¥âáï âà®©ª  ç¨á¥« (r1, r−1, r0), £¤¥ ç¨á«  r1, r−1 ¨ r0 à ¢ë á®®â¢¥âáâ¢¥® ª®-
«¨ç¥áâ¢ã ¯®«®¦¨â¥«ìëå, ®âà¨æ â¥«ìëå ¨ ¨§®âà®¯ëå ¢¥ªâ®à®¢ ¢ ®àâ®£® «ì-
®¬ ¡ §¨á¥ ¯à®áâà áâ¢  L.

�®ïâ¨¥ á¨£ âãàë ¡¨«¨¥©®© äãªæ¨¨ ¯®§¢®«ï¥â ª« áá¨ä¨æ¨à®¢ âì ª®¥ç®-
¬¥àë¥ ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ «¨¥©ë¥ ¯à®áâà áâ¢  á á¨¬¬¥âà¨ç®© ¡¨«¨¥©®© äãª-
æ¨¥©.
�¥®à¥¬  3. �ãáâì L1 ¨ L2 | ª®¥ç®¬¥àë¥ ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ «¨¥©ë¥ ¯à®áâ-
à áâ¢  á á¨¬¬¥âà¨çë¬¨ ¡¨«¨¥©ë¬¨ äãªæ¨ï¬¨ f1(x, y) ¨ f2(x, y) á®®â¢¥â-
áâ¢¥®. �à®áâà áâ¢  L1 ¨ L2 ¨§®¬¥âà¨çë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  á¨£-
 âãàë äãªæ¨© f1(x, y) ¨ f2(x, y) á®¢¯ ¤ îâ.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¥¤¯®«®¦¨¬ á ç « , çâ® ¯à®áâà áâ¢  L1 ¨ L2 ï¢«ïîâáï ¨§®-
¬¥âà¨çë¬¨. �ãáâì ϕ : L1 → L2 | ¨§®¬¥âà¨ï ¨ ¯ãáâì S = (a1, a2, . . . , an) ª ª®©{
¨¡ã¤ì ®àâ®£® «ìë© ¡ §¨á ¯à®áâà áâ¢  L1. � ª ª ª ®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ ï¢«ï¥âáï, ¢
ç áâ®áâ¨, ¨§®¬®àä¨§¬®¬ «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢, á¨áâ¥¬  Sϕ = (a1ϕ, a2ϕ, . . . , anϕ)
ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ ¯à®áâà áâ¢  L2. �®áª®«ìªã, ¤ «¥¥, ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î ¨§®¬¥âà¨¨ ¤«ï
«î¡ëå i, j = 1, 2, . . . , n ¢ë¯®«ïîâáï à ¢¥áâ¢ 

f1(ai, aj) = f2(aiϕ, ajϕ),

â® á¨áâ¥¬  Sϕ ï¢«ï¥âáï ®àâ®£® «ì®©, ¨ ª ¦¤ë© ¢¥ªâ®à aiϕ ï¢«ï¥âáï ¯®«®¦¨â¥«ì-
ë¬, ®âà¨æ â¥«ìë¬ ¨«¨ ¨§®âà®¯ë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬
á¢®©áâ¢®¬ ®¡« ¤ ¥â ¢¥ªâ®à ai. �«¥¤®¢ â¥«ì®, á¨£ âãàë äãªæ¨© f1(x, y) ¨ f2(x, y)
á®¢¯ ¤ îâ.
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�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® á¨£ âãàë äãªæ¨© f1(x, y) ¨ f2(x, y) (  § ç¨â |
¨ à §¬¥à®áâ¨ ¯à®áâà áâ¢ L1 ¨ L2) á®¢¯ ¤ îâ. �®íâ®¬ã ¥á«¨ S1 = (a1, a2, . . . , an)
¨ S2 = (b1, b2, . . . , bn) | ®àâ®®à¬¨à®¢ ë¥ ¡ §¨áë ¯à®áâà áâ¢ L1 ¨ L2 á®®â¢¥â-
áâ¢¥®, â® ¢ë¯®«¨¢, ¥á«¨ ã¦®, ¯®¤å®¤ïéãî ¯¥à¥áâ ®¢ªã ¢¥ªâ®à®¢ ®¤®£® ¨§ ¨å,
¬ë ¬®¦¥¬ áç¨â âì, çâ® ®¡¥ äãªæ¨¨ ¨¬¥îâ ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ ¡ §¨á¥ ®¤ã ¨ âã ¦¥
¬ âà¨æã ¢¨¤  



λ1
λ2

. . .
λn




(£¤¥ ª ¦¤®¥ λi à ¢® 1, -1 ¨«¨ 0).
�®áª®«ìªã á¨áâ¥¬  S1 = (a1, a2, . . . , an) ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ ¯à®áâà áâ¢  L1, ¨§

¯à¥¤«®¦¥¨ï I.5.1 á«¥¤ã¥â, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ : L1 → L2 â ª®¥,
çâ® aiϕ = bi ¤«ï «î¡®£® i = 1, 2, . . . , n,   ¯®áª®«ìªã á¨áâ¥¬  S2 = (b1, b2, . . . , bn)
ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ ¯à®áâà áâ¢  L2, â® «¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ϕ | ¨§®¬®àä¨§¬. �á«¨ â¥¯¥àì
a =

∑n
i=1 αiai ¨ b =

∑n
i=1 βiai | ¯à®¨§¢®«ìë¥ ¢¥ªâ®àë ¯à®áâà áâ¢  L1, â® ¢ á¨«ã

¯à¥¤«®¦¥¨ï 2.3 ¨¬¥¥¬

f1(a, b) =
n∑

i=1
αiβiλi.

� ¤àã£®© áâ®à®ë, ¯®áª®«ìªã

aϕ =
n∑

i=1
αibi ¨ bϕ =

n∑

i=1
βibi,

â® á®¢  ¨§ ¯à¥«®¦¥¨ï 2.3 ¯®«ãç ¥¬

f2(aϕ, bϕ) =
n∑

i=1
αiβiλi.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, f1(a, b) = f2(aϕ, bϕ) ¨ ®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ ï¢«ï¥âáï ¨§®¬¥âà¨¥© ¯à®áâà -
áâ¢  L1   ¯à®áâà áâ¢® L2. ¤
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§ 4. ��������� ������������

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1. �¥©áâ¢¨â¥«ì®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® L á á¨¬¬¥âà¨ç®© ¡¨-
«¨¥©®© äãªæ¨¥© f(x, y)  §ë¢ ¥âáï ¥¢ª«¨¤®¢ë¬, ¥á«¨ äãªæ¨ï f(x, y) ¯®«®¦¨-
â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥ .

� íâ®¬ á«ãç ¥ äãªæ¨î f(x, y) ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì áª «ïàë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ¨ ¤«ï
¢¥ªâ®à®¢ a, b ∈ L § ç¥¨¥ f(a, b) íâ®© äãªæ¨¨ § ¯¨áë¢ âì ¢ ¢¨¤¥ (a, b).

�á¥ ¯à®áâà áâ¢  á ¡¨«¨¥©ë¬¨ äãªæ¨ï¬¨, ¯¥à¥ç¨á«¥ë¥ ¢ ¯ à £à ä¥ 1, ï¢-
«ïîâáï, ª ª «¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, ¯à¨¬¥à ¬¨ ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®áâà áâ¢, ¯à¨ ãá«®¢¨¨, à -
§ã¬¥¥âáï, çâ® n-¬¥à®¥ ª®®à¤¨ â®¥ ¯à®áâà áâ¢® áâà®¨âáï  ¤ ¯®«¥¬ R ¤¥©áâ¢¨-
â¥«ìëå ç¨á¥«.

�ª «ïà®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢¥ªâ®à®¢ a = (α1, α2, . . . , αn) ¨ b = (β1, β2, . . . , βn) ¯à®áâ-
à áâ¢  Rn, ¢ëç¨á«ï¥¬®¥ ¯® ¯à ¢¨«ã

f(a, b) =
n∑

i=1
αiβi,

¡ã¤¥¬  §ë¢ âì áâ ¤ àâë¬ áª «ïàë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬,   â¥à¬¨ n-¬¥à®¥ ª®®à¤¨-
 â®¥ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯à®áâà áâ¢® ¡ã¤¥â ®¡®§ ç âì ¯à®áâà áâ¢® Rn, à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥
¢¬¥áâ¥ á® áâ ¤ àâë¬ áª «ïàë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬.

�®£¨¥ ¯®ïâ¨ï ¨ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï, ¢¢¥¤¥ë¥ ¨ ¤®ª § ë¥ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¨å ¯ à £à -
ä å íâ®© £« ¢ë ¤«ï ¯à®¨§¢®«ìëå «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢ á á¨¬¬¥âà¨ç®© ¡¨«¨¥©®©
äãªæ¨¥©, ¢ á«ãç ¥ ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®áâà áâ¢ ¯à¨®¡à¥â îâ á¯¥æ¨ä¨ç¥áª¨© ¢¨¤. � ª,
¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.2 á ãç¥â®¬ ¯®«®¦¨â¥«ì®© ®¯à¥¤¥«¥®áâ¨ áª «ïà®£® ¯à®¨§¢¥¤¥-
¨ï ¯®«ãç ¥¬
�à¥¤«®¦¥¨¥ 1. � ¯à®¨§¢®«ì®¬ ª®¥ç®¬¥à®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ áãé¥-
áâ¢ã¥â ®àâ®®à¬¨à®¢ ë© ¡ §¨á, â.¥. â ª®© ¡ §¨á e1, e2, . . . , en , çâ®

(ei, ej) =
{ 1, ¥á«¨ i = j

0, ¥á«¨ i 6= j.
¤

�¨£ âãà  áª «ïà®£® ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï   n-¬¥à®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥
¨¬¥¥â ¢¨¤ (n, 0, 0), ¨ ¯®â®¬ã ¨§ â¥®à¥¬ë 3.3 ¯®«ãç ¥¬
�à¥¤«®¦¥¨¥ 2. �®¥ç®¬¥àë¥ ¥¢ª«¨¤®¢ë ¯à®áâà áâ¢  ¨§®¬¥âà¨çë â®£¤  ¨
â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  à ¢ë ¨å à §¬¥à®áâ¨. ¤

�âáî¤  á«¥¤ã¥â, ¢ ç áâ®áâ¨, çâ® ¯à®¨§¢®«ì®¥ n-¬¥à®¥ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯à®áâà áâ¢®
L ¨§®¬¥âà¨ç® n-¬¥à®¬ã ª®®à¤¨ â®¬ã ¥¢ª«¨¤®¢ã ¯à®áâà áâ¢ã Rn. �â®, ¢¯à®ç¥¬,
¬®¦® ãá¬®âà¥âì ¨ ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®: ®â®¡à ¦¥¨¥, á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ ¢¥ªâ®àã a ∈ L
¥£® ª®®à¤¨ âãî áâà®ªã (a)S ¢ ¥ª®â®à®¬ ®àâ®®à¬¨à®¢ ®¬ ¡ §¨á¥ S ¯à®áâà -
áâ¢  L, ï¢«ï¥âáï ¨§®¬¥âà¨¥© íâ®£® ¯à®áâà áâ¢    ¯à®áâà áâ¢® Rn á® áâ ¤ àâë¬
áª «ïàë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬. � ç áâ®áâ¨, ®¤®¬¥à®¥ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯à®áâà áâ¢® ¬®¦®
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®â®¦¤¥áâ¢¨âì á ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®© ¯àï¬®©,   ¤¬ã¬¥à®¥ ¨ âà¥å¬¥à®¥ | á®®â¢¥âáâ¢¥®
á ¥¢ª«¨¤®¢®© ¯«®áª®áâìî ¨ ¥¢ª«¨¤®¢ë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ í«¥¬¥â à®© £¥®¬¥âà¨¨.

�¥âà¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®áâà áâ¢ ®á®¢ë¢ îâáï   á«¥¤ãîé¥¬ ãâ-
¢¥à¦¤¥¨¨:
�¥®à¥¬  1. �«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ a ¨ b ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  L ¢ë¯®«¥® ¥à -
¢¥áâ¢®

(a, b)2 ≤ (a, a)(b, b). (1)

�à¨ íâ®¬, à ¢¥áâ¢® §¤¥áì ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ¢¥ª-
â®àë a ¨ b á®áâ ¢«ïîâ «¨¥©® § ¢¨á¨¬ãî á¨áâ¥¬ã.

�¥à ¢¥áâ¢® (1) ï¢«ï¥âáï ®¡®¡é¥¨¥¬ æ¥«®£® àï¤  ª« áá¨ç¥áª¨å ¥à ¢¥áâ¢, ¤®-
ª § ëå ¨§¢¥áâë¬¨ ¬ â¥¬ â¨ª ¬¨ ¢ à §®¥ ¢à¥¬ï ¨ ¢ à §«¨çëå ª®ªà¥âëå á¨-
âã æ¨ïå. �®íâ®¬ã ¥£® ç áâ®  §ë¢ îâ ¥à ¢¥áâ¢®¬ �®è¨ { �ãïª®¢áª®£® { �¢ àæ .
�¢  ç áâëå á«ãç ï íâ®£® ¥à ¢¥áâ¢  ¡ã¤ãâ ¯à¨¢¥¤¥ë ¨¦¥.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¬¥â¨¬, ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£®, çâ® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë ®ç¥¢¨¤®, ¥á«¨
å®âï ¡ë ®¤¨ ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ a ¨«¨ b à ¢¥ 0. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ®¡¥ ç áâ¨
¥à ¢¥áâ¢  (1) ®¡à é îâáï ¢ ã«ì ¨ á¨áâ¥¬  a, b «¨¥©® § ¢¨á¨¬ . �ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®-
« £ âì ¯®íâ®¬ã, çâ® ®¡  ¢¥ªâ®à  a ¨ b ®â«¨çë ®â ã«ï.

� ª ª ª áª «ïà®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ï¢«ï¥âáï ¯®«®¦¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥®© ¡¨«¨¥©-
®© äãªæ¨¥©, ¤«ï «î¡®£® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®£® ç¨á«  λ ¤®«¦® ¢ë¯®«ïâìáï ¥à ¢¥áâ¢®

(λa + b, λa + b) ≥ 0, (2)

¯à¨ç¥¬ § ª à ¢¥áâ¢  ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  λa+ b = 0. �á¯®«ì§ãï
¡¨«¨¥©®áâì ¨ á¨¬¬¥âà¨ç®áâì áª «ïà®£® ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï, ¯¥à¥¯¨è¥¬ ¥à ¢¥áâ¢®
(2) ¢ ¢¨¤¥

λ2(a, a) + 2λ(a, b) + (b, b) ≥ 0. (2')

�ë¯®«¨¬®áâì ¥à ¢¥áâ¢  (2') ¯à¨ «î¡®¬ λ ∈ R ®§ ç ¥â, çâ® ª¢ ¤à âë© âà¥åç«¥
x2(a, a) + 2x(a, b) + (b, b) ¬®¦¥â ¯à¨¨¬ âì «¨èì ¥®âà¨æ â¥«ìë¥ § ç¥¨ï. � ª ª ª
áâ àè¨© ª®íää¨æ¨¥â (a, a) íâ®£® âà¥åç«¥  ¯®«®¦¨â¥«¥, íâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®£¤  ¨
â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¥£® ¤¨áªà¨¬¨ â ¥¯®«®¦¨â¥«¥, â.¥. (¯®á«¥ á®ªà é¥¨ï   4)

(a, b)2 − (a, a)(b, b) ≤ 0.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥à ¢¥áâ¢® (1) ¢ë¯®«ï¥âáï. �à®¬¥ â®£®, ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® § ª à ¢¥-
áâ¢  ¢ (1) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤   è ª¢ ¤à âë© âà¥åç«¥ ¨¬¥¥â
¤¥©áâ¢¨â¥«ìë© ª®à¥ì λ0. �â® ®§ ç ¥â, çâ® ¯à¨ λ = λ0 ¥à ¢¥áâ¢® (2) ®¡à é -
¥âáï ¢ à ¢¥áâ¢®, çâ®, ª ª ®â¬¥ç «®áì, à ¢®á¨«ì® â®¬ã, çâ® λ0a + b = 0. � ª®¥æ,
¯®áª®«ìªã ¢¥ªâ®àë a ¨ b ®â«¨çë ®â ã«ï, áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ λ â ª®£®, çâ® λa + b = 0,
à ¢®á¨«ì® «¨¥©®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ á¨áâ¥¬ë a, b. ¤

� ç áâ®¬ á«ãç ¥ n-¬¥à®£® ª®®à¤¨ â®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  Rn ¤®ª § -
®¥ ¥à ¢¥áâ¢® ¯à¥¢à é ¥âáï ¢ ª« áá¨ç¥áª®¥ ¥à ¢¥áâ¢® �®è¨:
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�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �«ï «î¡®£® n ≥ 1 ¨ «î¡ëå ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨á¥« α1, α2, . . . , αn ¨
β1, β2, . . . , βn ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢®

(
n∑

i=1
αiβi

)2

≤
(

n∑

i=1
α2

i

) (
n∑

i=1
β2

i

)
.

� ¢¥áâ¢® §¤¥áì ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢¥ªâ®àë (α1, α2, . . . , αn)
¨ (β1, β2, . . . , βn) ¯à®¯®àæ¨® «ìë. ¤

�à¨¬¥ïï â¥®à¥¬ã 1 ª ¥¢ª«¨¤®¢ã ¯à®áâà áâ¢ã äãªæ¨©, ¥¯à¥àë¢ëå   ®â-
à¥§ª¥ [α, β], ¯®«ãç ¥¬ ¥à ¢¥áâ¢® �ãïª®¢áª®£® { �¢ àæ :

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �«ï «î¡ëå ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå äãªæ¨© f(x) ¨ g(x), ¥¯à¥àë¢ëå  
®âà¥§ª¥ [α, β], ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢®

(∫ β

α

f(x)g(x) dx

)2

≤
∫ β

α

f(x)2 dx

∫ β

α

g(x)2 dx

� ¢¥áâ¢® §¤¥áì ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  äãªæ¨¨ f(x) ¨ g(x)
¯à®¯®àæ¨® «ìë. ¤

�¥®à¥¬  1 ¯®§¢®«ï¥â ¢¢¥áâ¨ ¢ ¯à®¨§¢®«ì®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¬¥âà¨ç¥-
áª¨¥ á®®â®è¥¨ï:

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2. �«¨®© ¢¥ªâ®à  a ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  L  §ë¢ ¥âáï ¤¥©-
áâ¢¨â¥«ì®¥ ç¨á«® |a| =

√
(a, a).

�®«®¦¨â¥«ì ï ®¯à¥¤¥«¥®áâì áª «ïà®£® ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â áãé¥-
áâ¢®¢ ¨¥ ¤«¨ë ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  a ¯à®áâà áâ¢  L; ¯à¨ íâ®¬ |a| ≥ 0 ¨ |a| = 0
â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  a = 0. �¥à ¢¥áâ¢® (1) â¥¯¥àì ¬®¦¥â ¡ëâì § ¯¨á ® ¢
¢¨¤¥

|(a, b)| ≤ |a| · |b|. (1')

(�¤¥áì ¨ ¤ «¥¥ ¥ª®â®à®¥ ¥ã¤®¡áâ¢® ¬®¦¥â ¡ëâì ¢ë§¢ ® â¥¬ ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢®¬,
çâ® ¤«ï ¤«¨ë ¢¥ªâ®à  ¨  ¡á®«îâ®© ¢¥«¨ç¨ë ç¨á«  ¨á¯®«ì§ã¥âáï ®¤® ¨ â®¦¥ ®¡®-
§ ç¥¨¥. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ¨ª ª¨å ¥¤®à §ã¬¥¨© ®â íâ®£® ¥ ¬®¦¥â á«ãç¨âìáï, â ª ª ª
¢á¥£¤  ¯®ïâ®, ®¡®§ ç¥¨¥ ª ª®£® ®¡ê¥ªâ  ¯®¬¥é¥® ¬¥¦¤ã ¢¥àâ¨ª «ìë¬¨ ç¥àâ®ç-
ª ¬¨.)

�«¨  ¢¥ªâ®à  ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  L ®¡« ¤ ¥â ®¡ëçë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨ ¤«¨ë.
�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤«ï «î¡ëå λ ∈ R ¨ a ∈ L ¨¬¥¥¬

|λa| =
√

(λa, λa) =
√

λ2(a, a) = |λ| |a|.

�à®¬¥ â®£®, ¢ë¯®«¥® ¥à ¢¥áâ¢® âà¥ã£®«ì¨ª :
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�¥®à¥¬  2. �«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ a ¨ b ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  L ¢ë¯®«¥® ¥à -
¢¥áâ¢®

|a + b| ≤ |a|+ |b|. (3)
�à¨ íâ®¬, à ¢¥áâ¢® §¤¥áì ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  «¨¡®
®¤¨ ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ a ¨«¨ b à ¢¥ ã«î, «¨¡® a = λb ¤«ï ¥ª®â®à®£® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®£®
ç¨á«  λ > 0.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï ¯à®¨§¢®«ìëå ¢¥ªâ®à®¢ a, b ∈ L ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¤«¨ë ¢¥ªâ®à 
á ãç¥â®¬ ¡¨«¨¥©®áâ¨ ¨ á¨¬¬¥âà¨ç®áâ¨ áª «ïà®£® ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¯®«ãç ¥¬

|a + b|2 = (a + b, a + b) = (a, a) + 2(a, b) + (b, b).

�á¯®«ì§ãï ®ç¥¢¨¤®¥ ¥à ¢¥áâ¢® (a, b) ≤ |(a, b)| ¨ ¥à ¢¥áâ¢® (1'), ®âáî¤  ¨¬¥¥¬

|a + b|2 ≤ (a, a) + 2|(a, b)|+ (b, b) ≤ |a|2 + 2|a| |b|+ |b|2 = (|a|+ |b|)2.

� ª ª ª ¢ ¯®«ãç¥®¬ ¥à ¢¥áâ¢¥ |a + b|2 ≤ (|a|+ |b|)2 ®á®¢ ¨ï¬¨ ª¢ ¤à â®¢ ï¢«ï-
îâáï ¥®âà¨æ â¥«ìë¥ ç¨á« , ®® à ¢®á¨«ì® ¥à ¢¥áâ¢ã (3).

�§ ¯à¨¢¥¤¥ëå à ááã¦¤¥¨© á«¥¤ã¥â â ª¦¥, çâ® § ª à ¢¥áâ¢  ¢ (3) ¨¬¥¥â
¬¥áâ® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  (a, b) = |(a, b)| ¨ ¥à ¢¥áâ¢® (1) áâ ®¢¨âáï à ¢¥-
áâ¢®¬. �¥à¢®¥ ¨§ íâ¨å ãá«®¢¨© ®§ ç ¥â, çâ® (a, b) ≥ 0,   ¢â®à®¥ à ¢®á¨«ì® «¨¥©®©
§ ¢¨á¨¬®áâ¨ á¨áâ¥¬ë a, b. �á«¨ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® ª ¦¤ë© ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ íâ®© á¨áâ¥¬ë
®â«¨ç¥ ®â ã«ï, â® ¥¥ «¨¥© ï § ¢¨á¨¬®áâì à ¢®á¨«ì  áãé¥áâ¢®¢ ¨î ¤¥©áâ¢¨-
â¥«ì®£® ç¨á«  λ 6= 0 â ª®£®, çâ® a = λb. � ª ª ª â®£¤  (a, b) = λ(b, b), â® λ > 0. ¤
�¯à¥¤¥«¥¨¥ 3. �ãáâì a ¨ b | ¥ã«¥¢ë¥ ¢¥ªâ®àë ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  L.
�¥«¨ç¨®© ã£«  ¬¥¦¤ã ¢¥ªâ®à ¬¨ a ¨ b ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®¥ ç¨á«® ϕ
â ª®¥, çâ®

cos ϕ = (a, b)
|a| |b| ¨ 0 ≤ ϕ ≤ π.

� ¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï ¥ã«¥¢ëå ¢¥ªâ®à®¢ a ¨ b ¥à ¢¥áâ¢® (1') ¬®¦¥â ¡ëâì ¯¥à¥¯¨-
á ® ¢ ¢¨¤¥

−1 ≤ (a, b)
|a| |b| ≤ 1,

â ª çâ® ç¨á«® ϕ ¢á¥£¤  áãé¥áâ¢ã¥â (¨ ®¯à¥¤¥«¥® ®¤®§ ç®).
�¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï á«¥¤ã¥â, çâ® ¥ã«¥¢ë¥ ¢¥ªâ®àë a ¨ b ®àâ®£®-

 «ìë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ã£®« ¬¥¦¤ã ¨¬¨ à ¢¥ π/2. �£®« ¬¥¦¤ã ¢¥ªâ®-
à ¬¨ a ¨ −a à ¢¥ π.

�«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¥áâ¥áâ¢¥®  §¢ âì â¥®à¥¬®© �¨ä £®à .
�à¥¤«®¦¥¨¥ 3. �á«¨ a1, a2, . . . , am | ®àâ®£® «ì ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ ¥¢ª«¨¤®¢ 
¯à®áâà áâ¢  L, â® ∣∣∣∣∣

n∑

i=1
ai

∣∣∣∣∣

2

=
n∑

i=1
|ai|2.
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� á ¬®¬ ¤¥«¥,

|
n∑

i=1
ai|2 = (

n∑

i=1
ai,

n∑

j=1
aj) =

n∑

i=1

n∑

j=1
(ai, aj) =

n∑

i=1
(ai, ai) =

n∑

i=1
|ai|2. ¤

� íâ®© ®¡é¥© á¨âã æ¨¨ ¬®¦® ¯®«ãç âì ¨ ¤àã£¨¥ ¨§¢¥áâë¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï í«¥¬¥â à-
®© £¥®¬¥âà¨¨. � ¯à¨¬¥à, á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì â¥®à¥¬ë ª®á¨ãá®¢ ãáâ  ¢«¨¢ ¥âáï á«¥-
¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

|a− b|2 = (a− b, a− b) = (a, a)− 2(a, b) + (b, b) = |a|2 + |b|2 − 2|a| |b| cos ϕ.

(§¤¥áì ¢¥ªâ®àë a ¨ b ®â«¨çë ®â ã«ï ¨ ϕ | ¢¥«¨ç¨  ã£«  ¬¥¦¤ã ¨¬¨).
�®§¢à é ïáì ª á¢®©áâ¢ ¬ ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®áâà áâ¢, ¢ëà ¦ ¥¬ë¬   ï§ëª¥ «¨-

¥©®©  «£¥¡àë, ®â¬¥â¨¬, ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£®,
�à¥¤«®¦¥¨¥ 4. �à®¨§¢®«ì ï ®àâ®£® «ì ï á¨áâ¥¬  ¥ã«¥¢ëå ¢¥ªâ®à®¢ ¥¢-
ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ .

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ a1, a2, . . . , am | ®àâ®£® «ì ï á¨áâ¥¬  ¥ã«¥¢ëå ¢¥ªâ®à®¢
¨ ¥á«¨ ¤«ï ¥ª®â®àëå ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨á¥« α1, α2, . . . , αm ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢®

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αmam = 0,

â® ¤«ï «î¡®£® ç¨á«  k, 1 ≤ k ≤ m, ¨¬¥¥¬

0 = (α1a1 + α2a2 + · · ·+ αmam, ak) = (α1a1, ak) + (α2a2, ak) + · · ·+ (αmam, ak) =
α1(a1, ak) + α2(a2, ak) + · · ·+ αm(am, ak) = αk(ak, ak),

¨ â ª ª ª (ak, ak) > 0, â® αk = 0. ¤
� ª ã¦¥ ®â¬¥ç «®áì ¢ëè¥, ¨§ à¥§ã«ìâ â®¢ ¯ à £à ä  2 á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ ¯à®¨§-

¢®«ì®¬ ª®¥ç®¬¥à®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ (  ¯®â®¬ã | ¨ ¢ «î¡®¬ ¥£® ¯®¤-
¯à®áâà áâ¢¥) áãé¥áâ¢ã¥â ®àâ®£® «ìë© ¡ §¨á. �¤¨ ¨§ á¯®á®¡®¢ ¯®áâà®¥¨ï â ª®£®
¡ §¨á ,  §ë¢ ¥¬ë©  «£®à¨â¬®¬ ®àâ®£® «¨§ æ¨¨ �à ¬  { �¬¨¤â , ¤®áâ ¢«ï¥âáï á«¥-
¤ãîé¨¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥¬:
�¥®à¥¬  3. �ãáâì a1, a2, . . . , am | «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ ¥¢ª«¨-
¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  L. �®« £ ¥¬ b1 = a1 ¨ ¥á«¨ ¤«ï ¥ª®â®à®£® k, 1 < k ≤ m, ¢¥ªâ®àë
b1, b2, . . . , bk−1 ã¦¥ ®¯à¥¤¥«¥ë, ¯®« £ ¥¬

bk = ak −
k−1∑

i=1

(ak, bi)
(bi, bi)

bi.

�®£¤  á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ b1, b2, . . . , bm ®àâ®£® «ì  ¨ ¥¥ «¨¥© ï ®¡®«®çª  á®¢¯ -
¤ ¥â á «¨¥©®© ®¡®«®çª®© á¨áâ¥¬ë a1, a2, . . . , am.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¤ãªæ¨¥© ¯® k ¯®ª ¦¥¬ á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì á«¥¤ãîé¨å ¤¢ãå ãâ¢¥à¦-
¤¥¨©:

1) á¨áâ¥¬  b1, b2, . . . , bk ®àâ®£® «ì ;
2) l(b1, b2, . . . , bk) = l(a1, a2, . . . , ak).
�à¨ k = 1 ®¡  ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ®ç¥¢¨¤ë. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¤«ï ¥ª®â®à®£® ç¨á« 

k, £¤¥ 1 < k ≤ m, á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ b1, b2, . . . , bk−1 ®àâ®£® «ì  ¨ ¯®à®¦¤ ¥â â®
¦¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®, çâ® ¨ á¨áâ¥¬  a1, a2, . . . , ak−1. �®£¤  ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ç¨á«  l,
1 ≤ l ≤ m ¨¬¥¥¬

(bk, bl) = (ak −
k−1∑

i=1

(ak, bi)
(bi, bi)

bi, bl) = (ak, bl)−
k−1∑

i=1

(ak, bi)
(bi, bi)

(bi, bl)

= (ak, bl)− (ak, bl)
(bl, bl)

(bl, bl) = 0,

â ª çâ® ¨ á¨áâ¥¬  b1, b2, . . . , bk ®àâ®£® «ì . � «¥¥, ¨§ ¨¤ãªâ¨¢®£® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï
á«¥¤ã¥â, çâ® ¢¥ªâ®àë b1, b2, . . . , bk−1 «¥¦ â ¢ «¨¥©®© ®¡®«®çª¥ á¨áâ¥¬ë a1, a2, . . . , ak.
�§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¢¥ªâ®à  bk ¢¨¤®, çâ® â®£¤  ¨ íâ®â ¢¥ªâ®à ¯à¨ ¤«¥¦¨â «¨¥©®©
®¡®«®çª¥ â®© ¦¥ á¨áâ¥¬ë a1, a2, . . . , ak. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ®

l(b1, b2, . . . , bk) ⊆ l(a1, a2, . . . , ak).

�à®â¨¢®¯®«®¦®¥ ¢ª«îç¥¨¥ ¤®ª §ë¢ ¥âáï   «®£¨ç®. ¤
�«¥¤áâ¢¨¥. �à®¨§¢®«ì ï ®àâ®£® «ì ï á¨áâ¥¬  ¥ã«¥¢ëå ¢¥ªâ®à®¢ ª®¥ç®-
¬¥à®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  ¬®¦¥â ¡ëâì ¤®¯®«¥  ¤® ®àâ®£® «ì®£® ¡ §¨á 
íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ .
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì a1, a2, . . . , am | ®àâ®£® «ì ï á¨áâ¥¬  ¥ã«¥¢ëå ¢¥ªâ®à®¢
ª®¥ç®¬¥à®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  L. �¢¨¤ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 5 íâ  á¨áâ¥¬  ï¢«ï-
¥âáï «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®© ¨ ¯®â®¬ã ¬®¦¥â ¡ëâì ¤®¯®«¥  ¤® ¥ª®â®à®£® ¡ §¨á 

a1, a2, . . . , am, am+1, . . . , an

¯à®áâà áâ¢  L. �¨áâ¥¬  b1, b2, . . . , bm, bm+1, . . . , bn, ¯®«ãç¥ ï ¨§ íâ®£® ¡ §¨á  á ¯®-
¬®éìî  «£®à¨â¬  ®àâ®£® «¨§ æ¨¨ �à ¬  - �¬¨¤â , ï¢«ï¥âáï ®àâ®£® «ìë¬ ¡ §¨-
á®¬  è¥£® ¯à®áâà áâ¢ . �áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® k = 1, 2, . . . ,m ¨¬¥¥â
¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® bk = ak.

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯à¨ k = 1 íâ® ®ç¥¢¨¤®. �á«¨ ¤«ï ¥ª®â®à®£® k, 1 < k ≤ m,
à ¢¥áâ¢  b1 = a1, b2 = a2, . . . , bk−1 = ak−1 á¯à ¢¥¤«¨¢ë, â® á ãç¥â®¬ ®àâ®£® «ì®áâ¨
á¨áâ¥¬ë a1, a2, . . . , am ¨¬¥¥¬

bk = ak −
k−1∑

i=1

(ak, bi)
(bi, bi)

bi = ak −
k−1∑

i=1

(ak, ai)
(ai, ai)

ai = ak. ¤
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�¥®à¥¬  4. �®¥ç®¬¥à®¥ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯à®áâà áâ¢® ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®© áã¬¬®© ¯à®-
¨§¢®«ì®£® á¢®¥£® ¯®¤¯à®áâà áâ¢  ¨ ¥£® ®àâ®£® «ì®£® ¤®¯®«¥¨ï.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì M | ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  L. � ª ª ª
®àâ®£® «ì®¥ ¤®¯®«¥¨¥ ª ã«¥¢®¬ã ¯®¤¯à®áâà áâ¢ã á®¢¯ ¤ ¥â á L,   ®àâ®£® «ì-
®¥ ¤®¯®«¥¨¥ ª L á®¢¯ ¤ ¥â á ã«¥¢ë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬, ¨ ¢ íâ¨å á«ãç ïå ãâ¢¥à¦-
¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë âà¨¢¨ «ì®, ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì ¢ ¤ «ì¥©è¥¬, çâ® M 6= {0} ¨
M 6= L.

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ L′ áã¬¬ã ¯®¤¯à®áâà áâ¢ M ¨ M⊥. �à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à a,
¯à¨ ¤«¥¦ é¨© ¯¥à¥á¥ç¥¨î M ∩M⊥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ M ¨ M⊥, ¢å®¤¨â, ¢ ç áâ®áâ¨,
¢ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® M⊥ ¨ ¯®â®¬ã ¤®«¦¥ ¡ëâì ®àâ®£® «ìë¬ á ª ¦¤ë¬ ¢¥ªâ®à®¬
¨§ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  M . � ª ª ª, ª â®¬ã ¦¥, a ∈ M , ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® (a, a) = 0, ¨
¯®áª®«ìªã áª «ïà®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ï¢«ï¥âáï ¯®«®¦¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥®© ¡¨«¨¥©®©
äãªæ¨¥©, â® a = 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬ M ∩M⊥ = {0}, ¨ íâ® ®§ ç ¥â, çâ® L′ = M ⊕M⊥.

�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, çâ® L′ = L. �«ï íâ®£® ä¨ªá¨àã¥¬ ¥ª®â®àë¥ ®àâ®£® «ìë¥
¡ §¨áë a1, a2, . . . , ar ¨ b1, b2, . . . , bs ¯®¤¯à®áâà áâ¢ M ¨ M⊥ á®®â¢¥âáâ¢¥®. �®£¤ 
á¨áâ¥¬ 

a1, a2, . . . , ar, b1, b2, . . . , bs

ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  L′ ¨ ¯à¨â®¬, ®ç¥¢¨¤®, ®àâ®£® «ìë¬. �®íâ®¬ã
¢¢¨¤ã á«¥¤áâ¢¨ï ª ¯à¥¤«®¦¥¨î 4 ¥¥ ¬®¦® ¤®¯®«¨âì ¤® ®àâ®£® «ì®£® ¡ §¨á 

a1, a2, . . . , ar, b1, b2, . . . , bs, c1, . . . , ct

¯à®áâà áâ¢  L. �à¥¤¯®«®¦¥¨¥ ® â®¬, çâ® ¯®¤¯à®áâà áâ¢® L′ ¥ á®¢¯ ¤ ¥â á ¯à®áâ-
à áâ¢®¬ L, ®§ ç ¥â â¥¯¥àì, çâ® t ≥ 1. �® â®£¤  ¢¥ªâ®à c1, ¡ã¤ãç¨ ®àâ®£® «ìë¬,
¢ ç áâ®áâ¨, ª ¦¤®¬ã ¢¥ªâ®àã á¨áâ¥¬ë a1, a2, . . . , ar, ¯®à®¦¤ îé¥© ¯®¤¯à®áâà áâ¢®
M , ¤®«¦¥ ¡ëâì ®àâ®£® «ìë¬ ¨ ª «î¡®¬ã ¢¥ªâ®àã íâ®£® ¯®¤¯à®áâà áâ¢ . � ª¨¬
®¡à §®¬, ¢¥ªâ®à c1 ¢å®¤¨â ¢ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® M⊥, çâ® ¥¢®§¬®¦®, â ª ª ª á¨áâ¥¬ 
b1, b2, . . . , bs, c1 ï¢«ï¥âáï «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®©. ¤

�¥®à¥¬  4 ¯®§¢®«ï¥â ¯®«ãç¨âì ¤ «ì¥©è¨¥ à¥§ã«ìâ âë ® ¬¥âà¨ç¥áª¨å á¢®©áâ¢ å
¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®áâà áâ¢. �ãáâì M | ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ª®¥ç®¬¥à®£®
¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  L. �®£¤  L = M ⊕M⊥ ¨ ¯®â®¬ã ¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à a ∈ L
®¤®§ ç® ¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥ a = b + c, £¤¥ b ∈ M , c ∈ M⊥. �¥ªâ®à b  §ë¢ ¥âáï
®àâ®£® «ì®© ¯à®¥ªæ¨¥© ¢¥ªâ®à  a   ¯®¤¯à®áâà áâ¢® M ,   ¢¥ªâ®à c | ¯¥à¯¥¤¨-
ªã«ïà®¬, ®¯ãé¥ë¬ ¨§ ¢¥ªâ®à  a   íâ® ¯®¤¯à®áâà áâ¢®.

�®£®¢®à¨¬áï â ª¦¥ à ááâ®ï¨¥¬ ¬¥¦¤ã ¤¢ã¬ï ¥¯ãáâë¬¨ ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¬¨ M ¨
N ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  L  §ë¢ âì ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®¥ ç¨á«®

d(M, N) = inf
{|x− y| ∣∣ x ∈ M, y ∈ N

}
.

�¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨©   «®£ å®à®è® ¨§¢¥áâ®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¨§ í«¥¬¥â à®©
£¥®¬¥âà¨¨:
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�à¥¤«®¦¥¨¥ 5. �ãáâì M | ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ª®¥ç®¬¥à®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâ-
à áâ¢  L. � ááâ®ï¨¥ ®â ¢¥ªâ®à  a ∈ L ¤® ¯®¤¯à®áâà áâ¢  M à ¢® ¤«¨¥ ¯¥à-
¯¥¤¨ªã«ïà , ®¯ãé¥®£® ¨§ a   ¯®¤¯à®áâà áâ¢® M .

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ a = b + c, £¤¥ b ∈ M ¨ c ∈ M⊥, â® ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  x ∈ M
¢¥ªâ®à b − x ®àâ®£® «¥ ¢¥ªâ®àã c, ¨ ¯®â®¬ã á ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥¬ â¥®à¥¬ë �¨ä £®à 
¯®«ãç ¥¬

|a− x|2 = |(b− x) + c|2 = |b− x|2 + |c|2 ≥ |c|2,
¯à¨ç¥¬ ¯à¨ x = b ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®. ¤
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§ 5. �������� ��������� ���������� �����������

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë ã¢¨¤¨¬, çâ®  «¨ç¨¥ ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¤®¯®«-
¨â¥«ì®© áâàãªâãàë | áª «ïà®£® ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï | ¯®§¢®«ï¥â ¯®«ãç¨âì ¨ ¤®¯®«-
¨â¥«ìãî ¨ä®à¬ æ¨î ® áâà®¥¨¨ «¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢ â ª®£® ¯à®áâà áâ¢ . �¥¬
¥ ¬¥¥¥, ¬ë  ç¥¬ á ®¤®£® ä ªâ , ¨¬¥îé¥£® ¬¥áâ® ¤«ï «î¡ëå ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå
¯à®áâà áâ¢.

�¥®à¥¬  1. �«ï «î¡®£® ®¯¥à â®à  ϕ ª®¥ç®¬¥à®£® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®£® ¯à®áâà -
áâ¢  L áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ϕ-¨¢ à¨ â®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¯à®áâà áâ¢  L, à §-
¬¥à®áâì ª®â®à®£® à ¢  1 ¨«¨ 2.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì L | n-¬¥à®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®  ¤ ¯®«¥¬ R ¤¥©áâ¢¨-
â¥«ìëå ç¨á¥« ¨ ¯ãáâì ϕ | ¯à®¨§¢®«ìë© «¨¥©ë© ®¯¥à â®à ¯à®áâà áâ¢  L. �¨ª-
á¨àã¥¬ ¥ª®â®àë© ¡ §¨á S = (a1, a2, . . . , an) ¯à®áâà áâ¢  L ¨ ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ A
¬ âà¨æã ¢ íâ®¬ ¡ §¨á¥ ®¯¥à â®à  ϕ. �ãáâì â ª¦¥ f(x) | å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®-
ç«¥ ¬ âà¨æë A (¨ ®¯¥à â®à  ϕ) ¨ λ = ρ+σi, £¤¥ ρ, σ ∈ R, | ª ª®©-«¨¡® ª®¬¯«¥ªáë©
ª®à¥ì íâ®£® ¬®£®ç«¥ .

�á«¨ ç¨á«® λ ï¢«ï¥âáï ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¬, â® áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¨áª®¬®£® ¯®¤¯à®áâà -
áâ¢  ¯à®áâà áâ¢  L ¯®çâ¨ ®ç¥¢¨¤®. � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ λ ï¢«ï¥âáï á®¡-
áâ¢¥ë¬ § ç¥¨¥¬ ®¯¥à â®à  ϕ, ¨ ¯®â®¬ã ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ L áãé¥áâ¢ã¥â á®¡áâ¢¥ë©
¢¥ªâ®à a ®¯¥à â®à  ϕ, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨© íâ®¬ã á®¡áâ¢¥®¬ã § ç¥¨î. �®£¤  ¯®¤¯à®-
áâà áâ¢® M = l(a), ¯®à®¦¤¥®¥ ¢¥ªâ®à®¬ a, ï¢«ï¥âáï 1-¬¥àë¬ ϕ-¨¢ à¨ âë¬
¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢  L.

� ®¡é¥¬ á«ãç ¥ à áá¬®âà¨¬ n-¬¥à®¥ ª®®à¤¨ â®¥ ¯à®áâà áâ¢® Cn  ¤ ¯®«¥¬ C
ª®¬¯«¥ªáëå ç¨á¥«. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ ψ ®¯¥à â®à ¯à®áâà áâ¢  Cn, ¬ âà¨æ  ª®â®à®£®
¢ ¥áâ¥áâ¢¥®¬ ¡ §¨á¥ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢  á®¢¯ ¤ ¥â á A. � ª ª ª â®£¤  ¬®£®ç«¥ f(x)
ï¢«ï¥âáï å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¬ ¬®£®ç«¥®¬ ®¯¥à â®à  ψ, ç¨á«® λ ¡ã¤¥â á®¡áâ¢¥ë¬
§ ç¥¨¥¬ íâ®£® ®¯¥à â®à , ¨ ¯®â®¬ã áãé¥áâ¢ã¥â ¥ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à a = (α1, α2, . . . , αn)
¯à®áâà áâ¢  Cn, â ª®©, çâ® aψ = λa.

�«ï ª ¦¤®£® ®¬¥à  k = 1, 2, . . . , n § ¯¨è¥¬ k-ãî ª®¬¯®¥âã αk ¢¥ªâ®à  a ¢
 «£¥¡à ¨ç¥áª®© ä®à¬¥: αk = βk + γki, £¤¥ βk, γk ∈ R. �¬¥¥¬ â®£¤  a = b + ci, £¤¥
b = (β1, β2, . . . , βn), c = (γ1, γ2, . . . , γn). �®íâ®¬ã

λa = (ρ + σi)(b + ci) = (ρb− σc) + (ρc + σb)i.

� ¤àã£®© áâ®à®ë, ¯®áª®«ìªã ¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  ψ ¢ëç¨á«¥  ¢ ¥áâ¥áâ¢¥®¬
¡ §¨á¥ ¯à®áâà áâ¢  Cn (¨ ¯®â®¬ã aψ = aA), à ¢¥áâ¢® aψ = λa ¤ ¥â

λa = aA = (b + ci)A = bA + ciA.

�à ¢¨¢ ï ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ ¨ ¬¨¬ë¥ ç áâ¨ ã ¤¢ãå ¯®«ãç¥ëå ¢ëà ¦¥¨© ¢¥ªâ®à 
λa, ¨¬¥¥¬

bA = ρb− σc ¨ cA = ρc + σb.
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�®§¢à é ïáì â¥¯¥àì ª «¨¥©®¬ã ¯à®áâà áâ¢ã L, ¯®« £ ¥¬

x =
n∑

k=1
βkak ¨ y =

n∑

k=1
γkak.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, x ¨ y | â ª¨¥ ¢¥ªâ®àë ¯à®áâà áâ¢  L, çâ® (x)S = b ¨ (y)S = c.
�®íâ®¬ã

(xϕ)S = (x)SA = ρb− σc = ρ(x)S − σ(y)S = (ρx− σy)S ,

®âªã¤  ¨¬¥¥¬ xϕ = ρx−σy. � «®£¨ç® ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® yϕ = ρy+σx. �â¨ à ¢¥áâ¢ 
£®¢®àïâ ® â®¬, çâ® ¥á«¨ M = l(x, y) | ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¯à®áâà áâ¢  L, ¯®à®¦¤¥®¥
¢¥ªâ®à ¬¨ x ¨ y, â® xϕ, yϕ ∈ M , ¨ ¯®â®¬ã ¯®¤¯à®áâà áâ¢® M ϕ-¨¢ à¨ â®. � ª
ª ª, ª â®¬ã ¦¥, dim M ≤ 2, ¯®¤¯à®áâà áâ¢® M ¨áª®¬®¥. ¤

�¢¥¤¥¬ â¥¯¥àì ¯¥à¢®¥ ¨§ ®á®¢ëå ¯®ïâ¨© íâ®£® ¯ à £à ä .
�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1. �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  L. �¯¥à â®à ψ
¯à®áâà áâ¢  L  §ë¢ ¥âáï á®¯àï¦¥ë¬ ª ®¯¥à â®àã ϕ, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢
a, b ∈ L ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® (aϕ, b) = (a, bψ).
�¥®à¥¬  2. �«ï «î¡®£® ®¯¥à â®à  ϕ ª®¥ç®¬¥à®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  L áã-
é¥áâ¢ã¥â ¨ ¯à¨â®¬ ¥¤¨áâ¢¥ë© ®¯¥à â®à, á®¯àï¦¥ë© ª ϕ. � âà¨æ  ®¯¥à -
â®à , á®¯àï¦¥®£® ª ϕ, ¢ëç¨á«¥ ï ¢ ¯à®¨§¢®«ì®¬ ®àâ®®à¬¨à®¢ ®¬ ¡ §¨á¥
¯à®áâà áâ¢  L, ¯®«ãç ¥âáï âà á¯®¨à®¢ ¨¥¬ ¬ âà¨æë ®¯¥à â®à  ϕ, ¢ëç¨á«¥-
®© ¢ â®¬ ¦¥ ¡ §¨á¥.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª ¦¥¬ á ç « , çâ® ¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¤¢ãå à §«¨çëå ®¯¥à â®à®¢
¯à®áâà áâ¢  L, ª ¦¤ë© ¨§ ª®â®àëå á®¯àï¦¥ ª ¤ ®¬ã ®¯¥à â®àã ϕ. �ãáâì ®¯¥-
à â®àë ψ1 ¨ ψ2 â ª®¢ë, çâ® ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ a, b ∈ L ¨¬¥îâ ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢ 
(aϕ, b) = (a, bψ1) ¨ (aϕ, b) = (a, bψ2). �®£¤  (a, bψ1)− (a, bψ2) = 0, ¨ â ª ª ª

(a, bψ1)− (a, bψ2) = (a, bψ1 − bψ2),
¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ a ¨ b ¯à®áâà áâ¢  L ¢ë¯®«ï¥âáï à ¢¥áâ¢®
(a, bψ1−bψ2) = 0. � ç áâ®áâ¨, (bψ1−bψ2, bψ1−bψ2) = 0, ¨ ¯®áª®«ìªã áª «ïà®¥ ¯à®¨§-
¢¥¤¥¨¥ ï¢«ï¥âáï ¯®«®¦¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥®© ¡¨«¨¥©®© äãªæ¨¥©, ®âáî¤  á«¥¤ã¥â,
çâ® ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  b ∈ L, bψ1 − bψ2 = 0, â. ¥. bψ1 = bψ2. �«¥¤®¢ â¥«ì®,ψ1 = ψ2.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®áâ «ìëå ãâ¢¥à¦¤¥¨© â¥®à¥¬ë ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë©
®àâ®®à¬¨à®¢ ë© ¡ §¨á e1, e2, . . . , en ¯à®áâà áâ¢  L. �ãáâì A = (αij) | ¬ âà¨æ 
®¯¥à â®à  ϕ ¢ íâ®¬ ¡ §¨á¥ ¨ ¯ãáâì ψ | ®¯¥à â®à, ¬ âà¨æ  ª®â®à®£® ¢ â®¬ ¦¥ ¡ §¨á¥
á®¢¯ ¤ ¥â á ¬ âà¨æ¥© At, ¯®«ãç¥®© âà á¯®¨à®¢ ¨¥¬ ¬ âà¨æë A. �ãáâì ¥é¥ a =∑n

i=1 αiei ¨ b =
∑n

i=1 βiei | ¯à®¨§¢®«ìë¥ ¢¥ªâ®àë ¯à®áâà áâ¢  L. �®£¤ 

aϕ =
n∑

i=1
αi(eiϕ) =

n∑

i=1
αi




n∑

j=1
αijej


 =

n∑

i=1

n∑

j=1
αiαijej

=
n∑

j=1

n∑

i=1
αiαijej =

n∑

j=1

(
n∑

i=1
αiαij

)
ej ,
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¨ ¯®â®¬ã ¢¢¨¤ã ®àâ®®à¬¨à®¢ ®áâ¨ ¡ §¨á  e1, e2, . . . , en

(aϕ, b) =
n∑

j=1

(
n∑

i=1
αiαij

)
βj =

n∑

j=1

n∑

i=1
αiαijβj .

� «®£¨ç®,

bψ =
n∑

j=1
βj(ejψ) =

n∑

j=1
βj

(
n∑

i=1
αijej

)
=

n∑

j=1

n∑

i=1
βjαijei

=
n∑

i=1

n∑

j=1
βjαijei =

n∑

i=1




n∑

j=1
βjαij


 ei,

¨ ¯®â®¬ã

(a, bψ) =
n∑

i=1
αi




n∑

j=1
βjαij


 =

n∑

i=1

n∑

j=1
αiβjαij .

�â ª, ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ a, b ∈ L ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® (aϕ, b) =
(a, bψ), ¨ ¯®â®¬ã ¯®áâà®¥ë©  ¬¨ ®¯¥à â®à ψ ï¢«ï¥âáï á®¯àï¦¥ë¬ ª ®¯¥à â®àã
ϕ. �à®¬¥ â®£®, ¯®áâà®¥¨¥ ®¯¥à â®à  ψ ¤¥« ¥â ¯®á«¥¤¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë ®ç¥-
¢¨¤ë¬. ¤

�¯¥à â®à ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  L, á®¯àï¦¥ë© ª ®¯¥à â®àã ϕ, ¡ã¤¥¬ ®¡®-
§ ç âì á¨¬¢®«®¬ ϕ∗. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¯¥à â®à ϕ∗ ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®¯¥-
à â®à®¬ ϕ ¨ â¥¬ ãá«®¢¨¥¬, çâ® ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ a, b ∈ L ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢®
(aϕ, b) = (a, bϕ∗). � ª ª ª ¢¢¨¤ã á¨¬¬¥âà¨ç®áâ¨ áª «ïà®£® ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¨¬¥¥¬

(bϕ∗, a) = (a, bϕ∗) = (aϕ, b) = (b, aϕ),

â® ®¯¥à â®à ϕ∗∗ = (ϕ∗)∗, á®¯àï¦¥ë© ª ®¯¥à â®àã ϕ∗, á®¢¯ ¤ ¥â á ®¯¥à â®à®¬ ϕ.
�à®¬¥ â®£®, ¤«ï «î¡ëå ®¯¥à â®à®¢ ϕ ¨ ψ ¯à®áâà áâ¢  L ¨¬¥¥¬

(a(ϕψ), b) = ((aϕ)ψ), b) = (aϕ, bψ∗) = (a, (bψ∗)ϕ∗) = (a, b(ψ∗ϕ∗)),

®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ®¯¥à â®à (ϕψ)∗, á®¯àï¦¥ë© ª ¯à®¨§¢¥¤¥¨î ®¯¥à â®à®¢ ϕ ¨
ψ, á®¢¯ ¤ ¥â á ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ψ∗ϕ∗ ®¯¥à â®à®¢, á®¯àï¦¥ëå ª á®¬®¦¨â¥«ï¬, ®
¯¥à¥¬®¦ ¥¬ëå ¢ ¤àã£®¬ ¯®àï¤ª¥. � ª¨¬ ®¡à §®¬,  ¬¨ ¤®ª § ®
�«¥¤áâ¢¨¥. �«ï «î¡ëå ®¯¥à â®à®¢ ϕ ¨ ψ ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  L ¢ë¯®«¥ë
à ¢¥áâ¢  ϕ∗∗ = ϕ ¨ (ϕψ)∗ = ψ∗ϕ∗.
�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2. �¯¥à â®à ϕ ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  L  §ë¢ ¥âáï á ¬®á®¯àï-
¦¥ë¬ ¨«¨ á¨¬¬¥âà¨çë¬, ¥á«¨ ϕ∗ = ϕ.

�«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¢ëâ¥ª ¥â ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¨§ â¥®à¥¬ë 2.
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�à¥¤«®¦¥¨¥ 1. �¯¥à â®à ª®¥ç®¬¥à®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  L á¨¬¬¥âà¨-
ç¥ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  á¨¬¬¥âà¨ç®© ï¢«ï¥âáï ¬ âà¨æ  íâ®£® ®¯¥à â®à ,
¢ëç¨á«¥ ï ¢ ¯à®¨§¢®«ì®¬ ®àâ®®à¬¨à®¢ ®¬ ¡ §¨á¥ ¯à®áâà áâ¢  L. ¤

�â¬¥â¨¬ ¥é¥
�à¥¤«®¦¥¨¥ 2. �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  L ¨ M | ϕ-
¨¢ à¨ â®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ . �®£¤  ®àâ®£® «ì®¥ ¤®¯®«¥-
¨¥ M⊥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  M ï¢«ï¥âáï ϕ∗-¨¢ à¨ âë¬. � ç áâ®áâ¨, ¥á«¨ ¯®¤-
¯à®áâà áâ¢® M ¨¢ à¨ â® ®â®á¨â¥«ì® á¨¬¬¥âà¨ç®£® ®¯¥à â®à  ϕ, â® ¨
®àâ®£® «ì®¥ ¤®¯®«¥¨¥ M⊥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  M ï¢«ï¥âáï ¨¢ à¨ âë¬ ®â®-
á¨â¥«ì® íâ®£® ®¯¥à â®à .

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  a ∈ M⊥ ¨ ¯à®¨§¢®«ì®£® x ∈ M ¨¬¥¥¬ xϕ ∈ M
¨ ¯®â®¬ã

(aϕ∗, x) = (a, xϕ) = 0,

â ª çâ® aϕ∗ ∈ M⊥. ¤
�¥¯¥àì ¬ë ¬®¦¥¬ ¯®«®áâìî ¯à®ïá¨âì £¥®¬¥âà¨ç¥áªãî ¯à¨à®¤ã á¨¬¬¥âà¨çëå

®¯¥à â®à®¢ ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®áâà áâ¢:
�¥®à¥¬  3. �ãáâì ϕ | á¨¬¬¥âà¨çë© ®¯¥à â®à ª®¥ç®¬¥à®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®-
áâà áâ¢  L. �ãé¥áâ¢ã¥â ®àâ®®à¬¨à®¢ ë© ¡ §¨á ¯à®áâà áâ¢  L, ¬ âà¨æ 
®¯¥à â®à  ϕ ¢ ª®â®à®¬ ï¢«ï¥âáï ¤¨ £® «ì®©.

�®¢®àï ¡®«¥¥  £«ï¤®, ¢ â¥®à¥¬¥ ãâ¢¥à¦¤ ¥âáï, çâ® ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® á¨¬¬¥â-
à¨ç®£® ®¯¥à â®à  ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  ¬®¦®  ©â¨ â ª®© ®àâ®®à¬¨à®¢ ë©
¡ §¨á,   ¢¥ªâ®à å ª®â®à®£® ®¯¥à â®à ¤¥©áâ¢ã¥â ª ª à áâï¦¥¨¥.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à®¢¥¤¥¬ ¨¤ãªæ¨î ¯® à §¬¥à®áâ¨ n ¯à®áâà áâ¢  L. �à¨ n = 1
ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë âà¨¢¨ «ì®. �ãáâì n > 1 ¨ ¯ãáâì ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë ¢ë¯®«-
ï¥âáï ¤«ï «î¡®£® á¨¬¬¥âà¨ç®£® ®¯¥à â®à  «î¡®£® n − 1-¬¥à®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®-
áâà áâ¢ . �«ï ¯à®¢¥¤¥¨ï ¨¤ãªâ¨¢®£® è £  ¯®ª ¦¥¬ á ç « , çâ® ¢ ¯à®áâà áâ¢¥
L áãé¥áâ¢ã¥â 1-¬¥à®¥ ϕ-¨¢ à¨ â®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®.

�¥®à¥¬  1 £ à â¨àã¥â  ¬ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ϕ-¨¢ à¨ â®£® ¯®¤¯à®áâà áâ¢  M ,
à §¬¥à®áâì ª®â®à®£® à ¢  1 ¨«¨ 2. �ãáâì dim M = 2. �§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï 2 ¥¯®áà¥¤-
áâ¢¥® ¢¨¤®, çâ® ®£à ¨ç¥¨¥ ϕ1 ®¯¥à â®à  ϕ   ¯®¤¯à®áâà áâ¢® M ï¢«ï¥âáï á¨¬-
¬¥âà¨çë¬ ®¯¥à â®à®¬ ¯à®áâà áâ¢  M . �®íâ®¬ã ¢¢¨¤ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1 ¬ âà¨æ  ®¯¥-
à â®à  ϕ1 ¢ ®àâ®®à¬¨à®¢ ®¬ ¡ §¨á¥ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢  ¨¬¥¥â ¢¨¤

(
α β
β γ

)
,  

¯®â®¬ã ¥£® å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ¥áâì

f(x) =
∣∣∣∣
x− α −β
−β x− γ

∣∣∣∣ = x2 − (α + γ)x + (αγ − β2).

� ª ª ª ¤¨áªà¨¬¨ â (α+γ)2−4(αγ−β2) = (α−γ)2+β2 íâ®£® ª¢ ¤à â®£® âà¥åç«¥ 
¥®âà¨æ â¥«¥, å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ®¯¥à â®à  ϕ1 ¨¬¥¥â ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë©
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ª®à¥ì,   ¯®â®¬ã ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ M áãé¥áâ¢ã¥â á®¡áâ¢¥ë© ¢¥ªâ®à a íâ®£® ®¯¥à -
â®à . �®áª®«ìªã ¢¥ªâ®à a ï¢«ï¥âáï, ®ç¥¢¨¤®, á®¡áâ¢¥ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ¨ ®¯¥à â®à  ϕ,
¯®¤¯à®áâà áâ¢® l(a), ¯®à®¦¤¥®¥ ¢¥ªâ®à®¬ a, ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬ë¬ ϕ-¨¢ à¨ âë¬
®¤®¬¥àë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬.

�â ª, ¢ «î¡®¬ á«ãç ¥ áãé¥áâ¢ã¥â ®¤®¬¥à®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® A ¯à®áâà áâ¢ 
L, ¨¢ à¨ â®¥ ®â®á¨â¥«ì® ®¯¥à â®à  ϕ. �®íâ®¬ã (á¬. ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 2 ¨ â¥®à¥¬ã
4.4) ¯à®áâà áâ¢® L ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®© áã¬¬®© ϕ-¨¢ à¨ âëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢ A ¨ A⊥

à §¬¥à®áâ¨ 1 ¨ n−1 á®®â¢¥âáâ¢¥®. � ª ª ª ®£à ¨ç¥¨ï ®¯¥à â®à  ϕ   íâ¨ ¯®¤¯à®-
áâà áâ¢  ï¢«ïîâáï á¨¬¬¥âà¨çë¬¨ ®¯¥à â®à ¬¨, ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ íâ¨å ¯®¤¯à®áâà áâ¢
áãé¥áâ¢ãîâ ®àâ®®à¬¨à®¢ ë¥ ¡ §¨áë, ¬ âà¨æë ¢ ª®â®àëå á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ®£à -
¨ç¥¨© ®¯¥à â®à  ϕ ¤¨ £® «ìë. �®¥¤¨¥¨¥ íâ¨å ¡ §¨á®¢ ¤ ¥â ®àâ®®à¬¨à®¢ -
ë© ¡ §¨á ¯à®áâà áâ¢  L, ¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  ϕ ¢ ª®â®à®¬ â ª¦¥ ¤¨ £® «ì . �â¨¬
§ ¢¥àè¥ ¨¤ãªâ¨¢ë© ¯¥à¥å®¤, ¨ â¥®à¥¬  ¤®ª §  . ¤

�§ íâ®© â¥®à¥¬ë ¬®¦® ¯®«ãç¨âì ¢ ¦ë© ¨ ¨â¥à¥áë© à¥§ã«ìâ â ® ª®àïå å -
à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ¬®£®ç«¥  á¨¬¬¥âà¨ç®© ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®© ¬ âà¨æë:
�«¥¤áâ¢¨¥. �á¥ ª®à¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ¬®£®ç«¥  ¯à®¨§¢®«ì®© á¨¬¬¥âà¨ç-
®© ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®© ¬ âà¨æë ï¢«ïîâáï ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¬¨ ç¨á« ¬¨.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì A | ¯à®¨§¢®«ì ï á¨¬¬¥âà¨ç ï ¤¥©áâ¢¨â¥«ì ï ¬ âà¨æ 
¯®àï¤ª  n. �®§ì¬¥¬ n-¬¥à®¥ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯à®áâà áâ¢® L ¨ ä¨ªá¨àã¥¬ ¢ ¥¬ ¥ª®-
â®àë© ®àâ®®à¬¨à®¢ ë© ¡ §¨á S. �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à ¯à®áâà áâ¢  L, ¬ âà¨æ 
ª®â®à®£® ¢ ¡ §¨á¥ S á®¢¯ ¤ ¥â á ¬ âà¨æ¥© A. �â®â ®¯¥à â®à ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1
ï¢«ï¥âáï á¨¬¬¥âà¨çë¬, ¨ ¯® â¥®à¥¬¥ 3 ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ L áãé¥áâ¢ã¥â ®àâ®®à¬¨à®-
¢ ë© ¡ §¨á S′, ¬ âà¨æ  A′ ®¯¥à â®à  ϕ ¢ ª®â®à®¬ ï¢«ï¥âáï ¤¨ £® «ì®©. �ç¥-
¢¨¤®, çâ® å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ¬ âà¨æë A′ à áª« ¤ë¢ ¥âáï  ¤ ¯®«¥¬ R
¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨á¥«   «¨¥©ë¥ ¬®¦¨â¥«¨. �áâ ¥âáï ¢á¯®¬¨âì, çâ® ¬ âà¨æë A
¨ A′ á¢ï§ ë á®®â®è¥¨¥¬ A′ = TAT−1, £¤¥ T | ¬ âà¨æ  ¯¥à¥å®¤  ®â ¡ §¨á  S ª
¡ §¨áã S′, ¨ ¯®â®¬ã å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¥ ¬®£®ç«¥ë íâ¨å ¬ âà¨æ á®¢¯ ¤ îâ. ¤
�¯à¥¤¥«¥¨¥ 3. �¯¥à â®à ϕ ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  L  §ë¢ ¥âáï ®àâ®£® «ì-
ë¬, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ a, b ∈ L ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢® (aϕ, bϕ) = (a, b).

�®ïâ¨¥ ®àâ®£® «ì®£® ®¯¥à â®à  ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  ®¡®¡é ¥â ¯®ïâ¨¥
¤¢¨¦¥¨ï ¨§ í«¥¬¥â à®© £¥®¬¥âà¨¨, â.¥. â ª®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ¯«®áª®áâ¨ ¨«¨ ¯à®-
áâà áâ¢ , ª®â®à®¥ á®åà ï¥â à ááâ®ï¨ï ¬¥¦¤ã â®çª ¬¨. � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
�à¥¤«®¦¥¨¥ 3. �¯¥à â®à ϕ ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  L ï¢«ï¥âáï ®àâ®£® «ìë¬
â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  a ∈ L ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢® |aϕ| =
|a|.

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ ®¯¥à â®à ϕ ®àâ®£® «¥, â® ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  a ∈ L

|aϕ| =
√

(aϕ, aϕ) =
√

(a, a) = |a|.
�¡à â®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ï¢«ï¥âáï ®ç¥¢¨¤ë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬ «¥£ª® ¯à®¢¥àï¥¬®£® à ¢¥-
áâ¢ 

(a, b) = 1
2((a + b, a + b)− (a, a)− (b, b)). ¤
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�à¨¢¥¤¥¬ ¥é¥ ¤¢  ¯à®áâëå á¢®©áâ¢  ®àâ®£® «ìëå ®¯¥à â®à®¢.
�à¥¤«®¦¥¨¥ 4. �á«¨ ç¨á«® λ ∈ R ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥ë¬ § ç¥¨¥¬ ®àâ®£® «ì-
®£® ®¯¥à â®à  ϕ ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  L, â® λ = ±1. � ç áâ®áâ¨, ¢áïª¨© ®à-
â®£® «ìë© ®¯¥à â®à ¨ê¥ªâ¨¢¥.

�ãáâì, ¢ á ¬®¬ ¤¥«¥, ¤«ï ¥ª®â®à®£® ¥ã«¥¢®£® ¢¥ªâ®à  a ∈ L ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à -
¢¥áâ¢® aϕ = λa. �®£¤ 

(a, a) = (aϕ, aϕ) = (λa, λa) = λ2(a, a),

¨ â ª ª ª (a, a) > 0, ¯®«ãç ¥¬ λ2 = 1, â.¥. λ = ±1. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¢â®à®£® ãâ¢¥à-
¦¤¥¨ï ¤®áâ â®ç® § ¬¥â¨âì, çâ® ¥ã«¥¢ë¥ ¢¥ªâ®àë, ¢å®¤ïé¨¥ ¢ ï¤à® ¯à®¨§¢®«ì®£®
®¯¥à â®à  «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢ , ï¢«ïîâáï á®¡áâ¢¥ë¬¨ ¢¥ªâ®à ¬¨ íâ®£® ®¯¥à -
â®à , ¯à¨ ¤«¥¦ é¨¬¨ á®¡áâ¢¥®¬ã § ç¥¨î, à ¢®¬ã 0. ¤
�à¥¤«®¦¥¨¥ 5. �ãáâì ϕ | ®àâ®£® «ìë© ®¯¥à â®à ª®¥ç®¬¥à®£® ¥¢ª«¨-
¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  L ¨ M | ϕ-¨¢ à¨ â®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® íâ®£® ¯à®áâà -
áâ¢ . �®£¤  ¨ ®àâ®£® «ì®¥ ¤®¯®«¥¨¥ M⊥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  M ï¢«ï¥âáï ϕ-
¨¢ à¨ âë¬.

�á«¨ ¢¥ªâ®à a ∈ L ¯à¨ ¤«¥¦¨â ¯®¤¯à®áâà áâ¢ã M⊥, â® ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à 
b ∈ M ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® (a, b) = 0,   ¯®â®¬ã ¨ (aϕ, bϕ) = 0. � ª ª ª ®£à ¨ç¥-
¨¥ ®¯¥à â®à  ϕ   ¯®¤¯à®áâà áâ¢® M ï¢«ï¥âáï, ®ç¥¢¨¤®, ®àâ®£® «ìë¬ ®¯¥à â®-
à®¬ ¯à®áâà áâ¢  M , â® ¢¢¨¤ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 4 ¨ ª®¥ç®¬¥à®áâ¨ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ 
®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ ¤¥©áâ¢ã¥â   ¯®¤¯à®áâà áâ¢¥ M áîàê¥ªâ¨¢®. �â® ®§ ç ¥â, çâ® ¢¥ª-
â®à bϕ ¢¬¥áâ¥ á ¢¥ªâ®à®¬ b ¯à®¡¥£ ¥â ¢á¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® M , ¨ ¯®â®¬ã ¢¥ªâ®à aϕ
®àâ®£® «¥ ª® ¢á¥¬ ¢¥ªâ®à ¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  M . �«¥¤®¢ â¥«ì®, aϕ ∈ M⊥. ¤
�¯à¥¤¥«¥¨¥ 4. �¢ ¤à â ï ¤¥©áâ¢¨â¥«ì ï ¬ âà¨æ  A  §ë¢ ¥âáï ®àâ®£® «ì-
®©, ¥á«¨ AAt = E (£¤¥,  ¯®¬¨¬, At | ¬ âà¨æ , âà á¯®¨à®¢  ï ª ¬ âà¨æ¥
A).

�ç¥¢¨¤®, çâ® ¢ á¨«ã íâ®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¬ âà¨æ  A ï¢«ï¥âáï ®àâ®£® «ì®© â®-
£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®  ®¡à â¨¬  ¨ ®¡à â ï ª ¥© ¬ âà¨æ  A−1 á®¢¯ ¤ ¥â á
¬ âà¨æ¥© At. �®íâ®¬ã ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ 4 ¢¬¥áâ® à ¢¥áâ¢  AAt = E ¬®¦® ¡ë«® ¡ë
¯®âà¥¡®¢ âì ¢ë¯®«¨¬®áâì à ¢¥áâ¢  AtA = E. � «¥¥, âà á¯®¨àãï ®¡¥ ç áâ¨ à ¢¥-
áâ¢  A−1 = At, ¯®«ãç ¥¬ (A−1)t = (At)t = A = (A−1)−1, â ª çâ® ¬ âà¨æ , ®¡à â ï
ª ®àâ®£® «ì®©, â ª¦¥ ®àâ®£® «ì . �à®¬¥ â®£®, ¥á«¨ A−1 = At ¨ B−1 = Bt, â®
(AB)−1 = B−1A−1 = BtAt = (AB)t, â ª çâ® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢ãå ®àâ®£® «ìëå ¬ â-
à¨æ â®¦¥ ï¢«ï¥âáï ®àâ®£® «ì®© ¬ âà¨æ¥©. �á¥ áª § ®¥ ®§ ç ¥â, çâ® ¬®¦¥áâ¢®
O(n) ¢á¥å ®àâ®£® «ìëå ¬ âà¨æ ¯®àï¤ª  n ï¢«ï¥âáï ¯®¤£àã¯¯®© £àã¯¯ë GLn(R)
¢á¥å ®¡à â¨¬ëå ¬ âà¨æ ¯®àï¤ª  n.

�é¥ ®¤ã å à ªâ¥à¨§ æ¨î ®àâ®£® «ìëå ¬ âà¨æ ¤®áâ ¢«ï¥â
�à¥¤«®¦¥¨¥ 6. �«ï ª¢ ¤à â®© ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®© ¬ âà¨æë A á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à-
¦¤¥¨ï à ¢®á¨«ìë:

(1) A ∈ O(n);
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(2) á¨áâ¥¬  áâà®ª ¬ âà¨æë A ï¢«ï¥âáï ®àâ®®à¬¨à®¢ ë¬ ¡ §¨á®¬ n-¬¥à®£®
ª®®à¤¨ â®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  Rn;

(3) á¨áâ¥¬  áâ®«¡æ®¢ ¬ âà¨æë A ï¢«ï¥âáï ®àâ®®à¬¨à®¢ ë¬ ¡ §¨á®¬ n-
¬¥à®£® ª®®à¤¨ â®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  Rn.

�¥£ª® ¢¨¤¥âì, ¢ á ¬®¬ ¤¥«¥, çâ® ¥á«¨ a1, a2, . . . , an | á¨áâ¥¬  áâà®ª ¬ âà¨æë A, â®
à ¢¥áâ¢® AAt = E à ¢®á¨«ì® á¨áâ¥¬¥ à ¢¥áâ¢ (ai, aj) = δij(i, j = 1, 2, . . . , n), ª®â®-
à ï ¨ ®§ ç ¥â, çâ® á¨áâ¥¬  a1, a2, . . . , an ®àâ®®à¬¨à®¢  . �áâ ¥âáï  ¯®¬¨âì, çâ®
®àâ®®à¬¨à®¢  ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ .

� «®£¨ç®, à ¢¥áâ¢® AtA = E à ¢®á¨«ì® á¨áâ¥¬¥ à ¢¥áâ¢ (bi, bj) = δij(i, j =
1, 2, . . . , n), £¤¥ b1, b2, . . . , bn | á¨áâ¥¬  áâ®«¡æ®¢ ¬ âà¨æë A. ¤

�¥®à¥¬  4. �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¤«ï ®¯¥à â®à  ϕ ª®¥ç®¬¥à®£® ¥¢ª«¨¤®¢ 
¯à®áâà áâ¢  L à ¢®á¨«ìë:

(1) ®¯¥à â®à ϕ ®àâ®£® «¥;
(2) ϕϕ∗ = ι;
(3) ¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  ϕ ¢ ¯à®¨§¢®«ì®¬ ®àâ®®à¬¨à®¢ ®¬ ¡ §¨á¥ ¯à®áâà -

áâ¢  L ®àâ®£® «ì ;
(4) ®¡à § ¯à®¨§¢®«ì®£® ®àâ®®à¬¨à®¢ ®£® ¡ §¨á  ¯à®áâà áâ¢  L ®â®á¨-

â¥«ì® ®¯¥à â®à  ϕ ï¢«ï¥âáï ®àâ®®à¬¨à®¢ ë¬ ¡ §¨á®¬ ¯à®áâà áâ¢  L.
(5) áãé¥áâ¢ã¥â ®àâ®®à¬¨à®¢ ë© ¡ §¨á ¯à®áâà áâ¢  L, ®¡à § ª®â®à®£® ®â-

®á¨â¥«ì® ®¯¥à â®à  ϕ ï¢«ï¥âáï ®àâ®®à¬¨à®¢ ë¬ ¡ §¨á®¬ íâ®£® ¯à®-
áâà áâ¢ .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ ®¯¥à â®à ϕ ®àâ®£® «¥, â® ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ a ¨ b ¯à®-
áâà áâ¢  L á ãç¥â®¬ ®¯à¥¤¥«¥¨ï á®¯àï¦¥®£® ®¯¥à â®à  ¨¬¥¥¬

(a, b) = (aϕ, bϕ) = (a, (bϕ)ϕ∗) = (a, b(ϕϕ∗)),

¨ íâ® ®§ ç ¥â, çâ® ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ a, b ∈ L ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® (aι, b) =
(a, b(ϕϕ∗)), çâ®, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, £®¢®à¨â ® â®¬, çâ® ®¯¥à â®à ϕϕ∗ á®¯àï¦¥ â®¦¤¥-
áâ¢¥®¬ã ®¯¥à â®àã ι ¯à®áâà áâ¢  L. � ª ª ª â®¦¤¥áâ¢¥ë© ®¯¥à â®à á ¬®á®¯àï-
¦¥, ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ϕϕ∗ = ι, ¨ ¨¬¯«¨ª æ¨ï (1) ⇒ (2) ¤®ª §  .

�¬¯«¨ª æ¨ï (2) ⇒ (3) ¯®çâ¨ ®ç¥¢¨¤ : ¥á«¨ A | ¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  ϕ ¢ ¥ª®â®-
à®¬ ®àâ®®à¬¨à®¢ ®¬ ¡ §¨á¥ ¯à®áâà áâ¢  L, â® ¯® â¥®à¥¬¥ 2 ¬ âà¨æ¥© ®¯¥à â®à 
ϕ∗ ¢ â®¬ ¦¥ ¡ §¨á¥ ï¢«ï¥âáï âà á¯®¨à®¢  ï ª ¥© ¬ âà¨æ  At, ¨ â ª ª ª ¬ â-
à¨æ  ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ϕϕ∗ íâ¨å ®¯¥à â®à®¢ à ¢  ¯à®¨§¢¥¤¥¨î ¬ âà¨æ AAt, ¨§ ãá«®¢¨ï
ϕϕ∗ = ι á«¥¤ã¥â ãá«®¢¨¥ AAt = E, çâ® ¨ ®§ ç ¥â ®àâ®£® «ì®áâì ¬ âà¨æë A.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¨¬¯«¨ª æ¨¨ (3) ⇒ (4) ¢ë¡¥à¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë© ®àâ®®à¬¨-
à®¢ ë© ¡ §¨á a1, a2, . . . , an ¯à®áâà áâ¢  L ¨ ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ A = (αij) ¬ âà¨æã
®¯¥à â®à  ϕ ¢ íâ®¬ ¡ §¨á¥. �®« £ ¥¬ â ª¦¥ ¤«ï i = 1, 2, . . . , n bi = aiϕ ¨ ¯®ª ¦¥¬,
çâ® ¥á«¨ ¬ âà¨æ  A ®àâ®£® «ì , â® á¨áâ¥¬  b1, b2, . . . , bn ï¢«ï¥âáï ®àâ®®à¬¨à®¢ -
®© (¨ ¢á«¥¤áâ¢¨¥ íâ®£®, ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 4.4  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ®ª §ë¢ ¥âáï ¡ §¨-
á®¬ ¯à®áâà áâ¢  L). � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î ¬ âà¨æë «¨¥©®£® ®¯¥à â®à 
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bi =
∑n

j=1 αijaj (i = 1, 2, . . . , n ¨ ¯®â®¬ã ¤«ï ¯à®¨§¢®«ìëå i ¨ j

(bi, bj) =
(

n∑

k=1
αikak,

n∑

l=1
αjlal

)
=

n∑

k=1

n∑

l=1
αikαjl(ak, al).

� ª ª ª á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ a1, a2, . . . , an ï¢«ï¥âáï ®àâ®®à¬¨à®¢ ®©, ®âáî¤  á«¥¤ã¥â,
çâ®

(bi, bj) ==
n∑

k=1
αikαj ,

¨ ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 6 â¥¯¥àì ¨¬¥¥¬, çâ® (bi, bj) = 0, ¥á«¨ i 6= j, ¨ (bi, bj) = 1, ¥á«¨ i = j.
�¬¯«¨ª æ¨ï (4) ⇒ (5) ¯à®áâ® ®ç¥¢¨¤ , ¨ ¬ë ¯¥à¥å®¤¨¬ ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã § -

ª«îç¨â¥«ì®© ¨¬¯«¨ª æ¨¨ (5) ⇒ (1). �ãáâì S = (e1, e2, . . . , en) ¨ S′ = (e′1, e′2, . . . , e′n)
| ¤¢  ®àâ®®à¬¨à®¢ ëå ¡ §¨á  ¯à®áâà áâ¢  â ª¨å, çâ® ¤«ï «î¡®£® i = 1, 2, . . . , n
eiϕ = e′i. �ãáâì a ¨ b | ¯à®¨§¢®«ìë¥ ¢¥ªâ®àë ¯à®áâà áâ¢  L ¨ a =

∑n
i=1 αiei ¨

b =
∑n

i=1 βiei | ¨å ¢ëà ¦¥¨ï ç¥à¥§ ¢¥ªâ®àë ¡ §¨á  S. �®£¤  aϕ =
∑n

i=1 αie
′
i ¨

bϕ =
∑n

i=1 βie
′
i | ¢ëà ¦¥¨ï íâ¨å ¢¥ªâ®à®¢ ç¥à¥§ ¢¥ªâ®àë ¡ §¨á  S′. �®áª®«ìªã ¡ -

§¨áë S ¨ S′ ®àâ®®à¬¨à®¢ ë, ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2.3 á«¥¤ã¥â, çâ® (a, b) =
∑n

i=1 αiβi ¨
(aϕ, bϕ) =

∑n
i=1 αiβi. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï ¯à®¨§¢®«ìëå ¢¥ªâ®à®¢ a, b ∈ L ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

à ¢¥áâ¢® (a, b) = (aϕ, bϕ), â. ¥. ®¯¥à â®à ϕ ï¢«ï¥âáï ®àâ®£® «ìë¬. ¤

�¥à¥©¤¥¬ â¥¯¥àì ª ¢ëïá¥¨î £¥®¬¥âà¨ç¥áª®© áâàãªâãàë ®àâ®£® «ìëå ®¯¥à -
â®à®¢ ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®áâà áâ¢. � ç¥¬ á ®àâ®£® «ì®£® ®¯¥à â®à  ϕ, ¤¥©áâ¢ãîé¥£®
  ®¤®¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ (â. ¥.   ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®© ¯àï¬®©). � ª ª ª ¯à®¨§¢®«ì-
ë© ®¯¥à â®à ®¤®¬¥à®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  ï¢«ï¥âáï £®¬®â¥â¨¥©, ϕ = χ

λ
¤«ï

¥ª®â®à®£® λ ∈ R,   â ª ª ª ¯à¨ íâ®¬ λ ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥ë¬ § ç¥¨¥¬ ®¯¥à â®à 
ϕ, â® ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 4 λ = ±1. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¯¥à â®à ϕ á®¢¯ ¤ ¥â «¨¡® á
â®¦¤¥áâ¢¥ë¬ ®â®¡à ¦¥¨¥¬, «¨¡® á á¨¬¬¥âà¨¥© ®â®á¨â¥«ì®  ç «  ª®®à¤¨ â.

�ãáâì â¥¯¥àì ϕ | ®àâ®£® «ìë© ®¯¥à â®à 2-¬¥à®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  L.
�¨ªá¨àã¥¬ ¥ª®â®àë© ®àâ®®à¬¨à®¢ ë© ¡ §¨á e1, e2 íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ , ¨ ¯ãáâì
A =

(
α β
γ δ

)
| ¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  ϕ ¢ íâ®¬ ¡ §¨á¥. �á«¨ β = γ, â® ¬ âà¨æ  A

á¨¬¬¥âà¨ç  ¨ ¯®â®¬ã á¨¬¬¥âà¨çë¬ ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à ϕ. �®£¤  ¯® â¥®à¥¬¥ 3 ¢
¯à®áâà áâ¢¥ L áãé¥áâ¢ã¥â ®àâ®®à¬¨à®¢ ë© ¡ §¨á e′1, e

′
2, ¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  ϕ ¢

ª®â®à®¬ ¨¬¥¥â ¢¨¤ A′ =
(

λ1 0
0 λ2

)
, £¤¥ λi = ±1. �®íâ®¬ã ®¯¥à â®à ϕ ï¢«ï¥âáï «¨¡®

â®¦¤¥áâ¢¥ë¬ (¯à¨ λ1 = λ2 = 1), «¨¡® á¨¬¬¥âà¨¥© ®â®á¨â¥«ì®  ç «  ª®®à¤¨ â
(¯à¨ λ1 = λ2 = −1), «¨¡® á¨¬¬¥âà¨¥© ®â®á¨â¥«ì® ¯àï¬®©, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®© ¢¥ªâ®-
à®¬ e′1 (¯à¨ λ1 = 1, λ2 = −1), «¨¡® á¨¬¬¥âà¨¥© ®â®á¨â¥«ì® ¯àï¬®©, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®©
¢¥ªâ®à®¬ e′2 (¯à¨ λ1 = −1, λ2 = 1).

�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® β 6= γ. �® â¥®à¥¬¥ 4 ¬ âà¨æ  A ï¢«ï¥âáï ®àâ®£® «ì-
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®©, ¨ ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 6 ¤®«¦ë ¢ë¯®«ïâìáï à ¢¥áâ¢ 

αβ + γδ = 0
αγ + βδ = 0
α2 + β2 = 1
γ2 + δ2 = 1.

(1)
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����������

�¥¬ë ¨ ¯à¨¬¥àë¥ § ¤ ç¨ ¯à ªâ¨ç¥áª¨å § ïâ¨©

1. �¯à¥¤¥«¥¨¥ ¨ ¯à®áâ¥©è¨¥ á¢®©áâ¢  «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢ ¨ ¨å
¯®¤¯à®áâà áâ¢.

1.1 �  ¬®¦¥áâ¢¥ R+ ¢á¥å ¯®«®¦¨â¥«ìëå ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨á¥« ®¯à¥¤¥«¨¬
¢ãâà¥îî ®¯¥à æ¨î⊕ ¨ ¢¥èîî ®¯¥à æ¨î ∗ ã¬®¦¥¨ï   ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ ç¨á« 
¯® ¯à ¢¨« ¬

a⊕ b = ab ¨ α ∗ a = aα (a, b ∈ R+, α ∈ R.

�®ª § âì, çâ® ®â®á¨â¥«ì® íâ¨å ®¯¥à æ¨© ¬®¦¥áâ¢® R+ ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬ ¯à®-
áâà áâ¢®¬  ¤ ¯®«¥¬ R.

1.2. �  ¬®¦¥áâ¢¥ Q2 ¢á¥å ã¯®àï¤®ç¥ëå ¯ à à æ¨® «ìëå ç¨á¥« ®¯à¥¤¥«¨¬
¢ãâà¥îî ¨ ¢¥èîî ®¯¥à æ¨¨, ¯®« £ ï ¤«ï a = (α, β), b = (γ, δ) ¨ λ ∈ Q

a + b = (α + γ, β + δ), λa = (λα, β).

�à®¢¥à¨âì, ª ª¨¥ ¨§  ªá¨®¬ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  §¤¥áì ¢ë¯®«¥ë,   ª ª¨¥ ¥â.
1.3. �ãáâì L | «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®  ¤ ¯®«¥¬ K. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡ëå

a, b ∈ L ¨ α, β ∈ K
 ) αa = 0 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  α = 0 ¨«¨ a = 0;
¡) αa = βa â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  α = β ¨«¨ a = 0;
¢) αa = αb â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  α = 0 ¨«¨ a = b.
1.4∗. �®ª § âì, çâ® ¥ áãé¥áâ¢ã¥â «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢ ,  ¤¤¨â¨¢ ï £àã¯¯ 

ª®â®à®£® á®¢¯ ¤ ¥â á  ¤¤¨â¨¢®© £àã¯¯®© Z æ¥«ëå ç¨á¥«.
1.5. �®ª § âì, çâ® ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  ª®¬¬ãâ â¨¢®áâì á«®-

¦¥¨ï ¢¥ªâ®à®¢ ï¢«ï¥âáï á«¥¤áâ¢¨¥¬ ®áâ «ìëå  ªá¨®¬.
1.6. �ãáâì ¯®«¥ R ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨á¥« à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ª ª «¨¥©®¥ ¯à®áâà -

áâ¢®  ¤ ¯®«¥¬ Q à æ¨® «ìëå ç¨á¥«. �«ï ª ¦¤®£® ¨§ á«¥¤ãîé¨å ¯®¤¬®¦¥áâ¢
¬®¦¥áâ¢  R ¢ëïá¨âì, ï¢«ï¥âáï «¨ ®® ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢  R:

 ) ¬®¦¥áâ¢® R+ = {a ∈ R
∣∣ a > 0} ¢á¥å ¯®«®¦¨â¥«ìëå ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨á¥«;

¡) ¬®¦¥áâ¢® Z ¢á¥å æ¥«ëå ç¨á¥«;
¢) ¬®¦¥áâ¢® ç¨á¥« ¢¨¤  a+b

√
2, £¤¥ a ¨ b | ¯à®¨§¢®«ìë¥ à æ¨® «ìë¥ ç¨á« .

1.7. �ãáâì K[x] | «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¬®£®ç«¥®¢ ®â ¯¥à¥¬¥®© x  ¤ ¯®-
«¥¬ K. �«ï ä¨ªá¨à®¢ ëå áª «ïà®¢ α, β ∈ K à áá¬®âà¨¬ ¬®¦¥áâ¢® Mαβ ¢á¥å â¥å
¬®£®ç«¥®¢ ¨§ K[x], § ç¥¨¥ ª®â®àëå ¯à¨ x = α à ¢® β:

Mαβ = {f(x) ∈ K[x]
∣∣ f(α) = β}.

�à¨ ª ª¨å α ¨ β ¬®¦¥áâ¢® Mαβ ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢  K[x]?
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1.8. �®ª § âì, çâ® ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¤¢ãå ¯®¤¯à®áâà áâ¢ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L
ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ .

1.9. �ãáâì A ¨ B | ¯®¤¯à®áâà áâ¢  «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L. �®ª § âì, çâ® ¨å
â¥®à¥â¨ª®-¬®¦¥áâ¢¥®¥ ®¡ê¥¤¨¥¨¥ A ∪ B ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà -
áâ¢  L â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®¤® ¨§ ¨å á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¤àã£®¬, â.¥. ¨«¨ A ⊆ B
¨«¨ B ⊆ A.

1.10. �ãáâì L = Z4
2 | ç¥âëà¥å¬¥à®¥ ª®®à¤¨ â®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®  ¤

¯®«¥¬ Z2 ª« áá®¢ ¢ëç¥â®¢ æ¥«ëå ç¨á¥« ¯® ¬®¤ã«î 2. �ë¯¨á âì ¢á¥ ¢¥ªâ®àë, ¢å®¤ïé¨¥
¢ «¨¥©ãî ®¡®«®çªã ª ¦¤®© ¨§ á«¥¤ãîé¨å á¨áâ¥¬ ¢¥ªâ®à®¢ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ :

 ) (1, 0, 1, 0);
¡) (1, 0, 1, 1), (1, 1, 1, 1);
¢) (1, 1, 0, 1), (1, 0, 1, 0), (0, 1, 1, 1).
1.11. � ©â¨ ãá«®¢¨ï, ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨ ¤®áâ â®çë¥ ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¢¥ªâ®à a =

(α1, α2, α3, α4) «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  Q4 ¯à¨ ¤«¥¦ « «¨¥©®© ®¡®«®çª¥ ª ¦¤®©
¨§ á«¥¤ãîé¨å á¨áâ¥¬ ¢¥ªâ®à®¢ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ :

 ) (1, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 0);
¡) (1, 0, 0, 2), (0, 0, 1, 0);
á) (1,−1, 0, 0), (0, 0, 1,−1).
1.12. �¯¨á âì ¬®£®ç«¥ë, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨¥ «¨¥©®© ®¡®«®çª¥ á«¥¤ãîé¨å á¨-

áâ¥¬ ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  Q[x]:
 ) 1, x, x2;
¡) 1− x2, x− x2, 1 + x + x2;
¢) 1− x2, x− x2, 2− x− x2.
1.13. �ãáâì M | ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¯à®áâà áâ¢  R5, á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ¢á¥¢®§¬®¦ëå

à¥è¥¨© ¤ ®© á¨áâ¥¬ë «¨¥©ëå ®¤®à®¤ëå ãà ¢¥¨©. � ©â¨ á¨áâ¥¬ã ¯®à®¦¤ -
îé¨å ¯à®áâà áâ¢  M .

 )





2x1 + 2x2 − 2x3 + 5x4 − x5 = 0
2x1 + 2x2 − x3 + 5x4 = 0
3x1 + 3x2 − 2x3 + 8x4 = 0
x1 + x2 − x3 + 2x4 − x5 = 0
x1 + x2 + 3x4 + x5 = 0

¡)





2x1 + 2x2 + 6x3 − 2x4 + 5x5 = 0
2x1 + 3x2 + 7x3 + 6x5 = 0
x1 + x2 + 3x3 − x4 + 2x5 = 0

3x1 + 3x2 + 9x3 − 3x4 + 8x5 = 0
x1 + 2x2 + 4x3 + x4 + 3x5 = 0

1.14. � ©â¨ á¨áâ¥¬ã ¯®à®¦¤ îé¨å «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  ¨§ § ¤ ç¨ 1.
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1.15. �®ª § âì, çâ® á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï ¤«ï ¥ã«¥¢®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢ 
L à ¢®á¨«ìë:

(1) L ®¡« ¤ ¥â á¨áâ¥¬®© ¯®à®¦¤ îé¨å, á®áâ®ïé¥© ¨§ ®¤®£® í«¥¬¥â ;
(2) ¢áïª®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¯à®áâà áâ¢  L «¨¡® ï¢«ï¥âáï ã«¥¢ë¬, «¨¡® á®¢¯ -

¤ ¥â á ¯à®áâà áâ¢®¬ L.

2. �ã¬¬ë ¨ ¯àï¬ë¥ áã¬¬ë ¯®¤¯à®áâà áâ¢.

2.1. �«ï ¤ ëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢ L1 ¨ L2 «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L ¯®ª § âì, çâ®
L = L1 + L2. �ëïá¨âì, ¢¥à® «¨, çâ® L = L1 ⊕ L2.

 ) L = R2, L1 = {(α, β)
∣∣ α + β = 0},

L2 = {(α, β)
∣∣ α = 0}.

¡) L = R3, L1 = {(α, β, γ)
∣∣ α + β + γ = 0},

L2 = {(α, β, γ)
∣∣ α = 0}.

¢) L = Rn, L1 = {(α1, α2, . . . , αn)
∣∣ α1 + α2 + · · ·+ αn = 0},

L2 = {(α1, α2, . . . , αn)
∣∣ α1 = α2 = · · · = αn}.

2.2. �ãáâì A ¨ B | ¯®¤¯à®áâà áâ¢  «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L. �®ª § âì, çâ®
A + B = B â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  A ⊆ B.

2.3. �ãáâì a ¨ b | ¥ã«¥¢ë¥ ¢¥ªâ®àë «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L, M = l(a) ¨
N = l(b). �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ M 6= N , â® M + N = M ⊕N .

2.4. �ãáâì «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® L ï¢«ï¥âáï áã¬¬®© á¢®¨å ¯®¤¯à®áâà áâ¢ A ¨
B. �®ª § âì, çâ® L = A ⊕ B â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  å®âï ¡ë ®¤¨ ¢¥ªâ®à c ∈ L
®¤®§ ç® ¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥ c = a + b, £¤¥ a ∈ A ¨ b ∈ B.

2.5. �®£®ç«¥ f(x) ∈ R[x]  §®¢¥¬ ç¥âë¬ (¥ç¥âë¬), ¥á«¨ f(−x) = f(x) (á®-
®â¢¥âáâ¢¥®, f(−x) = −f(x)). �®ª § âì, çâ® ¬®¦¥áâ¢  M ¢á¥å ç¥âëå ¨ N ¢á¥å
¥ç¥âëå ¬®£®ç«¥®¢ ï¢«ïîâáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ¬¨ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  R[x] ¨
çâ® R[x] = M ⊕ N . �¥à® «¨ ¯®á«¥¤¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¤«ï «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢ 
Z2[x]?

2.6. �ãáâì p(x) | ¬®£®ç«¥ áâ¥¯¥¨ m > 0 ¨ M | ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¬®£®ç«¥®¢
¨§ K[x], ªà âëå ¬®£®ç«¥ã p(x). �®ª § âì, çâ® M | ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¯à®áâà áâ¢ 
K[x]. �®ª § âì, çâ® K[x] = M ⊕Km−1[x].

2.7. �ãáâì Mn(R) | «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® n× n-¬ âà¨æ  ¤ ¯®«¥¬ R ¤¥©áâ¢¨-
â¥«ìëå ç¨á¥«, A ¨ B | á®®â¢¥âáâ¢¥® ¬®¦¥áâ¢  ¢á¥å á¨¬¬¥âà¨çëå ¨ ª®á®á¨¬-
¬¥âà¨çëå ¬ âà¨æ ¨§ Mn(R). �®ª § âì, çâ® A ¨ B | ¯®¤¯à®áâà áâ¢  ¯à®áâà áâ¢ 
Mn(R) ¨ çâ® Mn(R) = A⊕B. �¥à® «¨ íâ® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¤«ï ¯à®áâà áâ¢  Mn(Z2)?
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3. �¯à¥¤¥«¥¨¥ ¨ ¯à®áâ¥©è¨¥ á¢®©áâ¢  «¨¥©ëå ®â®¡à ¦¥¨©.

3.1. �ëïá¨âì, ï¢«ï¥âáï «¨ «¨¥©ë¬ ª ¦¤®¥ ¨§ ®â®¡à ¦¥¨© «¨¥©®£® ¯à®-
áâà áâ¢  R3 ¢ á¥¡ï, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ëå á«¥¤ãîé¨¬ ¤¥©áâ¢¨¥¬   ¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à
a = (α, β, γ) íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ :

 ) aϕ = (γ, α, β);
¡) aϕ = (α, β, γ2);
¢) aϕ = (α, β, 0);
£) aϕ = (α− 1, β, γ);
¤) aϕ = (α + β, β + γ, γ + α).
�«ï ®â®¡à ¦¥¨©, ï¢«ïîé¨åáï «¨¥©ë¬¨,  ©â¨ á¨áâ¥¬ë ¯®à®¦¤ îé¨å ®¡à § 

¨ ï¤à .

3.2. �ãáâì ®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ ¯¥à¥¢®¤¨â ¯à®¨§¢®«ìë© ¬®£®ç«¥ f(x) ∈ K[x] ¢ ¬®-
£®ç«¥ f1(x). �ëïá¨âì, ï¢«ï¥âáï «¨ ϕ «¨¥©ë¬ ®â®¡à ¦¥¨¥¬, ¥á«¨

 ) f1(x) = f(−x);
¡) f1(x) = f(x + 1);
¢) f1(x) = f(x) + 1;
£) f(x) = f ′(x).

3.3. �ãáâì M | ¯®¤¯à®áâà áâ¢® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L ¨ ¯ãáâì ®â®¡à ¦¥¨¥
ϕ ¬®¦¥áâ¢  L ¢ á¥¡ï ®¯à¥¤¥«¥® ¯® ¯à ¢¨«ã

aϕ =
{

a, ¥á«¨ a ∈ M

0, ¥á«¨ a /∈ M.

�ëïá¨âì, ª®£¤  ®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬.

3.4. �ãáâì L = Km ¨ M = Kn | á®®â¢¥âáâ¢¥® m- ¨ n-¬¥à®¥ ª®®à¤¨ âë¥
¯à®áâà áâ¢   ¤ ¯®«¥¬ K ¨ ¯ãáâì A | ä¨ªá¨à®¢  ï m × n-¬ âà¨æ   ¤ íâ¨¬
¯®«¥¬. �®ª § âì, çâ® ®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ ¯à®áâà áâ¢  L ¢ ¯à®áâà áâ¢® M , ®¯à¥¤¥«¥®¥
¯® ¯à ¢¨«ã aϕ = aA (a ∈ L), ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬. � á«¥¤ãîé¨å ¯à¨¬¥à å  ©â¨
á¨áâ¥¬ë ¯®à®¦¤ îé¨å ®¡à §  ¨ ï¤à  ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ:

 ) L = Q3,M = Q4, A =




1 2 −1 1
2 1 1 2
1 1 0 1




¡) L = M = Q3, A =




1 1 1
−1 1 1
1 3 3




¢) L = M = Q4, A =




1 2 1 −1
−1 1 2 2
1 3 −1 0
0 1 −2 1
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3.5. �ãáâì ϕ : L → M | «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢  L ¢ ¯à®áâà áâ¢®
M , A ¨ B | ¯®¤¯à®áâà áâ¢  ¯à®áâà áâ¢  L. �®ª § âì, çâ® (A + B)ϕ = Aϕ + Bϕ.

3.6. �ãáâì ϕ : L → M | «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢  L ¢ ¯à®áâà áâ¢®
M , A ¨ B | ¯®¤¯à®áâà áâ¢  ¯à®áâà áâ¢  L. �®ª § âì, çâ® (A ∩ B)ϕ ⊆ Aϕ ∩ Bϕ.
�®¦¥â «¨ ¢ª«îç¥¨¥ ¡ëâì áâà®£¨¬ ?

�®ª § âì, çâ® ¥á«¨ ϕ ¨ê¥ªâ¨¢®, â® (A ∩B)ϕ = Aϕ ∩Bϕ.
3.7. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡ëå ®¯¥à â®à®¢ ϕ ¨ ψ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L

Kerϕ ⊆ Kerϕψ.

�®ª § âì, çâ® ¥á«¨ ®¯¥à â®àë ϕ ¨ ψ ¯¥à¥áâ ®¢®çë, â®

Kerϕ + Kerψ ⊆ Kerϕψ.

3.8. �ãáâì ϕ : L → M | «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢  L ¢ ¯à®áâà -
áâ¢® M . �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡ëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢ A ¨ B ¯à®áâà áâ¢  L à ¢¥áâ¢®
Aϕ = Bϕ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

A + Kerϕ = B + Kerϕ.

3.9. �ãáâì «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® L ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®© áã¬¬®© ¯®¤¯à®áâà áâ¢ A
¨ B , L = A⊕B. �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨ï   A ¯ à ««¥«ì® B (â. ¥. ¤«ï
«î¡®£® ¢¥ªâ®à  c ∈ L ®¡à § a ¢¥ªâ®à  c ¯à¨ ®â®¡à ¦¥¨¨ ϕ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¨§ ãá«®¢¨©
c = a + b, a ∈ A, b ∈ B). � ©â¨ ®¡à § ¨ ï¤à® ®¯¥à â®à  ϕ. �®ª § âì, çâ® ϕ2 = ϕ (®¯¥-
à â®à, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© â ª®¬ã à ¢¥áâ¢ã,  §ë¢ ¥âáï ¨¤¥¬¯®â¥âë¬). �®ª § âì,
çâ® ¯à®¨§¢®«ìë© ¨¤¥¬¯®â¥âë© ®¯¥à â®à «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  ï¢«ï¥âáï ¯à®-
¥ªâ¨à®¢ ¨¥¬, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ¯®¤å®¤ïé¥¬ã à §«®¦¥¨î ¯à®áâà áâ¢  ¢ ¯àï¬ãî
áã¬¬ã ¤¢ãå ¯®¤¯à®áâà áâ¢.

3.10. �ãáâì «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® L ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®© áã¬¬®© ¯®¤¯à®áâà áâ¢
A ¨ B , L = A ⊕ B. �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨ï   A ¯ à ««¥«ì® B,
ψ | ®¯¥à â®à ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨ï   B ¯ à ««¥«ì® A. �®ª § âì, çâ® ϕ + ψ ï¢«ï¥âáï
â®¦¤¥áâ¢¥ë¬ ®¯¥à â®à®¬ ¯à®áâà áâ¢  L.

3.11. �ãáâì «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® L  ¤ ¯®«¥¬ K ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®© áã¬¬®© ¯®¤-
¯à®áâà áâ¢ A ¨ B , L = A ⊕ B. �¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ : L → L ¯® á«¥¤ãîé¥¬ã
¯à ¢¨«ã: ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ¢¥ªâ®à  c ∈ L  å®¤¨¬ à §«®¦¥¨¥ ¢¨¤  c = a + b, £¤¥
a ∈ A, b ∈ B, ¨ ¯®« £ ¥¬ cϕ = a− b.

 ) �®ª § âì, çâ® ®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬ ®¯¥à â®à®¬ ¯à®áâà áâ¢ 
L (®®  §ë¢ ¥âáï ®¯¥à â®à®¬ ®âà ¦¥¨ï ®â®á¨â¥«ì® ¯®¤¯à®áâà áâ¢  A ¯ à «-
«¥«ì® ¯®¤¯à®áâà áâ¢ã B).

¡) �®ª § âì, çâ® ®¯¥à â®à ϕ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â à ¢¥áâ¢ã ϕ2 = ι (®¯¥à â®à «¨¥©®£®
¯à®áâà áâ¢ , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© íâ®¬ã à ¢¥áâ¢ã  §ë¢ ¥âáï ¨¢®«îâ¨¢ë¬).
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¢) �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ ¢ ¯®«¥ K 1 + 1 6= 0, â® ¯à®¨§¢®«ìë© ¨¢®«îâ¨¢ë© ®¯¥à -
â®à «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L ï¢«ï¥âáï ®âà ¦¥¨¥¬, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ¯®¤å®¤ïé¥¬ã
à §«®¦¥¨î ¯à®áâà áâ¢  ¢ ¯àï¬ãî áã¬¬ã ¤¢ãå ¯®¤¯à®áâà áâ¢.

£) �ãáâì L = Z2
2 | 2-¬¥à®¥ ª®®à¤¨ â®¥ ¯à®áâà áâ¢®  ¤ ¯®«¥¬ Z2 ¨ ¯ãáâì

®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ : L → L ®¯à¥¤¥«¥® ¯® ¯à ¢¨«ã (α, β)ϕ = (α, α + β). �®ª § âì, çâ® ϕ
| ¨¢®«îâ¨¢ë© ®¯¥à â®à ¯à®áâà áâ¢  L, ¥ ï¢«ïîé¨©áï ®âà ¦¥¨¥¬.

3.12. �ãáâì ϕ ¨ ψ | ¥ã«¥¢ë¥ ®¯¥à â®àë ¯à®áâà áâ¢  L. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨
Kerϕ 6= Kerψ, â® á¨áâ¥¬  ϕ, ψ «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬  (¢ ¯à®áâà áâ¢¥ L(L,L)).

3.13. �ãáâì L ¨ M | «¨¥©ë¥ ¯à®áâà áâ¢   ¤ ¯®«¥¬ K ¨ «¨¥©ë¥ ®â®¡à -
¦¥¨ï

ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn ∈ L(L, M)
â ª®¢ë, çâ® ¤«ï ¥ª®â®à®£® ¢¥ªâ®à  a ∈ L á¨áâ¥¬ 

b1 = aϕ1, b2 = aϕ2, . . . , bn = aϕn

¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  L «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ . �®ª § âì, çâ® â®£¤  «¨¥©® ¥§ ¢¨-
á¨¬®© ¡ã¤¥â ¨ á¨áâ¥¬ 

ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn

¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  L(L,M).

4. �¨¥© ï § ¢¨á¨¬®áâì á¨áâ¥¬ ¢¥ªâ®à®¢ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢ . � -
§¨á.

I. �â ¤ àâë¥ ¢ëç¨á«¨â¥«ìë¥ § ¤ ç¨ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ Kn.
I.4.1. � å®¦¤¥¨¥ ¡ §¨á  ¨ à §¬¥à®áâ¨ «¨¥©®© ®¡®«®çª¨ ¤ ®© á¨áâ¥¬ë ¢¥ª-

â®à®¢.
� ©â¨ ¡ §¨á ¨ à §¬¥à®áâì ¯®¤¯à®áâà áâ¢  ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®£® ª®®à¤¨ â®£® ¯à®-

áâà áâ¢  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© à §¬¥à®áâ¨, ¯®à®¦¤¥®£® ¤ ®© á¨áâ¥¬®© ¢¥ªâ®à®¢.
 ) (1, 2, 2,−1), (2, 3, 2, 5), (−1, 4, 3,−1), (2, 9, 3, 5);
¡) (−3, 1, 5, 3, 2), (2, 3, 0, 1, 0), (1, 2, 3, 2, 1), (3,−5,−1,−3,−1), (3, 0, 1, 0, 0);
¢) (−1, 1, 0, 1, 2), (3, 3, 2, 1, 0), (1, 2, 1, 1, 1), (2, 1, 1, 0,−1).
4.2. �ª«îç¥¨¥ «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®© á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  ¢ ¥£®

¡ §¨á. � å®¦¤¥¨¥ ¯àï¬®£® ¤®¯®«¥¨ï ¤«ï ¤ ®£® ¯®¤¯à®áâà áâ¢ .
4.3. �ëç¨á«¥¨¥ à §¬¥à®áâ¨ áã¬¬ë ¨ ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ¤¢ãå ¯®¤¯à®áâà áâ¢.
� ©â¨ à §¬¥à®áâì áã¬¬ë ¨ ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ¯®¤¯à®áâà áâ¢ A¨ B ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®£®

ª®®à¤¨ â®£® ¯à®áâà áâ¢  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© à §¬¥à®áâ¨, ¯®à®¦¤¥ëå á¨áâ¥¬ ¬¨
¢¥ªâ®à®¢ a1, a2, . . . , am ¨ b1, b2, . . . , bm á®®â¢¥âáâ¢¥®.

 ) a1 = (1, 2, 0, 1), a2 = (2, 1, 3,−1), a3 = (1, 1, 1, 0),
b1 = (1, 0, 1, 0), b2 = (1, 0, 2,−1);
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¡) a1 = (1, 1, 1, 1), a2 = (1,−1, 1,−1), a3 = (1, 3, 1, 3),
b1 = (1, 2, 0, 2), b2 = (1, 2, 1, 2), b3 = (3, 1, 3, 1).

4.4. � å®¦¤¥¨¥ á¨áâ¥¬ë «¨¥©ëå ®¤®à®¤ëå ãà ¢¥¨©, ¬®¦¥áâ¢® à¥è¥¨©
ª®â®à®© á®¢¯ ¤ ¥â á ¤ ë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬.

4.5. � å®¦¤¥¨¥ ¡ §¨á  áã¬¬ë ¨ ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ¤¢ãå ¯®¤¯à®áâà áâ¢.

4.6. � å®¦¤¥¨¥ ¡ §¨á®¢ ®¡à §  ¨ ï¤à  ¨ ¢ëç¨á«¥¨¥ à £  ¨ ¤¥ä¥ªâ  «¨¥©®£®
®â®¡à ¦¥¨ï.

II. � ¤ ç¨   ¨áá«¥¤®¢ ¨¥ ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®

4.7. � ©â¨ ¢á¥ § ç¥¨ï λ, ¯à¨ ª®â®àëå ¨§ «¨¥©®© ¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ á¨áâ¥¬ë a, b
¢¥ªâ®à®¢ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L á«¥¤ã¥â «¨¥© ï ¥§ ¢¨á¨¬®áâì á¨áâ¥¬ë λa +
b, a + λb.

4.8. �®ª § âì, çâ® á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ® á¨áâ¥¬¥ S = (a1, a2, . . . , an) ¢¥ªâ®à®¢
«¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L à ¢®á¨«ìë:

 ) á¨áâ¥¬  S «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ ;
¡) å®âï ¡ë ®¤¨ ¢¥ªâ®à ¯à®áâà áâ¢  L ®¤®§ ç® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã S;
¢) ¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à ¨§ «¨¥©®© ®¡®«®çª¨ á¨áâ¥¬ë S ®¤®§ ç® ¢ëà ¦ ¥âáï

ç¥à¥§ íâã á¨áâ¥¬ã.

4.9. �ãáâì M | ¯®¤¯à®áâà áâ¢® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L ¨ a1, a2, . . . , am

| ¡ §¨á ¯®¤¯à®áâà áâ¢  M . �®ª § âì, çâ® ¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à b ∈ L ¢å®¤¨â ¢
¯®¤¯à®áâà áâ¢® M â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  á¨áâ¥¬  a1, a2, . . . , am, b «¨¥©®
§ ¢¨á¨¬ .

4.10. �ãáâì a, b, c | «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ «¨¥©®£® ¯à®áâà -
áâ¢  L. �ëïá¨âì, ï¢«ïîâáï «¨ ¥§ ¢¨á¨¬ë¬¨ á«¥¤ãîé¨¥ á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ íâ®£®
¯à®áâà áâ¢ :

 ) a, a + b, a + b + c;
¡) a− b, b− c, c− a;
¢) a + b, b + c, c + a;
£) αa− βb, γb− αc, βc− γa;

4.11. �ãáâì á¨áâ¥¬ë

a1, a2, . . . , am ¨ b1, b2, . . . , bm

¢¥ªâ®à®¢ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L íª¢¨¢ «¥âë. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ ®¤  ¨§ ¨å
«¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ , â® ¨ ¤àã£ ï ¤®«¦  ¡ëâì «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®©.

4.12. �ãáâì á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢

a1, a2, . . . , am ¨ b1, b2, . . . , bn
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«¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L ¨¬¥îâ ®¤¨ ª®¢ë¥ à £¨. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ ®¤  ¨§ ¨å
«¨¥©® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ ¤àã£ãî, â® íâ¨ á¨áâ¥¬ë íª¢¨¢ «¥âë.

4.13. �ãáâì A ¨ B | ¯®¤¯à®áâà áâ¢  «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L, a1, a2, . . . , am

| ¡ §¨á ¯à®áâà áâ¢  A, b1, b2, . . . , bn | ¡ §¨á ¯à®áâà áâ¢  B.
1) �®ª § âì, çâ®  ©¤¥âáï  âãà «ì®¥ ç¨á«® s, 0 ≤ s ≤ n â ª®¥, çâ® (¯à¨ ¯®¤å®-

¤ïé¥© ¯¥à¥ã¬¥à æ¨¨ á¨áâ¥¬ë b1, b2, . . . , bm) á¨áâ¥¬ 

a1, a2, . . . , am, b1, b2, . . . , bs

ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  A + B.
2) �ëà §¨¬ ç¥à¥§ íâ®â ¡ §¨á ®áâ «ìë¥ ¢¥ªâ®àë bs+1, bs+2, . . . , bn ¡ §¨á  ¯®¤¯à®-

áâà áâ¢  B,

bi = αi1a1 + αi2a2 + · · ·+ αimam + βi1b1 + · · ·+ βisbs (i = s + 1, . . . , n),

¨ ¤«ï ª ¦¤®£® i = s + 1, . . . , n ¯®« £ ¥¬

ci = αi1a1 + αi2a2 + · · ·+ αimam.

�®ª § âì, çâ® á¨áâ¥¬  cs+1, cs+2, . . . , cn ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ ¯¥à¥á¥ç¥¨ï A ∩B ¯®¤¯à®-
áâà áâ¢ A ¨ B.

4.14. �®ª § âì, çâ® ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® M ¯à®áâà áâ¢  n-¬¥à®£®
ª®®à¤¨ â®£® ¯à®áâà áâ¢  Kn á®¢¯ ¤ ¥â á ¬®¦¥áâ¢®¬ ¢á¥å à¥è¥¨© ¥ª®â®à®©
á¨áâ¥¬ë «¨¥©ëå ®¤®à®¤ëå ãà ¢¥¨©. �«ï íâ®£®

�§ïâì ¥ª®â®àë© ¡ §¨á a1, a2, . . . , ar ¯®¤¯à®áâà áâ¢  M ,

a1 = (α11, α12, . . . , α1n)
a2 = (α21, α22, . . . , α2n)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ar = (αr1, αr2, . . . , αrn),

¨ à áá¬®âà¥âì á«¥¤ãîéãî á¨áâ¥¬ã «¨¥©ëå ®¤®à®¤ëå ãà ¢¥¨©:




α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1nxn = 0
α21x1 + α22x2 + · · ·+ α2nxn = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αr1x1 + αr2x2 + · · ·+ αrnxn = 0.

�®ª § âì, çâ® ¥¥ äã¤ ¬¥â «ì ï á¨áâ¥¬  à¥è¥¨© á®áâ®¨â ¨§ n−r ¢¥ªâ®à®¢. �ãáâì

b1 = (β11, β12, . . . , β1n)
b2 = (β21, β22, . . . , β2n)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

bn−r = (βn−r,1, βn−r,2, . . . , βn−r,n)
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| äã¤ ¬¥â «ì ï á¨áâ¥¬  à¥è¥¨© íâ®© á¨áâ¥¬ë. �®ª § âì, çâ® â®£¤  ¯®¤¯à®-
áâà áâ¢® M á®á¯ ¤ ¥â á ¬®¦¥áâ¢®¬ à¥è¥¨© á¨áâ¥¬ë ãà ¢¥¨©





β11 x1 + β12 x2 + · · ·+ β1n xn = 0
β21 x1 + β22 x2 + · · ·+ β2n xn = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

βn−r,1x1 + βn− r, 2x2 + · · ·+ βn−r,nxn = 0.

4.15. � ©â¨ à §¬¥à®áâì «¨¥©®© ®¡®«®çª¨ á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢

a1 = (1, 1, 1, λ), a2 = (2, 2, 2, λ), a3 = (3, 3, 3, λ), a4 = (4, 4, 4, 4)

¯à®áâà áâ¢  R4. �ãé¥áâ¢ã¥â «¨ ¡ §¨á íâ®© «¨¥©®© ®¡®«®çª¨, ¥ § ¢¨áïé¨© ®â
¯ à ¬¥âà  λ ?

4.16. � ©â¨ ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â § ç¥¨ï ¯ à ¬¥âà  λ à §¬¥à®áâì ¯®¤¯à®áâà áâ¢ 
«¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  R4,  âïãâ®£®   ¢¥ªâ®àë

a1 = (1, 2, 1, 0), a2 = (1, 3, 1, 0), a3 = (2, 4, 1, 1), a4 = (5, 3, λ, 2).

�à¨ ª ª¨å § ç¥¨ïå ¯ à ¬¥âà  λ á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ a1, a2, a3, a4 ®¡à §ã¥â ¡ §¨á ¢ R4?
4.17. �®¤¯à®áâà áâ¢® L ¯à®áâà áâ¢  R4 ¯®à®¦¤ ¥âáï ¢¥ªâ®à ¬¨

a1 = (1, 1,−1, 1), a2 = (2, 1, 0, 1), a3 = (−1, 0, 1, 1), a4 = (1, 1, 1, λ).

� ©â¨ λ, ¥á«¨ ¨§¢¥áâ®, çâ® ¢¥ªâ®à b = (1, 1, 1, 1) ¥ ¢å®¤¨â ¢ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® L.
� ª®¢  ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ à §¬¥à®áâì L ?

4.18. �ãáâì L | ª®¥ç®¬¥à®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£®
¯®¤¯à®áâà áâ¢  A ¯à®áâà áâ¢  L  ©¤¥âáï â ª®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® B ¯à®áâà áâ¢ 
L, çâ® L = A⊕B.

5. �®®à¤¨ âë, ¬ âà¨æ  ¯¥à¥å®¤ .
�à®¢¥àª  â®£®, çâ® ª ¦¤ ï ¨§ ¤¢ãå ¤ ëå á¨áâ¥¬ ¢¥ªâ®à®¢ ¨§ Kn á®áâ ¢«ï¥â

¡ §¨á,  å®¦¤¥¨¥ ¬ âà¨æë ¯¥à¥å®¤  ®â ®¤®£® ª ¤àã£®¬ã ¨ ¯à®¢¥àª  ¢ëç¨á«¥¨¥¬
ª®®à¤¨ â ª®ªà¥â®£® ¢¥ªâ®à .
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6. � âà¨æ  «¨¥©®£® ®â®¡à ¦¥¨ï.
�ëç¨á«¥¨¥ ¬ âà¨æë «¨¥©ëå ®â®¡à ¦¥¨©, § ¤ ëå ¯à ¢¨« ¬¨ ¢ëç¨á«¥¨ï

®¡à § . �ëç¨á«¥¨¥ ®¡à §®¢ ¢¥ªâ®à®¢ ®â®á¨â¥«ì® ®â®¡à ¦¥¨ï, § ¤ ®£® ¬ âà¨-
æ¥©.

6.1. �ãáâì ®¯¥à â®à ϕ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  R3 ¯¥à¥¢®¤¨â ¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ª-
â®à (α, β, γ) íâ®£® ¯à®áâà áâ¢  ¢ ¢¥ªâ®à (α + β − 2γ, 2α− β + γ, α− 2β + 3γ).

1) � ©â¨ ¬ âà¨æã ®¯¥à â®à  ϕ ¢ áâ ¤ àâ®¬ ¡ §¨á¥ ¯à®áâà áâ¢  R3 ¨ ¢ëç¨á-
«¨âì ¤¢ã¬ï á¯®á®¡ ¬¨ ®¡à § ®â®á¨â¥«ì® ϕ ¢¥ªâ®à  a = (2, 3,−1), ¢®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì
¨áå®¤ë¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ ¨ ®á®¢ë¬ á¢®©áâ¢®¬ ¬ âà¨æë «¨¥©®£®
®â®¡à ¦¥¨ï.

2) � ©â¨ à £ ¨ ¤¥ä¥ªâ, ¡ §¨áë ®¡à §  ¨ ï¤à  ®¯¥à â®à  ϕ.
6.2. �ãáâì ®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ ∈ L(L,M) § ¤ ® ãª § ¨¥¬ ®¡à §®¢ í«¥¬¥â®¢ ¡ §¨á 

S = (a1, a2, . . . , ar) ¯à®áâà áâ¢  L, ¢ëà ¦¥ëå ¢ ¢¨¤¥ «¨¥©ëå ª®¬¡¨ æ¨© ¡ §¨á 
S′ = (b1, ab, . . . , bs) ¯à®áâà áâ¢  M . �à¥¡ã¥âáï ¢ë¯¨á âì ¬ âà¨æã íâ®£® ®â®¡à ¦¥¨ï.

7. �¢ à¨ âë¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ . �®¡áâ¢¥ë¥ ¢¥ªâ®àë ¨ á®¡áâ¢¥-
ë¥ § ç¥¨ï «¨¥©®£® ®¯¥à â®à .

7.1. �®ª § âì, çâ® áã¬¬  ¨ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ϕ-¨¢ à¨ âëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ï¢«ï-
îâáï ϕ-¨¢ à¨ âë¬¨ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ¬¨.

7.2. �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L. �®ª § âì, çâ® ¢á¥ ¯®¤¯à®-
áâà áâ¢  ¯à®áâà áâ¢  L ¨¢ à¨ âë ®â®á¨â¥«ì® ϕ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
ϕ ï¢«ï¥âáï £®¬®â¥â¨¥©.

7.3. �ãáâì A | ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¯à®áâà áâ¢  L, ¯®à®¦¤¥®¥ ¥ã«¥¢ë¬ ¢¥ªâ®-
à®¬ a ∈ L. �®ª § âì, çâ® A ¨¢ à¨ â® ®â®á¨â¥«ì® ®¯¥à â®à  ϕ ¯à®áâà áâ¢  L
â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢¥ªâ®à a ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ®¯¥à â®à  ϕ.

7.4. �ãáâì L | «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®  ¤ ¯®«¥¬ K ¨ ϕ ∈ L(L). �á«¨ ¤«ï ¥ª®â®-
à®£® λ ∈ K ¯®¤¯à®áâà áâ¢® A ¯à®áâà áâ¢  L á®¤¥à¦¨â Im(ϕ−λι), â® A ¨¢ à¨ â®
®â®á¨â¥«ì® ϕ.

7.5. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ ¢ n-¬¥à®¬ «¨¥©®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ L áãé¥áâ¢ã¥â å®âï
¡ë ®¤¨ á®¡áâ¢¥ë© ¢¥ªâ®à ®¯¥à â®à  ϕ ∈ L(L), â® ¢ L ¥áâì (n − 1)-¬¥à®¥ ϕ-
¨¢ à¨ â®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®.

7.6. �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à ª®¥ç®¬¥à®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L  ¤ ¯®«¥¬
K ¨ ¯ãáâì å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ®¯¥à â®à  ϕ ¥¯à¨¢®¤¨¬  ¤ K. �®ª § âì,
çâ® ¯à®¨§¢®«ì®¥ ϕ-¨¢ à¨ â®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¯à®áâà áâ¢  L á®¢¯ ¤ ¥â «¨¡® á
L, «¨¡® á ã«¥¢ë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬.

7.7. �ãáâì λ | k-ªà âë© ª®à¥ì å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ¬®£®ç«¥  ®¯¥à â®à  ϕ
ª®¥ç®¬¥à®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ a1, a2, . . . , am |
«¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ ï á¨áâ¥¬  á®¡áâ¢¥ëå ¢¥ªâ®à®¢ ®¯¥à â®à  ϕ, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨å
á®¡áâ¢¥®¬ã § ç¥¨î λ, â® m ≤ k.
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7.8. �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L  ¤ ¯®«¥¬ K, a ¨ b | á®¡-
áâ¢¥ë¥ ¢¥ªâ®àë ®¯¥à â®à  ϕ, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨¥ à §«¨çë¬ á®¡áâ¢¥ë¬ § ç¥¨ï¬.
�®ª § âì, çâ® ¥á«¨ α ¨ β | ¥ã«¥¢ë¥ áª «ïàë ¨§ K, â® ¢¥ªâ®à αa + βb ¥ ï¢«ï¥âáï
á®¡áâ¢¥ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ®¯¥à â®à  ϕ.

7.9. �ãáâì ®¯¥à â®à ϕ «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L ®¡à â¨¬. �®ª § âì, çâ® ¢áïª¨©
á®¡áâ¢¥ë© ¢¥ªâ®à ®¯¥à â®à  ϕ ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ¨ ®¯¥à â®à  ϕ−1.

7.10. �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à ¯à®áâà áâ¢  L  ¤ ¯®«¥¬ K ¨ ¯ãáâì a | á®¡áâ¢¥ë©
¢¥ªâ®à ®¯¥à â®à  ϕ, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨© á®¡áâ¢¥®¬ã § ç¥¨î λ. �®ª § âì, çâ® ¤«ï
«î¡®£® ¬®£®ç«¥  f(x) ∈ K[x] ¢¥ªâ®à a ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ®¯¥à â®à 
ϕ, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨¬ á®¡áâ¢¥®¬ã § ç¥¨î f(λ).

7.11. �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L ¨ ¯ãáâì áª «ïà λ2 ï¢«ï¥âáï
á®¡áâ¢¥ë¬ § ç¥¨¥¬ ®¯¥à â®à  ϕ2. �®ª § âì, çâ® å®âï ¡ë ®¤¨ ¨§ áª «ïà®¢ λ ¨
−λ ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥ë¬ § ç¥¨¥¬ íâ®£® ®¯¥à â®à .

7.12. �ãáâì ®¯¥à â®à ϕ n-¬¥à®£® «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  ¨¬¥¥â n ¯®¯ à® à §-
«¨çëå á®¡áâ¢¥ëå § ç¥¨© λ1, λ2, . . . , λn. �®ª § âì, çâ® ¯à®¨§¢®«ìë© ®¯¥à â®à
ψ, ¯¥à¥áâ ®¢®çë© á ϕ, ¤¨ £® «¨§¨àã¥¬. �«ï íâ®£® ¯®ª § âì, çâ® ¯à®¨§¢®«ìë©
á®¡áâ¢¥ë© ¢¥ªâ®à ®¯¥à â®à  ϕ ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ¨ ®¯¥à â®à  ψ.

7.13. �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L ¨ ¯ãáâì f(x) | ¬¨¨¬ «ìë©
 ã«ïâ®à ¢¥ªâ®à  a ∈ L, g(x) | ¬¨¨¬ «ìë©  ã«ïâ®à ¢¥ªâ®à  b ∈ L. �®ª § âì,
çâ® ¥á«¨ ¬®£®ç«¥ë f(x) ¨ g(x) ¢§ ¨¬® ¯à®áâë, â® ¬¨¨¬ «ìë©  ã«ïâ®à ¢¥ªâ®à 
a + b à ¢¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨î f(x)g(x).

7.14. �®ª § âì, çâ® ¯à®¨§¢®«ìë©  ã«ïâ®à ®¯¥à â®à  ϕ ¤¥«¨âáï   ¥£® ¬¨¨-
¬ «ìë©  ã«ïâ®à.

7.15. �®ª § âì, çâ® ®¯¥à â®à ϕ ®¡à â¨¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  á¢®¡®¤ë©
ç«¥ ¥£® ¬¨¨¬ «ì®£®  ã«ïâ®à  ®â«¨ç¥ ®â ã«ï.

7.16. �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L  ¤ ¯®«¥¬ K, ¨ λ ∈ K | á®¡-
áâ¢¥®¥ § ç¥¨¥ ®¯¥à â®à  ϕ. �¥®¬¥âà¨ç¥áª®© ªà â®áâìî λ  §®¢¥¬ à §¬¥à®áâì
¯®¤¯à®áâà áâ¢  M(λ) =

{
a ∈ L

∣∣ aϕ = λa
}

. �®ª § âì, çâ® ®¯¥à â®à ϕ ¤¨ £® «¨-
§¨àã¥¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ª®£¤  ¥£® å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ à áª« -
¤ë¢ ¥âáï  ¤ ¯®«¥¬ K   «¨¥©ë¥ ¬®¦¨â¥«¨ ¨ ªà â®áâì ª ¦¤®£® ¥£® ª®àï λ
á®¢¯ ¤ ¥â á ¥£® £¥®¬¥âà¨ç¥áª®© ªà â®áâìî.

7.17. �ãáâì ϕ | ®¯¥à â®à «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  L  ¤ ¯®«¥¬ K. �«ï ¯à®¨§-
¢®«ì®£® λ ∈ K ¯®« £ ¥¬ M(λ) =

{
a ∈ L

∣∣ aϕ = λa
}

. �®ª § âì, çâ®
1) M(λ) ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢  L;
2) ¤«ï «î¡®£® ®¯¥à â®à  ψ, ¯¥à¥áâ ®¢®ç®£® á ϕ, M(λ) ¨¢ à¨ â® ®â®á¨-

â¥«ì® ψ;
3) ¥á«¨ λ1 6= λ2, â® M(λ1 ∩M(λ2) = {0}.
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8. �®à¤ ®¢  ®à¬ «ì ï ä®à¬  ¬ âà¨æë «¨¥©®£® ®¯¥à â®à .
�®à¥¢ë¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ,  å®¦¤¥¨¥ ¡ §¨á®¢ ª®à¥¢ëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢. �ë-

ç¨á«¥¨¥ ¦®à¤ ®¢®© ¬ âà¨æë «¨¥©®£® ®¯¥à â®à  ¨ ¦®à¤ ®¢  ¡ §¨á  ¯à®áâà -
áâ¢ .

9. �¨¥©ë¥ ¨ ¡¨«¨¥©ë¥ äãªæ¨¨
9.1. �ãáâì äãªæ¨ï f(x, y)   «¨¥©®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ R3 ®¯à¥¤¥«¥  ¯® ¯à ¢¨«ã

f(a, b) = α1β1 + 2α2β2 − α3β3, £¤¥ a = (α1, α2, α3), b = (β1, β2, β3) | ¯à®¨§¢®«ìë¥
í«¥¬¥âë ¨§ R3. �®ª § âì, çâ® äãªæ¨ï f(x, y) ¡¨«¨¥© . � ©â¨ ¥¥ ¬ âà¨æã ¢ ¥áâ¥áâ-
¢¥®¬ ¡ §¨á¥ ¯à®áâà áâ¢  R3.

9.2. �ãáâì f(x, y) | ¡¨«¨¥© ï äãªæ¨ï   «¨¥©®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ L, ϕ |
«¨¥©ë© ®¯¥à â®à íâ®£® ¯à®áâà áâ¢ . �®ª § âì, çâ® äãªæ¨ï g(x, y), ®¯à¥¤¥«¥ ï
  ¯à®áâà áâ¢¥ L ¯® ¯à ¢¨«ã g(a, b) = f(aϕ, b) (a, b ∈ L), ¡¨«¨¥© .

9.3. �ãáâì u(x) ¨ v(x) | «¨¥©ë¥ äãªæ¨® «ë   «¨¥©®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ L.
�®ª § âì, çâ® äãªæ¨ï f(x, y), ®¯à¥¤¥«¥ ï   L ¯® ¯à ¢¨«ã f(a, b) = u(a) · v(b)
(a, b ∈ L), ¡¨«¨¥© .

9.4. �ãáâì f(x, y) | á¨¬¬¥âà¨ç ï ¡¨«¨¥© ï äãªæ¨ï   «¨¥©®¬ ¯à®áâà -
áâ¢¥ L. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡ëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢ M ¨ N ¯à®áâà áâ¢  L

1) (M + N)⊥ = M⊥ ∩N⊥;
2) (M ∩N)⊥ ⊇ M⊥ + N⊥;
3) M ⊆ (M⊥)⊥.
9.5. �ãáâì f(x, y) | ¡¨«¨¥© ï äãªæ¨ï, § ¤  ï ¢ ¡ §¨á¥ e1, e2 ¯à®áâà áâ¢ 

L ¬ âà¨æ¥©
(

1 1
1 1

)
. �ãáâì M ¨ N | ¯®¤¯à®áâà áâ¢  ¯à®áâà áâ¢  L, ¯®à®¦¤¥ë¥

¢¥ªâ®à ¬¨ e1 ¨ e2 á®®â¢¥âáâ¢¥®. � ©â¨ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  M⊥, N⊥ ¨ ¯®ª § âì, çâ®
(M ∩N)⊥ 6= M⊥ + N⊥ ¨ M 6= (M⊥)⊥.

9.6. �¨«¨¥© ï äãªæ¨ï f(x, y) § ¤   ¢ ¥áâ¥áâ¢¥®¬ ¡ §¨á¥ ¯à®áâà áâ¢  R4

¬ âà¨æ¥© 


1 2 0 1
2 0 1 −1
0 1 −1 0
1 −1 0 1


 .

� ©â¨ ®àâ®£® «ìë© ¡ §¨á ¯à®áâà áâ¢  ¨ ¢ëç¨á«¨âì á¨£ âãàã äãªæ¨¨ f(x, y).
9.7. �ãáâì f(x, y) | á¨¬¬¥âà¨ç ï ¡¨«¨¥© ï äãªæ¨ï   «¨¥©®¬ ¯à®áâà -

áâ¢¥ L. �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ ®àâ®£® «ì ï á¨áâ¥¬  a1, a2, . . . an ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢ 
L «¨¥©® § ¢¨á¨¬ , â® å®âï ¡ë ®¤¨ ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ íâ®© á¨áâ¥¬ë ¨§®âà®¯¥.
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9.8. �ãáâì L | ª®¥ç®¬¥à®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®  ¤ ¯®«¥¬ K. �«ï ¯à®¨§-
¢®«ìëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ A ⊆ L ¨ F ⊆ L∗ ¯®« £ ¥¬

N0(A) =
{
f ∈ L∗

∣∣ (∀a ∈ A)(f(a) = 0)
}

¨ N∗(F ) =
{
a ∈ L

∣∣ (∀f ∈ F )(f(a) = 0)
}
.

1) �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡ëå A ⊆ L ¨ F ⊆ L∗ N0(A) ¨ N∗(F ) | ¯®¤¯à®áâà áâ¢ 
¯à®áâà áâ¢ L∗ ¨ L á®®â¢¥âáâ¢¥®.

2) �®ª § âì, çâ® ¥á«¨ A ¨ F | ¯®¤¯à®áâà áâ¢  ¯à®áâà áâ¢ L ¨ L∗ á®®â¢¥â-
áâ¢¥®, â® N∗(N0(A)) = A ¨ N0(N∗(F )) = F .

9.9. �à¥¤¯®« £ ï ®¡®§ ç¥¨ï ¯à¥¤ë¤ãé¥© § ¤ ç¨, ¤®ª § âì, çâ® ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì-
ëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢ A ¨ B ª®¥ç®¬¥à®£® ¯à®áâà áâ¢  L ¨ ¯à®¨§¢®«ìëå ¯®¤¯à®-
áâà áâ¢ F ¨ G ¯à®áâà áâ¢  L∗

1) N0(A + B) = N0(A) ∩N0(B) ¨ N∗(F + G) = N∗(F ) ∩N∗(G).
2) dimA + dimN0(A) = dimL ¨ dimF + dimN∗(F ) = dimL.
9.10. �ãáâì L ¨ M | ª®¥ç®¬¥àë¥ «¨¥©ë¥ ¯à®áâà áâ¢   ¤ ¯®«¥¬ K ¨

ϕ : L → M | «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥. �«ï «î¡®£® äãªæ¨® «  f ∈ M∗ ®¯à¥¤¥«¨¬
®â®¡à ¦¥¨¥ fϕ : L → K, ¯®« £ ï ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ¢¥ªâ®à  a ∈ L fϕ(a) = f(aϕ).
�®ª § âì, çâ®

1) fϕ ∈ L∗;
2) ®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ∗ : M∗ → L∗, á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ äãªæ¨® «ã f ∈ M∗ äãªæ¨®-

 « fϕ ∈ L∗, «¨¥©®;
3) ®â®¡à ¦¥¨¥ σ : L(L,M) → L(M∗, L∗), á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ «¨¥©®¬ã ®â®¡à ¦¥-

¨î ϕ ∈ L(L,M) ®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ∗ ∈ L(M∗, L∗), «¨¥©®.
�ãáâì A | ¬ âà¨æ  ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ ∈ L(L,M) ¢ ¡ §¨á å S1 ¨ S2 ¯à®áâà áâ¢ L ¨

M á®®â¢¥âáâ¢¥®. � ©â¨ ¬ âà¨æã ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ∗ ¢ á®¯àï¦¥ëå ¡ §¨á å S∗2 ¨ S∗1 .
9.11. �ãáâì f(x, y) | ¡¨«¨¥© ï äãªæ¨ï   «¨¥©®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ L. �«ï

¯à®¨§¢®«ì®£® ¢¥ªâ®à  a ∈ L ®¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥¨¥ fa ¯à®áâà áâ¢  L ¢ ¯®«¥ K,
¯®« £ ï ¤«ï x ∈ L fa(x) = f(a, x).

1) �®ª § âì, çâ® fa ∈ L∗.
2) �®ª § âì, çâ® ®â®¡à ¦¥¨¥ ϕ : L → L∗, á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ ¢¥ªâ®àã a ∈ L äãª-

æ¨® « fa, ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬.
3) �á«¨ A | ¬ âà¨æ  äãªæ¨¨ f(x, y) ¢ ¡ §¨á¥ S ¯à®áâà áâ¢  L, â® A ï¢«ï¥âáï

¨ ¬ âà¨æ¥© ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ ¢ ¡ §¨á å S ¨ S∗ ¯à®áâà áâ¢ L ¨ L∗.
9.12. � ®¡®§ ç¥¨ïå § ¤ ç 11 ¨ 8 ¯®ª § âì, çâ® ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ¯®¤¯à®áâà -

áâ¢  M ¯à®áâà áâ¢  L ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢® M⊥ = N∗(Mϕ).
�¤à® ®â®¡à ¦¥¨ï ϕ  §ë¢ ¥âáï ï¤à®¬ äãªæ¨¨ f(x, y). �ãªæ¨ï f(x, y)  §ë-

¢ ¥âáï ¥¢ëà®¦¤¥®©, ¥á«¨ ¥¥ ï¤à® ï¢«ï¥âáï ã«¥¢ë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬.
9.13. �ãáâì f(x, y) | á¨¬¬¥âà¨ç ï ¡¨«¨¥© ï äãªæ¨ï   «¨¥©®¬ ¯à®áâà -

áâ¢¥ L. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡ëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢ A ¨ B ¯à®áâà áâ¢  L
1) (A⊥)⊥ = A;
2) (A ∩B)⊥ = A⊥ + B⊥.


	lag-0-0
	lag-0-1
	lag1-15
	lag2-15
	lag3-15
	lag4-15
	lag5-15
	lag6-15
	lag7-15
	lag8-15
	lag9-15
	lag91-15

