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�®ª § ­®, çâ® ¤«ï «î¡®£® ­¥¯ãáâ®£® á®¡áâ¢¥­­®£® ¯®¤¬­®-
¦¥áâ¢  π ¬­®¦¥áâ¢  ¢á¥å ¯à®áâëå ç¨á¥« ª®­¥ç­® ¯®à®¦¤¥­­ ï
­¨«ì¯®â¥­â­ ï £àã¯¯   ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬  ®â­®á¨â¥«ì­® á®¯àï-
¦¥­­®áâ¨ ª®­¥ç­ë¬¨ π-£àã¯¯ ¬¨ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
¥¥ ¯¥à¨®¤¨ç¥áª ï ç áâì ï¢«ï¥âáï π-£àã¯¯®©,   ä ªâ®à-£àã¯¯ 
¯® ¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© ç áâ¨  ¡¥«¥¢ .

It is proved that for any non-empty proper subset π of the set of
all primes a �nitely generated nilpotent group is conjugacy separ-
able in the class of �nite π-groups if and only if the torsion subgroup
of it is a �nite π-group and the quotient group by the torsion
subgroup is abelian.

1. � ¯®¬­¨¬, çâ® ¥á«¨ K | ­¥ª®â®àë© ª« áá £àã¯¯, â® £àã¯¯  G
­ §ë¢ ¥âáï K- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®©, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® ­¥¥¤¨­¨ç­®£® í«¥-
¬¥­â  a íâ®© £àã¯¯ë ­ ©¤¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬ £àã¯¯ë G ­  ­¥ª®â®àãî
£àã¯¯ã X, ¯à¨­ ¤«¥¦ éãî ª« ááã K (¨«¨, ª®à®ç¥, K-£àã¯¯ã), ¯à¨
ª®â®à®¬ ®¡à § í«¥¬¥­â  a ®â«¨ç¥­ ®â ¥¤¨­¨æë. �àã¯¯  G ­ §ë¢ ¥âáï
K- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®© ®â­®á¨â¥«ì­® á®¯àï¦¥­­®áâ¨, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå
í«¥¬¥­â®¢ a ¨ b íâ®© £àã¯¯ë, ­¥ á®¯àï¦¥­­ëå ¢ ­¥©, ­ ©¤¥âáï £®¬®-
¬®àä¨§¬ £àã¯¯ë G ­  ­¥ª®â®àãî K-£àã¯¯ã X, ®¡à §ë í«¥¬¥­â®¢ a ¨
b ®â­®á¨â¥«ì­® ª®â®à®£® ­¥ á®¯àï¦¥­ë ¢ X.

�ç¥¢¨¤­®, çâ® ¯à®¨§¢®«ì­ ï £àã¯¯ , K- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬ ï ®â­®-
á¨â¥«ì­® á®¯àï¦¥­­®áâ¨, ï¢«ï¥âáï K- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®©. �®áª®«ìªã
®¡à â­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ­¥ ï¢«ï¥âáï á¯à ¢¥¤«¨¢ë¬,
¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¨­â¥à¥á ­ å®¦¤¥­¨¥ ª« áá®¢ £àã¯¯, K- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥-
¬®áâì ª®â®àëå ¢«¥ç¥â ¨å K- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®áâì ®â­®á¨â¥«ì­® á®¯àï-
¦¥­­®áâ¨. � ¨¡®«¥¥ ¨§ãç¥­­ë¬ (¨ åà®­®«®£¨ç¥áª¨ ¯¥à¢ë¬) §¤¥áì ï¢-
«ï¥âáï á«ãç ©, ª®£¤  K á®¢¯ ¤ ¥â á ª« áá®¬ F ¢á¥å ª®­¥ç­ëå £àã¯¯; ¢
íâ®¬ á«ãç ¥ £®¢®àïâ ® ä¨­¨â­®©  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®áâ¨ ¨ ® ä¨­¨â­®©
 ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®áâ¨ ®â­®á¨â¥«ì­® á®¯àï¦¥­­®áâ¨. � ª, �. �àî­¡¥à£
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[4] ¯®ª § «, çâ® ª®­¥ç­® ¯®à®¦¤¥­­ë¥ ­¨«ì¯®â¥­â­ë¥ £àã¯¯ë ä¨-
­¨â­®  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬ë,   § â¥¬ �. �«íª¡¥à­ [5] ãáâ ­®¢¨« ¨å ä¨-
­¨â­ãî  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®áâì ®â­®á¨â¥«ì­® á®¯àï¦¥­­®áâ¨. � ¤àã£®©
áâ®à®­ë, ¨§¢¥áâ­ ï â¥®à¥¬  �. �®««  ãâ¢¥à¦¤ ¥â ä¨­¨â­ãî  ¯¯à®ª-
á¨¬¨àã¥¬®áâì «î¡®© ª®­¥ç­® ¯®à®¦¤¥­­®© ¬¥â ¡¥«¥¢®© £àã¯¯ë, ­®
áãé¥áâ¢ã¥â ¯®áâà®¥­­ë© �. �. � à£ ¯®«®¢ë¬ ¨ �. �. �¨¬®è¥­ª® [1]
¯à¨¬¥à ª®­¥ç­® ¯®à®¦¤¥­­®© ¬¥â ¡¥«¥¢®© £àã¯¯ë, ­¥ ï¢«ïîé¥©áï
ä¨­¨â­®  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®© ®â­®á¨â¥«ì­® á®¯àï¦¥­­®áâ¨.

� â¥å á«ãç ïå, ª®£¤  ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ª« áá  £àã¯¯ ¤®ª § ­  F-
 ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®áâì ¨«¨ F- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®áâì ®â­®á¨â¥«ì­® á®¯-
àï¦¥­­®áâ¨, ¥áâ¥áâ¢¥­­® ¢®§­¨ª ¥â ¢®¯à®á, ¡ã¤ãâ «¨ íâ¨ £àã¯¯ë K-
 ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬ë¬¨ ¨«¨ K- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬ë¬¨ ®â­®á¨â¥«ì­® á®¯-
àï¦¥­­®áâ¨ ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ¯®¤ª« áá  K ª« áá  F . � ¨¡®«¥¥ ç áâ®
á íâ®© â®çª¨ §à¥­¨ï à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ª« áá Fp ¢á¥å ª®­¥ç­ëå p-
£àã¯¯. � ¯à¨¬¥à, ä¨­¨â­ ï  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®áâì ¯à®¨§¢®«ì­ëå á¢®-
¡®¤­ëå £àã¯¯ ãáâ ­®¢«¥­  ¢ à ¡®â¥ �. �. � «ìæ¥¢  [2]. �. �àî­-
¡¥à£ [4] ¤®ª § «, çâ® ¤«ï «î¡®£® ¯à®áâ®£® ç¨á«  p ª ¦¤ ï ª®-
­¥ç­® ¯®à®¦¤¥­­ ï ­¨«ì¯®â¥­â­ ï £àã¯¯  ¡¥§ ªàãç¥­¨ï ï¢«ï¥âáï
Fp- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®©. �âáî¤  ¨ ¨§ ¨§¢¥áâ­®© â¥®à¥¬ë �. � £­ãá 
®¡ N - ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®áâ¨ á¢®¡®¤­ëå £àã¯¯, £¤¥ N | ª« áá ¢á¥å ª®-
­¥ç­® ¯®à®¦¤¥­­ëå ­¨«ì¯®â¥­â­ëå £àã¯¯ ¡¥§ ªàãç¥­¨ï, á«¥¤ã¥â, çâ®
¤«ï «î¡®£® ¯à®áâ®£® ç¨á«  p ¯à®¨§¢®«ì­ ï á¢®¡®¤­ ï £àã¯¯  ï¢«ï-
¥âáï Fp- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®©,   Fp- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®áâì ®â­®á¨â¥«ì­®
á®¯àï¦¥­­®áâ¨ ¢á¥å á¢®¡®¤­ëå £àã¯¯ ¤®ª § ­  ¢ áâ âì¥ [3].

� ª â®«ìª® çâ® ®â¬¥ç «®áì, ¯à®¨§¢®«ì­ ï ª®­¥ç­® ¯®à®¦¤¥­­ ï
­¨«ì¯®â¥­â­ ï £àã¯¯  ¡¥§ ªàãç¥­¨ï ï¢«ï¥âáï Fp- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®©
¤«ï «î¡®£® ¯à®áâ®£® ç¨á«  p. �ª §ë¢ ¥âáï, â¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥, çâ® ¤«ï ¯à®-
¨§¢®«ì­®£® ¯à®áâ®£® ç¨á«  p ª®­¥ç­® ¯®à®¦¤¥­­ ï ­¨«ì¯®â¥­â­ ï
£àã¯¯  ¡¥§ ªàãç¥­¨ï ï¢«ï¥âáï Fp- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®© ®â­®á¨â¥«ì­®
á®¯àï¦¥­­®áâ¨ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®­   ¡¥«¥¢ . � ¤¥©áâ¢¨-
â¥«ì­®áâ¨, ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¥¥ ¡®«¥¥ ®¡é¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.

�¥®à¥¬ . �ãáâì π | á®¡áâ¢¥­­®¥ (­¥¯ãáâ®¥) ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®
¬­®¦¥áâ¢  ¢á¥å ¯à®áâëå ç¨á¥«. �®­¥ç­® ¯®à®¦¤¥­­ ï ­¨«ì¯®-
â¥­â­ ï £àã¯¯  G Fπ- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬  ®â­®á¨â¥«ì­® á®¯àï¦¥­-
­®áâ¨ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¥¥ ¯¥à¨®¤¨ç¥áª ï ç áâì τ(G)
ï¢«ï¥âáï Fπ-£àã¯¯®©,   ä ªâ®à-£àã¯¯  G/τ(G)  ¡¥«¥¢ .

(�¥à¥§ Fπ §¤¥áì ®¡®§­ ç ¥âáï ª« áá ¢á¥å ª®­¥ç­ëå π-£àã¯¯, â. ¥.
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¢á¥å ª®­¥ç­ëå £àã¯¯, ¯®àï¤ª¨ ª®â®àëå ¤¥«ïâáï «¨èì ­  ¯à®áâë¥
ç¨á« , ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¥ ¬­®¦¥áâ¢ã π.)

2. �®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë ­ ç­¥¬ á ®¤­®£® § ¬¥ç ­¨ï ®¡é¥£® å -
à ªâ¥à .

�ãáâì K | ­¥ª®â®àë© ª« áá £àã¯¯. � ¯®¬­¨¬, çâ® ¯®¤£àã¯¯  H
£àã¯¯ë G ­ §ë¢ ¥âáï K-®â¤¥«¨¬®©, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  a íâ®©
£àã¯¯ë, ­¥ ¯à¨­ ¤«¥¦ é¥£® ¯®¤£àã¯¯¥ H, ­ ©¤¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬ ϕ
£àã¯¯ë G ­  ­¥ª®â®àãî K-£àã¯¯ã â ª®©, çâ® aϕ /∈ Hϕ. �®à®è® ¨§-
¢¥áâ­®, çâ® ¥á«¨ ª« ááK £®¬®¬®àä­® § ¬ª­ãâ, â® ¤«ï «î¡®© ­®à¬ «ì-
­®© ¯®¤£àã¯¯ë N £àã¯¯ë G K- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®áâì ä ªâ®à-£àã¯¯ë
G/N à ¢­®á¨«ì­  K-®â¤¥«¨¬®áâ¨ ¯®¤£àã¯¯ë N . �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ®
¥á«¨ ª« áá K £®¬®¬®àä­® § ¬ª­ãâ, ­ á«¥¤áâ¢¥­¥­ ¨ § ¬ª­ãâ ®â­®-
á¨â¥«ì­® ¯àï¬ëå ¯à®¨§¢¥¤¥­¨© ª®­¥ç­®£® ç¨á«  á®¬­®¦¨â¥«¥©, â®
ä ªâ®à-£àã¯¯  K- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®© £àã¯¯ë ¯® «î¡®© ¥¥ ª®­¥ç­®©
­®à¬ «ì­®© ¯®¤£àã¯¯¥ K- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬ .

�«ï ä®à¬ã«¨à®¢ª¨  ­ «®£¨ç­ëå ãâ¢¥à¦¤¥­¨© ¤«ï á¢®©áâ¢  K- ¯-
¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®áâ¨ ®â­®á¨â¥«ì­® á®¯àï¦¥­­®áâ¨ ¡ã¤¥â á«ã¦¨âì á«¥-
¤ãîé¥¥ ¯®­ïâ¨¥.

�®¤¬­®¦¥áâ¢® M £àã¯¯ë G ­ §®¢¥¬ á®¯àï¦¥­­® K-®â¤¥«¨¬ë¬,
¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  a íâ®© £àã¯¯ë, ­¥ á®¯àï¦¥­­®£® ­¨ á ®¤­¨¬
í«¥¬¥­â®¬ ¨§ M , ­ ©¤¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬ ϕ £àã¯¯ë G ­  ­¥ª®â®àãî
K-£àã¯¯ã X â ª®©, çâ® ¢ £àã¯¯¥ X í«¥¬¥­â aϕ ­¥ á®¯àï¦¥­ ­¨ á
®¤­¨¬ í«¥¬¥­â®¬ ¨§ Mϕ. �­ ç¥ £®¢®àï, ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® M £àã¯¯ë G
ï¢«ï¥âáï á®¯àï¦¥­­® K-®â¤¥«¨¬ë¬, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  a ∈ G,
­¥ á®¯àï¦¥­­®£® ­¨ á ®¤­¨¬ í«¥¬¥­â®¬ ¨§ M , ­ ©¤¥âáï ­®à¬ «ì­ ï
¯®¤£àã¯¯  H £àã¯¯ë G â ª ï, çâ® ä ªâ®à-£àã¯¯  G/H ¢å®¤¨â ¢ K ¨ ¢
£àã¯¯¥ G í«¥¬¥­â a ­¥ á®¯àï¦¥­ ­¨ á ®¤­¨¬ í«¥¬¥­â®¬ ¨§ ¬­®¦¥áâ¢ 
MH.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 1. �ãáâì K | £®¬®¬®àä­® § ¬ª­ãâë© ª« áá
£àã¯¯. �«ï «î¡®© £àã¯¯ë G ¨ ¯à®¨§¢®«ì­®© ¥¥ ­®à¬ «ì­®© ¯®¤-
£àã¯¯ë N ä ªâ®à-£àã¯¯  G/N ï¢«ï¥âáï K- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®© ®â-
­®á¨â¥«ì­® á®¯àï¦¥­­®áâ¨ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ª ¦¤ë©
á¬¥¦­ë© ª« áá £àã¯¯ë G ¯® ¯®¤£àã¯¯¥ N á®¯àï¦¥­­® K-®â¤¥«¨¬.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª ¦¥¬ á­ ç « , çâ® ¥á«¨ ­¥ª®â®àë© á¬¥¦­ë©
ª« áá £àã¯¯ë G ¯® ¯®¤£àã¯¯¥ N ­¥ ï¢«ï¥âáï á®¯àï¦¥­­® K-®â¤¥«¨-
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¬ë¬, â® ä ªâ®à-£àã¯¯  G/N ­¥ ï¢«ï¥âáï K- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®© ®â­®-
á¨â¥«ì­® á®¯àï¦¥­­®áâ¨.

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¥á«¨ í«¥¬¥­â a £àã¯¯ë G ­¥ á®¯àï¦¥­ ­¨ á ®¤­¨¬
í«¥¬¥­â®¬ ¨§ á¬¥¦­®£® ª« áá  bN , â® í«¥¬¥­âë aN ¨ bN ä ªâ®à-
£àã¯¯ë G/N ­¥ á®¯àï¦¥­ë ¢ íâ®© £àã¯¯¥. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¥á«¨
¢ ª ¦¤®¬ £®¬®¬®àä­®¬ ®¡à §¥ £àã¯¯ë G, ï¢«ïîé¥¬áï K-£àã¯¯®©,
®¡à § í«¥¬¥­â  a á®¯àï¦¥­ á ®¡à §®¬ ­¥ª®â®à®£® í«¥¬¥­â  ¨§ ª« áá 
bN ¨ ¥á«¨ ϕ | £®¬®¬®àä¨§¬ £àã¯¯ë G/N ­  ­¥ª®â®àãî K-£àã¯¯ã
X, â® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¥áâ¥áâ¢¥­­®£® £®¬®¬®àä¨§¬  ε : G → G/N ¨
£®¬®¬®àä¨§¬  ϕ ®â®¡à ¦ ¥â £àã¯¯ã G ­  £àã¯¯ã X, ¨ ¯®â®¬ã ¤«ï
­¥ª®â®àëå í«¥¬¥­â®¢ g ∈ G ¨ c ∈ N ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢®

(g(εϕ))−1a(εϕ)g(εϕ) = (bá)(εϕ),

â. ¥. ((gN)ϕ)−1(aN)ϕ(gN)ϕ = (bN)ϕ. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ®¡à §ë í«¥¬¥­-
â®¢ aN ¨ bN ¯à¨ «î¡®¬ £®¬®¬®àä¨§¬¥ £àã¯¯ë G/N ­  ¯à®¨§¢®«ì­ãî
K-£àã¯¯ã ®ª §ë¢ îâáï á®¯àï¦¥­­ë¬¨.

�¡à â­®, ¯ãáâì ª ¦¤ë© á¬¥¦­ë© ª« áá £àã¯¯ë G ¯® ¯®¤£àã¯¯¥
N ï¢«ï¥âáï á®¯àï¦¥­­® K-®â¤¥«¨¬ë¬. �á«¨ í«¥¬¥­âë í«¥¬¥­âë aN
¨ bN ä ªâ®à-£àã¯¯ë G/N ­¥ á®¯àï¦¥­ë ¢ íâ®© £àã¯¯¥, â® ¢ £àã¯¯¥
G í«¥¬¥­â a ­¥ á®¯àï¦¥­ ­¨ á ®¤­¨¬ í«¥¬¥­â®¬ ¨§ á¬¥¦­®£® ª« áá 
bN , ¨ ¯®â®¬ã í«¥¬¥­â a ­¥ á®¯àï¦¥­ ¢ £àã¯¯¥ G ­¨ á ®¤­¨¬ í«¥-
¬¥­â®¬ ¨§ á¬¥¦­®£® ª« áá  bNH ¤«ï ­¥ª®â®à®© ­®à¬ «ì­®© ¯®¤-
£àã¯¯ë H £àã¯¯ë G, ä ªâ®à-£àã¯¯  G/H ¯® ª®â®à®© ¯à¨­ ¤«¥¦¨â
ª« ááã K. �â® ®§­ ç ¥â, çâ® í«¥¬¥­âë aNH ¨ bNH £®¬®¬®àä­®£® ®¡-
à §  G/NH £àã¯¯ë G/N ­¥ ï¢«ïîâáï á®¯àï¦¥­­ë¬¨. �áâ ¥âáï § ¬¥-
â¨âì, çâ® ¢¢¨¤ã £®¬®¬®àä­®© § ¬ª­ãâ®áâ¨ ª« áá  K ä ªâ®à-£àã¯¯ 
G/NH ' (G/H)/(NH/H) ï¢«ï¥âáï K-£àã¯¯®©.

�¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¨§ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 1 á«¥¤ã¥â
�à¥¤«®¦¥­¨¥ 2. �ãáâì ª« áá K £®¬®¬®àä­® § ¬ª­ãâ, ­ -

á«¥¤áâ¢¥­¥­ ¨ § ¬ª­ãâ ®â­®á¨â¥«ì­® ¯àï¬ëå ¯à®¨§¢¥¤¥­¨© ª®-
­¥ç­®£® ç¨á«  á®¬­®¦¨â¥«¥©. �á«¨ £àã¯¯  G K- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬ 
®â­®á¨â¥«ì­® á®¯àï¦¥­­®áâ¨, â® ¨ ä ªâ®à-£àã¯¯  G/N £àã¯¯ë
G ¯® «î¡®© ¥¥ ª®­¥ç­®© ­®à¬ «ì­®© ¯®¤£àã¯¯¥ N ï¢«ï¥âáï K-
 ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®© ®â­®á¨â¥«ì­® á®¯àï¦¥­­®áâ¨.

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¨§ ­ á«¥¤áâ¢¥­­®áâ¨ ª« áá  K ¨ ¥£® § ¬ª­ãâ®áâ¨
®â­®á¨â¥«ì­® ¯àï¬ëå ¯à®¨§¢¥¤¥­¨© ª®­¥ç­®£® ç¨á«  á®¬­®¦¨â¥«¥©
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á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ ¯à®¨§¢®«ì­®© £àã¯¯¥ G á¥¬¥©áâ¢® ¢á¥å ¥¥ ­®à¬ «ì-
­ëå ¯®¤£àã¯¯, ä ªâ®à-£àã¯¯ë ¯® ª®â®àë¬ ¯à¨­ ¤«¥¦ â ª« ááã K,
§ ¬ª­ãâ® ®â­®á¨â¥«ì­® ª®­¥ç­ëå ¯¥à¥á¥ç¥­¨©. �âáî¤ , ¢ á¢®î ®ç¥-
à¥¤ì, á«¥¤ã¥â, çâ® ¥á«¨ £àã¯¯  G K- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬  ®â­®á¨â¥«ì­®
á®¯àï¦¥­­®áâ¨, â® ª ¦¤®¥ ¥¥ ª®­¥ç­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ï¢«ï¥âáï á®-
¯àï¦¥­­® K-®â¤¥«¨¬ë¬.

�ãáâì â¥¯¥àì π | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¯à®áâëå ç¨á¥« ¨ ¯ãáâì
G | ª®­¥ç­® ¯®à®¦¤¥­­ ï ­¨«ì¯®â¥­â­ ï £àã¯¯ , Fπ- ¯¯à®ªá¨¬¨àã-
¥¬ ï ®â­®á¨â¥«ì­® á®¯àï¦¥­­®áâ¨. � ª ª ª â®£¤  £àã¯¯  G ï¢«ï-
¥âáï Fπ- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®©, â® ¥¥ ¯¥à¨®¤¨ç¥áª ï ç áâì τ(G) ¤®«¦­ 
¡ëâì Fπ-£àã¯¯®©. �®áª®«ìªã ä ªâ®à-£àã¯¯  G/τ(G) ­¥ á®¤¥à¦¨â
í«¥¬¥­â®¢ ª®­¥ç­®£® ¯®àï¤ª  ¨ ¢¢¨¤ã ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 2 ï¢«ï¥âáï Fπ-
 ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®© ®â­®á¨â¥«ì­® á®¯àï¦¥­­®áâ¨, ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢ 
­¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ ãá«®¢¨© â¥®à¥¬ë ®áâ ¥âáï ¤®ª § âì

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3. �ãáâì G | ª®­¥ç­® ¯®à®¦¤¥­­ ï ­¨«ì¯®-
â¥­â­ ï £àã¯¯  ¡¥§ ªàãç¥­¨ï ¨ π | á®¡áâ¢¥­­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®
¬­®¦¥áâ¢  ¢á¥å ¯à®áâëå ç¨á¥«. �á«¨ £àã¯¯  G ï¢«ï¥âáï Fπ-
 ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®© ®â­®á¨â¥«ì­® á®¯àï¦¥­­®áâ¨, â® ®­   ¡¥«¥¢ .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì 1 = Z0 6 Z1 6 · · · 6 Zn = G | ¢¥àå-
­¨© æ¥­âà «ì­ë© àï¤ £àã¯¯ë G. �á«¨ ¯à¥¤¯®«®¦¨âì, à ááã¦¤ ï ®â
¯à®â¨¢­®£®, çâ® £àã¯¯  G ­¥ ï¢«ï¥âáï  ¡¥«¥¢®©, â® n > 2. �ë¡¥à¥¬ ¢
¯®¤£àã¯¯¥ Z2 í«¥¬¥­â a, ­¥ ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨© ¯®¤£àã¯¯¥ Z1. �®áª®«ìªã
¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  g ∈ G ª®¬¬ãâ â®à [a, g] ¢å®¤¨â ¢ Z1, ¨¬¥¥¬
g−1ag = az ¤«ï ­¥ª®â®à®£® z ∈ Z1. � ª ª ª í«¥¬¥­â a ­¥ ¯à¨­ ¤«¥-
¦¨â æ¥­âàã Z1 £àã¯¯ë G, ­ ©¤¥âáï í«¥¬¥­â b ∈ G, ­¥¯¥à¥áâ ­®¢®ç-
­ë© á í«¥¬¥­â®¬ a, â ª çâ® b−1ab = ac ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ­¥¥¤¨­¨ç­®£®
í«¥¬¥­â  c ∈ Z1.

�¨ªá¨àã¥¬ â¥¯¥àì ­¥ª®â®à®¥ ¯à®áâ®¥ ç¨á«® q, ­¥ ¯à¨­ ¤«¥¦ é¥¥
¬­®¦¥áâ¢ã π. � ª ª ª Z1 ï¢«ï¥âáï á¢®¡®¤­®©  ¡¥«¥¢®© £àã¯¯®© ¨ ¥¥
í«¥¬¥­â c ®â«¨ç¥­ ®â 1, â® ¤«ï ­¥ª®â®à®£® æ¥«®£® ç¨á«  n > 1 ãà ¢­¥-
­¨¥ xqn = c ­¥ ¨¬¥¥â à¥è¥­¨© ¢ £àã¯¯¥ Z1. �â¢¥à¦¤ ¥âáï, çâ® â®£¤ 
í«¥¬¥­âë aqn ¨ aqn

c ­¥ á®¯àï¦¥­ë ¢ £àã¯¯¥ G.
� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯ãáâì ¤«ï ­¥ª®â®à®£® í«¥¬¥­â  g ∈ G ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

à ¢¥­áâ¢® g−1aqn

g = aqn

c. � ª ª ª g−1ag = az ¤«ï ­¥ª®â®à®£® z ∈ Z1,
¯®«ãç ¥¬ â®£¤ 

aqn

c = (g−1ag)qn = aqn

zqn

,
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®âªã¤  c = zqn , çâ® ­¥¢®§¬®¦­®.
�®ª ¦¥¬, á ¤àã£®© áâ®à®­ë, çâ® ®¡à §ë í«¥¬¥­â®¢ aqn ¨ aqn

c ¯à¨
«î¡®¬ £®¬®¬®àä¨§¬¥ £àã¯¯ë G ­  ¯à®¨§¢®«ì­ãî Fπ-£àã¯¯ã ï¢«ï-
îâáï á®¯àï¦¥­­ë¬¨.

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì N | â ª ï ­®à¬ «ì­ ï ¯®¤£àã¯¯  £àã¯¯ë
G, çâ® cm ≡ 1 (mod N) ¤«ï ­¥ª®â®à®£® π-ç¨á«  m > 0. � ª ª ª
ç¨á«  qn ¨ m ¢§ ¨¬­® ¯à®áâë, áãé¥áâ¢ã¥â æ¥«®¥ ç¨á«® k â ª®¥, çâ®
qnk ≡ 1 (mod m). �®áª®«ìªã í«¥¬¥­â c ï¢«ï¥âáï æ¥­âà «ì­ë¬, â® ¨§
à ¢¥­áâ¢  b−1ab = ac á«¥¤ã¥â à ¢¥­áâ¢® b−kabk = ack ¨

aqn

c ≡ aqn

cqnk = (ack)qn = b−kaqn

bk (mod N).

� ª¨¬ ®¡à §®¬, £àã¯¯  G ®ª § « áì ­¥ Fπ- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®© ®â-
­®á¨â¥«ì­® á®¯àï¦¥­­®áâ¨, ¨ ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ 3 ¤®ª § ­®.

�¥à¥å®¤ï ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã ¤®áâ â®ç­®áâ¨, § ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ ¯¥à¨-
®¤¨ç¥áª ï ç áâì τ(G) ª®­¥ç­® ¯®à®¦¤¥­­®© ­¨«ì¯®â¥­â­®© £àã¯¯ë
G ï¢«ï¥âáï Fπ-£àã¯¯®©, â® ¢¢¨¤ã [4] £àã¯¯  G Fπ- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬ ,
¨ âà¥¡ã¥¬®¥ ­ ¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ á®¤¥à¦¨âáï ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ­¥áª®«ìª®
¡®«¥¥ ®¡é¥¬ à¥§ã«ìâ â¥:

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 4. �ãáâì π | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¯à®áâëå
ç¨á¥« ¨ ¯ãáâì £àã¯¯  G ï¢«ï¥âáï à áè¨à¥­¨¥¬ ª®­¥ç­®© £àã¯¯ë ¯à¨
¯®¬®é¨ ª®­¥ç­® ¯®à®¦¤¥­­®©  ¡¥«¥¢®© £àã¯¯ë. �á«¨ £àã¯¯  G Fπ-
 ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬ , â® ®­  ï¢«ï¥âáï ¨ Fπ- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®© ®â­®-
á¨â¥«ì­® á®¯àï¦¥­­®áâ¨.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì F | ª®­¥ç­ ï ­®à¬ «ì­ ï ¯®¤£àã¯¯ 
£àã¯¯ë G, ä ªâ®à-£àã¯¯  G/F ¯® ª®â®à®© ï¢«ï¥âáï ª®­¥ç­® ¯®-
à®¦¤¥­­®©  ¡¥«¥¢®© £àã¯¯®©. �¢¨¤ã § ¬¥ç ­¨ï, á¤¥« ­­®£® ¢ ­ ç «¥
íâ®£® ¯ã­ªâ , ¨§ Fπ- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®áâ¨ £àã¯¯ë G á«¥¤ã¥â Fπ- ¯-
¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®áâì ä ªâ®à-£àã¯¯ë G/F . �®íâ®¬ã ¥á«¨ ¤«ï ­¥ á®¯àï-
¦¥­­ëå ¢ £àã¯¯¥ G í«¥¬¥­â®¢ a ¨ b á¬¥¦­ë¥ ª« ááë aF ¨ bF à §-
«¨ç­ë, â® à §«¨ç­ë¬¨ (¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ­¥á®¯àï¦¥­­ë¬¨) ¡ã¤ãâ ¨
¨å ®¡à §ë ¯à¨ ¯®¤å®¤ïé¥¬ £®¬®¬®àä¨§¬¥ £àã¯¯ë G/F ­  ­¥ª®â®àãî
Fπ-£àã¯¯ã.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® aF = bF , â. ¥. b = af ¤«ï ­¥ª®â®à®£® í«¥¬¥­â 
f ∈ F . �§ Fπ- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®áâ¨ £àã¯¯ë G á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥
¢ ­¥© â ª®© ­®à¬ «ì­®© ¯®¤£àã¯¯ë N ª®­¥ç­®£® π-¨­¤¥ªá , çâ® N ∩
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F = 1. �â¢¥à¦¤ ¥âáï, çâ® ¢ ä ªâ®à-£àã¯¯¥ G/N í«¥¬¥­âë aN ¨ bN
­¥ ï¢«ïîâáï á®¯àï¦¥­­ë¬¨.

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ ¤«ï ­¥ª®â®à®£® í«¥¬¥­â  g ∈
G ¤®«¦­® ¢ë¯®«­ïâìáï áà ¢­¥­¨¥ g−1ag ≡ b (mod N). �®áª®«ìªã
ä ªâ®à-£àã¯¯  G/F  ¡¥«¥¢ , g−1ag = ax ¤«ï ­¥ª®â®à®£® x ∈ F . � -
ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ áà ¢­¥­¨¥ x ≡ f (mod N), ¨§ ª®â®à®£®
¢¢¨¤ã â®£®, çâ® N ∩F = 1, á«¥¤ã¥â à ¢¥­áâ¢® x = f . �® íâ® à ¢¥­áâ¢®
®§­ ç ¥â á®¯àï¦¥­­®áâì ¢ £àã¯¯¥ G í«¥¬¥­â®¢ a ¨ b, çâ® ­¥¢®§¬®¦­®.
�à¥¤«®¦¥­¨¥ 4 ¤®ª § ­®.
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