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Äîêàçàíî, ÷òî â îáîáùåííîì ñâîáîäíîì ïðîèçâåäåíèè äâóõ ãðóïï âñå

êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ïîäãðóïïû ôèíèòíî îòäåëèìû, åñëè ýòèì ñâîé-
ñòâîì îáëàäàþò ñâîáîäíûå ìíîæèòåëè, à îáúåäèíÿåìûå ïîäãðóïïû íîð-
ìàëüíû â íèõ è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ìàêñèìàëüíîñòè.

1. Ââåäåíèå è ðåçóëüòàòû

Íàïîìíèì (ñì. [1]), ÷òî ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ôèíèòíî îòäå-
ëèìîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G, íå ïðèíàäëåæàùåãî ïîäãðóïïå H,
ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì ϕ ãðóïïû G íà íåêîòîðóþ êîíå÷íóþ ãðóïïó òàêîé,
÷òî îáðàç gϕ ýëåìåíòà g íå ïðèíàäëåæèò îáðàçó Hϕ ïîäãðóïïû H. Ëåãêî âè-
äåòü, ÷òî ïîäãðóïïà H ãðóïïû G ôèíèòíî îòäåëèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíà ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ ñîäåðæàùèõ åå ïîäãðóïï êîíå÷íîãî èíäåêñà
ãðóïïû G.

Î÷åâèäíî ïîýòîìó, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû ñâîéñòâî áûòü ôèíèòíî
àïïðîêñèìèðóåìîé ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ ôèíèòíîé îòäåëèìîñòè åå åäèíè÷íîé
ïîäãðóïïû. Áîëåå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà H ãðóïïû G ÿâëÿ-
åòñÿ ôèíèòíî îòäåëèìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôàêòîð-ãðóïïà G/H ôè-
íèòíî àïïðîêñèìèðóåìà. Èç ýòîãî çàìå÷àíèÿ è ñóùåñòâîâàíèÿ 2-ïîðîæäåííûõ
ãðóïï, íå ÿâëÿþùèõñÿ ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìûìè (ñì., íàïð., [2]), ñëåäóåò,
÷òî êàæäàÿ íåöèêëè÷åñêàÿ ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, íå ÿâëÿþ-
ùóþñÿ ôèíèòíî îòäåëèìîé. Îòñþäà, â ñâîþ î÷åðåäü, âûòåêàåò, ÷òî çàäà÷à íàõî-
æäåíèÿ óñëîâèé íàñëåäîâàíèÿ ñâîáîäíûìè êîíñòðóêöèÿìè ãðóïï ñâîéñòâà ôè-
íèòíîé îòäåëèìîñòè âñåõ ïîäãðóïï ôàêòè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê âîïðîñàì îòñóòñòâèÿ
íåöèêëè÷åñêèõ ñâîáîäíûõ ïîäãðóïï â ãðóïïàõ, ïîñòðîåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ýòèõ êîíñòðóêöèé. Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû äàâíî è õîðîøî èçâåñòíû.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç òåîðåìû Ì. Õîëëà [3] ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ êî-
íå÷íî ïîðîæäåííàÿ ïîäãðóïïà ëþáîé ñâîáîäíîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ôèíèòíî îò-
äåëèìîé, è èçó÷åíèå óñëîâèé ôèíèòíîé îòäåëèìîñòè âñåõ êîíå÷íî ïîðîæäåí-
íûõ ïîäãðóïï ñâîáîäíûõ êîíñòðóêöèé ãðóïï îêàçàëîñü áîëåå ñîäåðæàòåëüíîé
çàäà÷åé. Òàê, Í. Ñ. Ðîìàíîâñêèé [4] äîêàçàë, ÷òî (îáû÷íîå) ñâîáîäíîå ïðîèç-
âåäåíèå ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà ãðóïï, âñå êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ïîäãðóïïû
êàæäîé èç êîòîðûõ ôèíèòíî îòäåëèìû, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, âñå êîíå÷íî
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ïîðîæäåííûå ïîäãðóïïû êîòîðîé ôèíèòíî îòäåëèìû. Îêàçàëîñü, òåì íå ìåíåå,
÷òî äëÿ êîíñòðóêöèè îáîáùåííîãî ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï àíàëîãè÷íîå
óòâåðæäåíèå ìîæåò, âîîáùå ãîâîðÿ, îêàçàòüñÿ íåâåðíûì.

Ïî-âèäèìîìó, ïåðâûé (è íàèáîëåå ïðîñòîé) ïðèìåð ñîäåðæàùåãî íåîòäåëè-
ìóþ êîíå÷íî ïîðîæäåííóþ ïîäãðóïïó îáîáùåííîãî ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
äâóõ ãðóïï, ó êîòîðûõ âñå êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ïîäãðóïïû ôèíèòíî îòäåëè-
ìû, óêàçàí Àëëåíáè è Ãðåãîðàñîì â ðàáîòå [5]. Àâòîðû ýòîé ðàáîòû çàìåòèëè,
÷òî 1) ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå F2 × F2 äâóõ ñâîáîäíûõ ãðóïï ðàíãà 2 ñîäåðæèò
íåîòäåëèìóþ êîíå÷íî ïîðîæäåííóþ ïîäãðóïïó, 2) âñå êîíå÷íî ïîðîæäåííûå
ïîäãðóïïû ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ F2 × F1 ñâîáîäíîé ãðóïïû ðàíãà 2 è áåñêî-
íå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ôèíèòíî îòäåëèìû è 3) ãðóïïà F2 × F2 ÿâëÿåòñÿ
îáîáùåííûì ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ýêçåìïëÿðîâ ãðóïï F2 × F1 ñ îáú-
åäèíåííîé ïîäãðóïïîé F2.

Ïðèìåð ãðóïïû, ñîäåðæàùåé íåîòäåëèìóþ êîíå÷íî ïîðîæäåííóþ ïîäãðóï-
ïó è ÿâëÿþùåéñÿ îáîáùåííûì ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì ñ öèêëè÷åñêèìè îáú-
åäèíÿåìûìè ïîäãðóïïàìè äâóõ ãðóïï, âñå êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ïîäãðóïïû
êàæäîé èç êîòîðûõ ôèíèòíî îòäåëèìû, áûë ïîñòðîåí Å. Ðèïñîì [6]. Ïîçäíåå â
ðàáîòå [7] áûë ïðèâåäåí áîëåå ïðîñòîé àíàëîãè÷íûé ïðèìåð îáîáùåííîãî ñâî-
áîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñ öèêëè÷åñêèì îáúåäèíåíèåì äâóõ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ
íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï.

Íàëè÷èå ýòèõ è äðóãèõ àíàëîãè÷íûõ ïðèìåðîâ îáúÿñíÿåò èíòåðåñ ê íàõî-
æäåíèþ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå G =

(
A ∗ B; H = K,ϕ

)
ãðóïï A è B ñ ïîäãðóïïàìè H ≤ A è K ≤ B, îáúåäèíåííûìè â ñîîòâåòñòâèè
ñ èçîìîðôèçìîì ϕ : H → K íàñëåäóåò îò ñâîáîäíûõ ìíîæèòåëåé A è B ôè-
íèòíóþ îòäåëèìîñòü âñåõ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ïîäãðóïï. Õîðîøî èçâåñòíî,
íàïðèìåð, ÷òî åñëè ãðóïïû A è B êîíå÷íû, òî âñå êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ïîä-
ãðóïïû ãðóïïû G ôèíèòíî îòäåëèìû (ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà G ÿâ-
ëÿåòñÿ êîíå÷íûì ðàñøèðåíèåì ñâîáîäíîé ãðóïïû (ñì., íàïð., [8]), à ñâîéñòâî
ôèíèòíîé îòäåëèìîñòè âñåõ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ïîäãðóïï íàñëåäóåòñÿ, êàê
ëåãêî âèäåòü, ïðîèçâîëüíûì êîíå÷íûì ðàñøèðåíèåì äàííîé ãðóïïû).

Äîêàçàòåëüñòâà äðóãèõ àíàëîãè÷íûõ óòâåðæäåíèé íå ÿâëÿþòñÿ, ðàçóìååòñÿ,
ñòîëü æå ïðîñòûìè. Ýòî ñïðàâåäëèâî, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñëåäóþùèõ ðåçóëüòàòîâ:

Â ãðóïïå G =
(
A ∗ B; H = K, ϕ

)
âñå êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ïîäãðóïïû ôè-

íèòíî îòäåëèìû, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(1) â ãðóïïàõ A è B âñå êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ïîäãðóïïû ôèíèòíî
îòäåëèìû, à ïîäãðóïïû H è K êîíå÷íû [5];

(2) ãðóïïû A è B ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè ïîëèöèêëè÷åñêèìè,à ïîäãðóïïà H
ñîäåðæèò òàêóþ ïîäãðóïïó U êîíå÷íîãî èíäåêñà, ÷òî U è Uϕ
ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè ãðóïï A è B ñîîòâåòñòâåííî [5];

(3) ãðóïïû A è B ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè ñâîáîäíûìè, à ïîäãðóïïû H è K
ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè [9].
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Öåëüþ äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå åùå îäíîãî ðåçóëüòàòà àíàëîãè÷-
íîãî õàðàêòåðà.

Òåîðåìà. Ïóñòü G =
(
A ∗ B; H = K, ϕ

)
� ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï

A è B ñ ïîäãðóïïàìè H ≤ A è K ≤ B, îáúåäèíåííûìè â ñîîòâåòñòâèè ñ èçî-
ìîðôèçìîì ϕ : H → K. Ïóñòü H ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû A,
K ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû B è ãðóïïû H è K óäîâëåòâîðÿ-
þò óñëîâèþ ìàêñèìàëüíîñòè äëÿ ïîäãðóïï. Åñëè â ãðóïïàõ A è B âñå êîíå÷íî
ïîðîæäåííûå ïîäãðóïïû ôèíèòíî îòäåëèìû, òî è â ãðóïïå G âñå êîíå÷íî ïî-
ðîæäåííûå ïîäãðóïïû ôèíèòíî îòäåëèìû.

Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ãðóïïû A è B ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè ïîëèöèêëè÷å-
ñêèìè, óòâåðæäåíèå íàøåé òåîðåìû ñîäåðæèòñÿ â ïðèâåäåííîì âûøå ðåçóëüòà-
òå (2) èç ðàáîòû [5]. Ñôîðìóëèðóåì åùå äâà ñëåäñòâèÿ èç ýòîé òåîðåìû, óòâåð-
æäåíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ, ïî-âèäèìîìó, íîâûìè. Ïåðâîå èç íèõ ïðåäñòàâëÿåò
èíòåðåñ â ñâÿçè ñ óïîìÿíóòûìè âûøå ïðèìåðàìè èç [6] è [7] è ðåçóëüòàòîì èç [9].

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè â ãðóïïàõ A è B âñå êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ïîäãðóïïû
ôèíèòíî îòäåëèìû è H è K � öèêëè÷åñêèå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïï A
è B ñîîòâåòñòâåííî, òî â ãðóïïå G =

(
A ∗B; H = K, ϕ

)
âñå êîíå÷íî ïîðîæ-

äåííûå ïîäãðóïïû ôèíèòíî îòäåëèìû.
Âòîðîå ñëåäñòâèå îòíîñèòñÿ ê âîïðîñó ôèíèòíîé îòäåëèìîñòè êîíå÷íî ïî-

ðîæäåííûõ ïîäãðóïï â ãðóïïàõ Áàóìñëàãà � Ñîëèòýðà. Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà-
ìè Áàóìñëàãà � Ñîëèòýðà íàçûâàþò ãðóïïû ñ îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøå-
íèåì âèäà

G(m,n) = 〈a, b; a−1bma = bn〉,
ãäå m è n � íåíóëåâûå öåëûå ÷èñëà. Ïðè ýòîì ìîæíî áåç ïîòåðè îáùíîñòè
ñ÷èòàòü, ÷òî |n| > m > 0. Èçâåñòíî [10], ÷òî ãðóïïà G(m,n) ÿâëÿåòñÿ ôèíèòíî
àïïðîêñèìèðóåìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (ïðè óñëîâèè |n| > m > 0)
èëè m = 1, èëè |n| = m. Õîðîøî èçâåñòíî òàêæå (è ëåãêî âèäåòü), ÷òî åñëè
|n| > 1 , òî â ãðóïïå G(1, n) öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòîì b,
íå ÿâëÿåòñÿ ôèíèòíî îòäåëèìîé. Çàìåòèì, ÷òî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîèçâîëüíàÿ
êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ íåöèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G(1, n) èìååò êîíå÷íûé
èíäåêñ è ïîòîìó ôèíèòíî îòäåëèìà. Ïðè óñëîâèè |n| = m ãðóïïà

G(m,n) = 〈a, b; a−1bma = b±m〉 = 〈a, b, c; a−1ca = c±1, c = bm〉

ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì ñ íîðìàëüíûìè îáúåäèíÿåìûìè ïîäãðóï-
ïàìè ïîëèöèêëè÷åñêîé ãðóïïû G(1,±1) è áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû.
Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 2. Ïðè |n| = m âñå êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ïîäãðóïïû ãðóïïû
G(m,n) = 〈a, b; a−1bma = bn〉 ôèíèòíî îòäåëèìû.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 2 ÿâëÿåòñÿ íîâûì ëèøü â
ñëó÷àå, êîãäà n = −m. Åñëè n = m, òî öåíòð ãðóïïû G(m, n) íåòðèâèàëåí, à
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â ðàáîòå [11] áûëî äîêàçàíî, ÷òî â ãðóïïå ñ îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøå-
íèåì è íåòðèâèàëüíûì öåíòðîì âñå êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ïîäãðóïïû ôèíèòíî
îòäåëèìû.

2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû íà÷íåì ñî ñëåäóþùåãî ïðîñòîãî çàìå÷àíèÿ.
Ëåììà. Ïóñòü N � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû L. Åñëè N ÿâëÿåòñÿ

êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ãðóïïîé è â ãðóïïå L âñå êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ïîäãðóï-
ïû ôèíèòíî îòäåëèìû, òî è â ôàêòîð-ãðóïïå L/N âñå êîíå÷íî ïîðîæäåííûå
ïîäãðóïïû ôèíèòíî îòäåëèìû.

Â ñàìîì äåëå, ïðîèçâîëüíàÿ ïîäãðóïïà ôàêòîð-ãðóïïû L/N ïðåäñòàâèìà â
âèäå M/N äëÿ íåêîòîðîé ïîäãðóïïû M ãðóïïû L, ñîäåðæàùåé N . Ïðè ýòîì,
ïîñêîëüêó ïîäãðóïïà M ïîðîæäàåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñèñòåìû ïðåäñòàâèòåëåé
ñìåæíûõ êëàññîâ, ïîðîæäàþùèõ ïîäãðóïïó M/N , è ñèñòåìû ïîðîæäàþùèõ
ïîäãðóïïû N , èç òîãî, ÷òî ïîäãðóïïà M/N êîíå÷íî ïîðîæäåíà, ñëåäóåò, ÷òî è
ïîäãðóïïà M ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé.

Ïóñòü ïîäãðóïïà M/N ôàêòîð-ãðóïïû L/N êîíå÷íî ïîðîæäåíà è ýëåìåíò
aN ∈ L/N íå ïðèíàäëåæèò ýòîé ïîäãðóïïå. Òîãäà â ãðóïïå L ýëåìåíò a íå ïðè-
íàäëåæèò ïîäãðóïïå M , è òàê êàê ýòà ïîäãðóïïà êîíå÷íî ïîðîæäåíà è ïîòîìó
ïî óñëîâèþ ÿâëÿåòñÿ ôèíèòíî îòäåëèìîé, â ãðóïïå L ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà R
êîíå÷íî èíäåêñà, ñîäåðæàùàÿ ïîäãðóïïó M è íå ñîäåðæàùàÿ ýëåìåíòà a. Òîãäà
â ôàêòîð-ãðóïïå L/N ýëåìåíò ýëåìåíò aN íå ïðèíàäëåæèò ïîäãðóïïå R/N ,
êîòîðàÿ ñîäåðæèò ïîäãðóïïó M/N è èìååò êîíå÷íûé èíäåêñ â ãðóïïå L/N .
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäãðóïïà M/N ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ ñîäåðæàùèõ åå
ïîäãðóïï êîíå÷íîãî èíäåêñà ãðóïïû L/N è ïîòîìó ôèíèòíî îòäåëèìà.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî äëÿ ãðóïïû G =
(
A∗B; H = K,ϕ

)
âûïîëíåíû âñå

ïðåäïîëîæåíèÿ èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû, è ïîòîìó, â ÷àñòíîñòè, ïîäãðóïïà H
íîðìàëüíà â ãðóïïå G. Ïóñòü U � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G
è ýëåìåíò a ∈ G íå ïðèíàäëåæèò ïîäãðóïïå U . Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãîìîìîðôèçìà
θ ãðóïïû G íà íåêîòîðóþ êîíå÷íóþ ãðóïïó òàêîãî, ÷òî aθ /∈ Uθ, ðàññìîòðèì
îòäåëüíî äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Ýëåìåíò a íå ïðèíàäëåæèò ïîäãðóïïå UH.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôàêòîð-ãðóïïà G/H èçîìîðôíà ñâîáîäíîìó ïðîèçâåäå-

íèþ ãðóïï A/H è B/K, âñå êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ïîäãðóïïû êîòîðûõ â ñèëó
ëåììû ôèíèòíî îòäåëèìû, è ïîòîìó èç [4] ñëåäóåò, ÷òî â ãðóïïå G/H âñå êîíå÷-
íî ïîðîæäåííûå ïîäãðóïïû ôèíèòíî îòäåëèìû. Òàê êàê UH/H ' U/(U ∩H),
ïîäãðóïïà UH/H ãðóïïû G/H ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé, è ïîñêîëüêó
aH /∈ UH/H, ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì ρ ãðóïïû G/H íà êîíå÷íóþ ãðóïïó òà-
êîé, ÷òî (aH)ρ /∈ (UH/H)ρ. Ïðîèçâåäåíèå θ åñòåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ ãðóïïû
G íà ôàêòîð-ãðóïïó G/H è ãîìîìîðôèçìà ρ ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ãîìîìîðôèç-
ìîì.

4



Ñëó÷àé 2. Ýëåìåíò a âõîäèò â ïîäãðóïïó UH.
Â ýòîì ñëó÷àå a = uh äëÿ ïîäõîäÿùèõ ýëåìåíòîâ u ∈ U è h ∈ H. Òàê êàê

a /∈ U , ýëåìåíò h íå âõîäèò â ïîäãðóïïó V = U∩H. Ïîñêîëüêó ãðóïïà H óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ ìàêñèìàëüíîñòè, ïîäãðóïïà V ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé
è ïîòîìó ôèíèòíî îòäåëèìà â ãðóïïå A. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò íîðìàëü-
íàÿ ïîäãðóïïà R êîíå÷íîãî èíäåêñà ãðóïïû A òàêàÿ, ÷òî h /∈ V R. Ïîëàãàåì
T = H ∩ R. Òîãäà T � ïîäãðóïïà êîíå÷íîãî èíäåêñà â ãðóïïå H è h /∈ V T .
Ïîñêîëüêó ãðóïïà H ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé, ïîäãðóïïó T áåç ïîòåðè
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé â ãðóïïå H è ïîòîìó � íîðìàëü-
íîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû A. Òîãäà S = Tϕ � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà
ãðóïïû K è íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû B.

Ïîëàãàåì A = A/T , H = H/T , B = B/S è K = K/S. Î÷åâèäíî, ÷òî îòîáðà-
æåíèå ϕ : H → K , îïðåäåëÿåìîå ïî ïðàâèëó (xT )ϕ = (xϕ)S, x ∈ H, ÿâëÿåòñÿ
èçîìîðôèçìîì ãðóïïû H íà ãðóïïó K. Ïîýòîìó ìîæíî ïîñòðîèòü ñâîáîäíîå
ïðîèçâåäåíèå G =

(
A ∗ B; H = K, ϕ

)
ãðóïï A è B ñ ïîäãðóïïàìè H è K,

îáúåäèíåííûìè â ñîîòâåòñòâèè ñ èçîìîðôèçìîì ϕ.
Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ H â ãðóïïå G âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

xT = (xϕ)S, åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ ãðóïï A è B íà ïîäãðóïïû A è B
ãðóïïû G ñîîòâåòñòâåííî ñîãëàñîâàíû ñ èçîìîðôèçìîì ϕ. Ïîýòîìó ñóùåñòâó-
åò ïðîäîëæàþùèé ýòè îòîáðàæåíèÿ ãîìîìîðôèçì ρ ãðóïïû G íà ãðóïïó G.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ÿäðî ãîìîìîðôèçìà ρ ñîâïàäàåò ñ ïîäãðóïïîé T . Ïîýòîìó
âêëþ÷åíèå aρ ∈ Uρ ðàâíîñèëüíî âêëþ÷åíèþ a ∈ UT , ò. å. ðàâåíñòâó a = u1t
äëÿ ïîäõîäÿùèõ u1 ∈ U è t ∈ T . Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî uh = u1t, îòêóäà
ïîëó÷àåì u−1u1 = ht−1 ∈ U ∩H = V è h = (u−1u1)t ∈ V T , ÷òî íåâîçìîæíî.

Òàêèì îáðàçîì â ãðóïïå G ýëåìåíò aρ íå ïðèíàäëåæèò êîíå÷íî ïîðîæäåí-
íîé ïîäãðóïïå Uρ. Â ñèëó ëåììû â ãðóïïàõ A è B âñå êîíå÷íî ïîðîæäåííûå
ïîäãðóïïû ôèíèòíî îòäåëèìû, è ïîñêîëüêó ïîäãðóïïû H è K êîíå÷íû, èç
ïðèâåäåííîãî âûøå ðåçóëüòàòà (1) èç ðàáîòû [5] ñëåäóåò, ÷òî â ãðóïïå G âñå
êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ïîäãðóïïû òàêæå ôèíèòíî îòäåëèìû. Äîêàçàòåëüñòâî
ñóùåñòâîâàíèÿ òðåáóåìîãî ãîìîìîðôèçìà θ çàêàí÷èâàåòñÿ òåïåðü òàê æå, êàê
è â ñëó÷àå 1.
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ON THE FINITELY SEPARABILITY OF SUBGROUPS OF
GENERALIZED FREE PRODUCTS

D. I. Moldavanskii, A. A. Uskova

It is proved that all �nitely generated subgroups of generalized free product
of two groups are �nitely separable provided that free factors have this property
and amalgamated subgroups are normal in corresponding factors and satisfy the
maximum condition for subgroups.
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