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Àííîòàöèÿ
Ãðóïïà G îáëàäàåò ñâîéñòâîì Õàóñîíà, åñëè ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ

åå êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ïîäãðóïï òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåí-
íîé ïîäãðóïïîé. Ïîëó÷åí ðÿä óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ íèñõîäÿùåå HNN-
ðàñøèðåíèå ýòèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò. Â ÷àñòíîñòè, èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ
è ðåçóëüòàòà Ð. Äæ. Áåðíñà è À. Ì. Áðóííåðà ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîëüíîå
íèñõîäÿùåå HNN-ðàñøèðåíèå íåöèêëè÷åñêîé ñâîáîäíîé ãðóïïû íå îáëà-
äàåò ñâîéñòâîì Õàóñîíà.

1. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà G îáëàäàåò ñâîéñòâîì Õàóñîíà (ÿâëÿåòñÿ õàóñîíîâîé
ãðóïïîé), åñëè ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ åå êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ïîäãðóïï òàê-
æå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ïîäãðóïïîé. Ýòî íàçâàíèå âîøëî â îáèõîä
ïîñëå ðàáîòû À. Õàóñîíà [1], ãäå áûëî äîêàçàíî, ÷òî âñå ñâîáîäíûå ãðóïïû îáëà-
äàþò ýòèì ñâîéñòâîì. Îáîáùàÿ ýòî óòâåðæäåíèå, Á. Áàóìñëàã [2] ïîêàçàë, ÷òî
ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ õàóñîíîâûõ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ õàóñîíîâîé ãðóïïîé. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, â ðàáîòå [3] áûëî çàìå÷åíî, ÷òî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñâîáîäíîé
ãðóïïû ðàíãà 2 è áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì Õàó-
ñîíà. Çàòåì ýòî óòâåðæäåíèå áûëî îáîáùåíî Ð. Äæ. Áåðíñîì è À. Ì. Áðóííåðîì
[4], óñòàíîâèâøèìè, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïà, ÿâëÿþùàÿñÿ ðàñøèðåíèåì êî-
íå÷íî ïîðîæäåííîé íåöèêëè÷åñêîé ñâîáîäíîé ãðóïïû ïðè ïîìîùè áåñêîíå÷íîé
öèêëè÷åñêîé ãðóïïû, íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì Õàóñîíà. Ïîñêîëüêó ïðîèçâîëüíîå
ðàñøèðåíèå ïðè ïîìîùè áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ðàñùåïëÿåìî, ëþ-
áàÿ òàêàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì íèñõîäÿùåãî HNN -ðàñøèðåíèÿ
êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ñâîáîäíîé ãðóïïû.

Íàïîìíèì, ÷òî íèñõîäÿùåå (èëè � â òåðìèíîëîãèè ðÿäà àâòîðîâ � âîñõîäÿ-
ùåå) HNN -ðàñøèðåíèå, ÿâëÿþùååñÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáùåé
êîíñòðóêöèè HNN -ðàñøèðåíèÿ, ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü G � íåêîòîðàÿ ãðóïïà è ϕ � èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ãðóïïû G.
Òîãäà íèñõîäÿùèì HNN -ðàñøèðåíèåì (áàçîâîé) ãðóïïû G, ñîîòâåòñòâóþùèì
ýíäîìîðôèçìó ϕ, íàçûâàåòñÿ ãðóïïà G(ϕ) =

(
G, t; t−1gt = gϕ (g ∈ G)

)
, ïî-

ðîæäàåìàÿ îáðàçóþùèìè ãðóïïû G è åùå îäíèì ýëåìåíòîì t è îïðåäåëÿåìàÿ
âñåìè îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè ãðóïïû G è âñåâîçìîæíûìè ñîîòíîøå-
íèÿìè âèäà t−1gt = gϕ, ãäå g ∈ G. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ýíäîìîðôèçì ϕ ÿâëÿåòñÿ
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âäîáàâîê ñþðúåêòèâíûì, ò. å. � àâòîìîðôèçìîì ãðóïïû G, òî ãðóïïà G(ϕ)
îêàçûâàåòñÿ ðàñùåïëÿåìûì ðàñøèðåíèåì ãðóïïû G ïðè ïîìîùè áåñêîíå÷íîé
öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ñ ïîðîæäàþùèì t. Ïîýòîìó ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê äîïîëíåíèå ñôîðìóëèðîâàííîãî âûøå ðåçóëüòàòà Áåðíñà
� Áðóííåðà:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü G � íåöèêëè÷åñêàÿ ñâîáîäíàÿ ãðóïïà êîíå÷íîãî ðàíãà
è ϕ � èíúåêòèâíûé, íî íå ñþðúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ãðóïïû G. Òîãäà íèñ-
õîäÿùåå HNN -ðàñøèðåíèå G(ϕ) =

(
G, t; t−1gt = gϕ (g ∈ G)

)
, íå ÿâëÿåòñÿ

õàóñîíîâîé ãðóïïîé.
Òàêèì îáðàçîì èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ è ðåçóëüòàò Áåðíñà � Áðóííåðà ñëå-

äóåò, ÷òî ïðîèçâîëüíîå íèñõîäÿùåå HNN -ðàñøèðåíèå íåöèêëè÷åñêîé ñâîáîäíîé
ãðóïïû êîíå÷íîãî ðàíãà íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì Õàóñîíà.

Ïðåäïîëîæåíèå î íåöèêëè÷íîñòè áàçîâîé ãðóïïû çäåñü ñóùåñòâåííî. Â ñà-
ìîì äåëå, ïðîèçâîëüíîå íèñõîäÿùåå HNN -ðàñøèðåíèå áåñêîíå÷íîé öèêëè÷å-
ñêîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ñ îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì, ïðèíàä-
ëåæàùåé ñåìåéñòâó ãðóïï Áàóìñëàãà � Ñîëèòýðà, à èìåííî � ãðóïïîé âèäà
Gk = 〈a, t; t−1at = ak〉, ãäå k � öåëîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ, à â ðàáîòå [3]
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âñå ãðóïïû Gk ÿâëÿþòñÿ õàóñîíîâûìè. Óìåñòíî óïîìÿíóòü
çäåñü, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò áûë îáîáùåí â ðàáîòå [4] ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ãðóïïà G = 〈a1, a2, . . . , am, t; t−1ut = v〉, ãäå u è v � íåïóñòûå íåñîêðàòèìûå
ñëîâà â àëôàâèòå a1, a2, . . . , am, îáëàäàåò ñâîéñòâîì Õàóñîíà ïðè óñëîâèè, ÷òî
õîòÿ áû îäíî èç ñëîâ u è v íå ÿâëÿåòñÿ èñòèííîé ñòåïåíüþ â ñîîòâåòñòâóþùåé
ñâîáîäíîé ãðóïïå.

Åùå îäíî ñåìåéñòâî õàóñîíîâûõ ãðóïï ñ îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì
äîñòàâëÿåò ðåçóëüòàò èç ðàáîòû [5], óòâåðæäàþùèé, ÷òî ñâîáîäíîå ïðîèçâåäå-
íèå äâóõ ñâîáîäíûõ ãðóïï ñ îáúåäèíåííûìè öèêëè÷åñêèìè ïîäãðóïïàìè, õîòÿ
áû îäíà èç êîòîðûõ èçîëèðîâàíà â ñîîòâåòñòâóþùåì ñâîáîäíîì ìíîæèòåëå, ÿâ-
ëÿåòñÿ õàóñîíîâîé ãðóïïîé.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîãèå ãðóïïû ñ îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì
ñâîéñòâîì Õàóñîíà íå îáëàäàþò. Òàê, åùå â ðàáîòå [3] áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè
ãðóïïà ñ îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì îáëàäàåò íåòðèâèàëüíûì öåí-
òðîì, íå ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé è íå èçîìîðôíà ãðóïïå G−1 = 〈a, t; t−1at = a−1〉,
òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ õàóñîíîâîé. Îòìåòèì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïî-
ñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ïðèâåäåííîé âûøå òåîðåìû Áåðíñà � Áðóííåðà, ïî-
ñêîëüêó íåöèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì è íåòðè-
âèàëüíûì öåíòðîì ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ñâîáîäíîé ãðóïïû êîíå÷íîãî ðàíãà
ïðè ïîìîùè áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé [6]. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ íîâûå ïðèìåðû
ãðóïï ñ îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì, íå îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì Õàóñî-
íà, áûëè óêàçàíû â ðàáîòàõ [7], [8] è [9]. Ìîæíî çàìåòèòü, îäíàêî, ÷òî êàæäàÿ èç
ïðèâåäåííûõ â ýòèõ ðàáîòàõ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ íèñõîäÿùèì HNN -ðàñøèðåíèåì
íåöèêëè÷åñêîé ñâîáîäíîé ãðóïïû êîíå÷íîãî ðàíãà. Òàêèì îáðàçîì, íåâûïîë-
íèìîñòü ñâîéñòâà Õàóñîíà âî âñåõ èçâåñòíûõ ïðèìåðàõ íåõàóñîíîâûõ ãðóïï ñ
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îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì âûòåêàåò èç òåîðåìû Áåðíñà � Áðóííåðà
è ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå òåîðåìû 1.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñëåäóþùåãî áîëåå îáùå-
ãî ðåçóëüòàòà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîäãðóïïà H ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíî
äîïîëíÿåìîé, åñëè äëÿ íåêîòîðîé íååäèíè÷íîé ïîäãðóïïû K ãðóïïû G ïîäãðóï-
ïà, ïîðîæäàåìàÿ ïîäãðóïïàìè H è K, ÿâëÿåòñÿ èõ ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü G � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà, , ϕ � èíúåêòèâ-
íûé, íî íå ñþðúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ãðóïïû G è H = Gϕ. Åñëè ïîäãðóïïà
H ãðóïïû G ñâîáîäíî äîïîëíÿåìà, òî íèñõîäÿùåå HNN -ðàñøèðåíèå G(ϕ) íå
ÿâëÿåòñÿ õàóñîíîâîé ãðóïïîé.

Äëÿ âûâîäà óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 1 èç òåîðåìû 2 äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî
åñëè G � íåöèêëè÷åñêàÿ ñâîáîäíàÿ ãðóïïà êîíå÷íîãî ðàíãà è ϕ � èíúåêòèâíûé,
íî íå ñþðúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ãðóïïû G, òî ïîäãðóïïà H = Gϕ ñâîáîäíî
äîïîëíÿåìà. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ðàíã ïîäãðóïïû H ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì
G è H ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, èçâåñòíàÿ ôîðìóëà Øðåé-
åðà ãîâîðèò î òîì, ÷òî èíäåêñ ïîäãðóïïû H â ãðóïïå G áåñêîíå÷åí, è ïîòîìó
ñâîáîäíàÿ äîïîëíÿåìîñòü ïîäãðóïïû H âûòåêàåò èç òåîðåìû Õîëëà � Áåðíñà
(ñì., íàïð., [10, ñ. 34]).

Ïðèâåäåì åùå îäíî ïðèìåíåíèå òåîðåìû 2.
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì

ïðîèçâåäåíèåì íååäèíè÷íûõ ãðóïï A è B. Åñëè ϕ � òàêîé èíúåêòèâíûé, íî
íå ñþðúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ãðóïïû G, ÷òî Aϕ ⊆ A è Bϕ ⊆ B, òî ãðóïïà
G(ϕ) íå ÿâëÿåòñÿ õàóñîíîâîé.

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ïîäãðóïïà H = Gϕ ïîðîæäàåòñÿ ïîäãðóïïàìè
Aϕ è Bϕ (è ÿâëÿåòñÿ èõ ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì), è ïîñêîëüêó Hϕ 6= G, òî
Aϕ 6= A èëè Bϕ 6= B. Ïîýòîìó, êàê ëåãêî âèäåòü, èíäåêñ ïîäãðóïïû H â ãðóïïå
G áåñêîíå÷åí, è, ñëåäîâàòåëüíî (ñì., íàïð., [11, ñ. 27]), ïîäãðóïïà H ñâîáîäíî
äîïîëíÿåìà.

Ïîõîæåå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî äëÿ ãðóïïû, ðàçëîæèìîé â ïðÿìîå ïðî-
èçâåäåíèå:

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì íååäèíè÷-
íûõ ãðóïï A è B è ïóñòü ϕ � òàêîé èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ãðóïïû G,
÷òî Aϕ ⊆ A è Bϕ ⊆ B. Åñëè Aϕ 6= A, Bϕ 6= B è õîòÿ áû îäíà èç ïîäãðóïï A
èëè B êîíå÷íî ïîðîæäåíà, òî ãðóïïà G(ϕ) íå ÿâëÿåòñÿ õàóñîíîâîé.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî åñëè G � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóï-
ïà êîíå÷íîãî ðàíãà, áîëüøåãî åäèíèöû, è ϕ � åå èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì,
ìàòðèöà êîòîðîãî â íåêîòîðîé ñèñòåìå ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû G èìå-
åò áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä, ïðè÷åì àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà îïðåäåëèòåëåé õîòÿ
áû äâóõ äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ áîëüøå åäèíèöû, òî ãðóïïà G(ϕ) íå ÿâëÿåòñÿ õà-
óñîíîâîé. Âîïðîñ î õàóñîíîâîñòè ïðîèçâîëüíûõ íèñõîäÿùèõ HNN -ðàñøèðåíèé
ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû îñòàåòñÿ îòêðûòûì.
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2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.

Ïóñòü ϕ � èíúåêòèâíûé, íî íå ñþðúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì êîíå÷íî ïîðîæ-
äåííîé ãðóïïû G, H = Gϕ è K � íååäèíè÷íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G òàêàÿ, ÷òî
ïîäãðóïïà L, ïîðîæäàåìàÿ ïîäãðóïïàìè H è K, ÿâëÿåòñÿ èõ ñâîáîäíûì ïðîèç-
âåäåíèåì. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîäãðóïïó K ìîæíî ñ÷èòàòü êîíå÷íî ïîðîæäåííîé.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî öåëîãî ÷èñëà n ïîëàãàåì Kn = t−nKtn. Îáîçíà÷èì òàê-
æå ÷åðåç N ïîäãðóïïó, ïîðîæäàåìóþ â ãðóïïå G(ϕ) âñåìè ïîäãðóïïàìè Kn, à
÷åðåç M � ïîäãðóïïó, ïîðîæäåííóþ âñåìè ïîäãðóïïàìè Kn, ó êîòîðûõ n > 0.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè n > 0 èìååì, î÷åâèäíî, Kn = Kϕn, è ïîòîìó ïîäãðóïïà M
ñîäåðæèòñÿ â áàçîâîé ãðóïïå G HNN -ðàñøèðåíèÿ G(ϕ).

Ëåììà 1. Ïîäãðóïïà N ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì ñåìåéñòâà ïîä-
ãðóïï Kn, n ∈ Z. Â ÷àñòíîñòè, ïîäãðóïïû N è M íå ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî ïî-
ðîæäåííûìè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïîäãðóïïà, ïîðîæ-
äåííàÿ ïðîèçâîëüíûì êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ïîäãðóïï Kn, ÿâëÿåòñÿ èõ ñâîáîä-
íûì ïðîèçâåäåíèåì, à äëÿ ýòîãî, â ñâîþ î÷åðåäü, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ëþáîãî r > 1 ïîäãðóïïà Mr, ïîðîæäàåìàÿ ïîäãðóïïàìè K0 = Kϕ0, K1 = Kϕ,
. . . , Kr = Kϕr, ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì ýòèõ ïîäãðóïï.

Òàê êàê L = H ∗ K = H ∗ K0 è Kϕ 6 H, ïðè r = 1 ýòî î÷åâèäíî. Ïóñòü
äëÿ íåêîòîðîãî r > 1 ïîäãðóïïà Mr ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì ïîä-
ãðóïï K0, K1, . . . , Kr. Òîãäà, ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì
ãðóïïû G íà ïîäãðóïïó H è ïðè i > 0 Kiϕ = Ki+1, ïîäãðóïïà Mrϕ ÿâëÿåòñÿ
ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì ïîäãðóïï K1, K2, . . . , Kr+1. Òàê êàê ïîäãðóïïà Mr+1

ïîðîæäàåòñÿ ïîäãðóïïàìè K0 è Mrϕ è Mrϕ 6 H, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîäãðóï-
ïà Mr+1 ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì ïîäãðóïï K0, K1, . . . , Kr+1, è íàøå
óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ëåììà 2. N ∩G = M .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó âêëþ÷åíèå M ⊆ N ∩ G î÷åâèäíî, äîñòàòî÷-

íî óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü ïðîòèâîïîëîæíîãî âêëþ÷åíèÿ. Ïðîèçâîëüíûé
íååäèíè÷íûé ýëåìåíò u ïîäãðóïïû N ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

u = v1v2 · · · vr,

ãäå r > 1, äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . , r vi � íååäèíè÷íûé ýëåìåíò èç ïîäãðóïïû
Kni

, vi = t−nigit
ni äëÿ íååäèíè÷íîãî ýëåìåíòà gi ∈ K, è ïðè r > 1 äëÿ ëþáîãî

i = 1, 2, . . . , r − 1 ni 6= ni+1.
Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ñðåäè ÷èñåë n1, n2, . . . , nr õîòÿ áû îäíî îòðèöàòåëüíî, òî

ýëåìåíò u íå âõîäèò â ïîäãðóïïó G. Ïîñêîëüêó â îñòàâøèõñÿ ñëó÷àÿõ âêëþ÷åíèå
u ∈ M î÷åâèäíî, òåì ñàìûì ëåììà áóäåò äîêàçàíà.

Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî i, 1 6 i 6 r, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
ni < 0. Åñëè r = 1, òî ïîñêîëüêó ýëåìåíò g1 íå âõîäèò â ïîäãðóïïó H, çàïèñü
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u = t−n1g1t
n1 ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííîé â HNN -ðàñøèðåíèè G(ϕ), è ïîòîìó u /∈ G

â ñèëó ëåììû Áðèòòîíà.
Áóäåì ñ÷èòàòü òåïåðü, ÷òî r > 1, è îáîçíà÷èì ÷åðåç n íàèìåíüøåå èç ÷èñåë

n1, n2, . . . , nr. Ïðåäïîëîæèì, ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ýëåìåíò u ïðèíàä-
ëåæèò ïîäãðóïïå G. Òîãäà, ïîñêîëüêó n 6 −1, ýëåìåíò tnut−n = uϕ−n âõîäèò â
ïîäãðóïïó H.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . , r ââèäó òîãî, ÷òî n − ni 6 0,
èìååì

tnvit
−n = tn−nigit

−(n−ni) = giϕ
ni−n ∈ Kϕni−n,

è òàê êàê äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . , r− 1 ÷èñëà ni−n è ni+1−n ðàçëè÷íû, çàïèñü

t−nutn = g1ϕ
n1−n · g2ϕ

n2−n · · · · · grϕ
nr−n

ýëåìåíòà tnut−n ÿâëÿåòñÿ íåñîêðàòèìîé â ðàçëîæåíèè ïîäãðóïïû M , óêàçàííîì
â ëåììå 1. Ïðè ýòîì, â ñèëó âûáîðà ÷èñëà n õîòÿ áû äëÿ îäíîãî íîìåðà i
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî n−ni = 0; ïóñòü i1 < i2 < · · · < is � âñå íîìåðà ñëîãîâ, äëÿ
êîòîðûõ ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíåíî. Îñòàëüíûå ñëîãè ýòîé çàïèñè ïðèíàäëåæàò
ïîäãðóïïå H, è îáúåäèíÿÿ âñå òàêèå ñëîãè, èäóùèå ïîäðÿä, ïîëó÷àåì çàïèñü
ýëåìåíòà tnut−n âèäà

tnut−n = w0gi1w1gi2w2 . . . ws−1gisws,

ãäå âñå wj � ýëåìåíòû ïîäãðóïïû H è âñå îíè, êðîìå, áûòü ìîæåò, w0 è ws,
îòëè÷íû îò 1. Â ëþáîì ñëó÷àå ýòà çàïèñü ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, íåñîêðàòèìîé â
ðàçëîæåíèè L = H ∗ K ïîäãðóïïû L, è ïîñêîëüêó ïî ìåíüøåé ìåðå îäèí èç
ñëîãîâ ýòîé çàïèñè ïðèíàäëåæèò ïîäãðóïïå K, ýòî ïðîòèâîðå÷èò âêëþ÷åíèþ
tnut−n ∈ H. Ëåììà 2 äîêàçàíà.

Ïåðåõîäÿ òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2, îáîçíà÷èì
÷åðåç F ïîäãðóïïó ãðóïïû G(ϕ), ïîðîæäàåìóþ ïîäãðóïïîé K è ýëåìåíòîì t.
Ïîêàæåì, ÷òî F ∩ G = M . Ïîñêîëüêó ïîäãðóïïû F è G ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî
ïîðîæäåííûìè, à ïîäãðóïïà M íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé, ýòî è áóäåò
îçíà÷àòü, ÷òî â ãðóïïå G(ϕ) ñâîéñòâî Õàóñîíà íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò f ∈ F çàïèñûâàåòñÿ â âèäå f = g0t
n1g1t

n2 · · · tnrgr äëÿ
íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ g0, g1, . . . , gr èç ïîäãðóïïû K è öåëûõ ÷èñåë n1, n2, . . . ,
nr. Åñëè ýëåìåíò f ïðèíàäëåæèò ïîäãðóïïå G, òî ôàêòîðèçàöèÿ ãðóïïû G(ϕ)
ïî íîðìàëüíîìó çàìûêàíèþ ïîäãðóïïû G ïîêàçûâàåò, ÷òî n1 + n2 + · · ·+ nr =
0, è ïîòîìó ýëåìåíò f âõîäèò â ïîäãðóïïó N . Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî
âêëþ÷åíèå F ∩G ⊆ N , îòêóäà ñ ó÷åòîì âêëþ÷åíèÿ M ⊆ F è ëåììû 2 ïîëó÷àåì

F ∩G = F ∩G ∩N = F ∩M = M,

÷òî è òðåáîâàëîñü.
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3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.

Ïóñòü G = A×B è ïóñòü ϕ � òàêîé èíúåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì ãðóïïû G,
÷òî Aϕ ⊆ A è Bϕ ⊆ B. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî Aϕ 6= A, Bϕ 6= B è ïîäãðóïïà
A êîíå÷íî ïîðîæäåíà. Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç ϕ è îãðàíè÷åíèå ýíäîìîðôèçìà ϕ íà
ïîäãðóïïó B, íàðÿäó ñ ãðóïïîé G(ϕ) ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå
íèñõîäÿùåå HNN -ðàñøèðåíèå B(ϕ) =

(
B, t; t−1bt = bϕ (b ∈ B)

)
ãðóïïû B.

Ïóñòü π � ïðîåêòèðîâàíèå ãðóïïû G íà ãðóïïó B. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ãîìîìîðôèçì ρ ãðóïïû G(ϕ) â ãðóïïó B(ϕ), êîòîðûé ïðîõîäíóþ áóêâó
ãðóïïû G(ϕ) ïåðåâîäèò â ïðîõîäíóþ áóêâó ãðóïïû B(ϕ) è äåéñòâèå êîòîðîãî
íà ãðóïïå G ñîâïàäàåò ñ äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ π. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ÿäðî
ãîìîìîðôèçìà ρ ñîâïàäàåò ñ ïîäãðóïïîé U =

⋃∞
k=0 tkAt−k.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó Aρ = Aπ = 1, âêëþ÷åíèå U ⊆ Ker ρ î÷åâèäíî.
Îáðàòíî, ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç Ker ρ (êàê è ëþáîé ýëåìåíò ãðóïïû G(ϕ))
ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå tmgt−n äëÿ íåêîòîðûõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷è-
ñåë m è n è ýëåìåíòà g ∈ G. Çàïèñàâ ýëåìåíò g â âèäå g = ab, ãäå a ∈ A
è b ∈ B, ïîëó÷àåì â ãðóïïå B(ϕ) ðàâåíñòâî tmbt−n = 1. Ïîñêîëüêó áàçîâàÿ
ãðóïïà ïðîèçâîëüíîãî HNN -ðàñøèðåíèÿ òðèâèàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ c öèêëè÷å-
ñêîé ïîäãðóïïîé, ïîðîæäàåìîé ïðîõîäíîé áóêâîé, èìååì b = 1 è m = n. Òàêèì
îáðàçîì, tmgt−n = tmat−m ∈ U , ÷òî è äîêàçûâàåò ïðîòèâîïîëîæíîå âêëþ÷åíèå.

Ðàâåíñòâî Ker ρ = U , òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïî-
ñêîëüêó Aϕ 6= A, ïîäãðóïïà U ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñòðîãî âîçðàñòàþùåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäãðóïï è ïîòîìó íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C ïîäãðóïïó ãðóïïû G(ϕ), ïîðîæäåííóþ ïîäãðóïïîé A è
ýëåìåíòîì t, à ÷åðåç D � ïîäãðóïïó, ïîðîæäåííóþ ïîäãðóïïîé A è ýëåìåíòîì
tb, ãäå b ∈ B \Bϕ.

Î÷åâèäíî, ÷òî U 6 C, è ëåãêî âèäåòü, ÷òî è ïîäãðóïïà D ñîäåðæèò U .
Äåéñòâèòåëüíî, A 6 D, è åñëè äëÿ íåêîòîðîãî k > 0 D ñîäåðæèò ïîäãðóïïó
tkAt−k, òî è ïîäãðóïïà (tb) tkAt−k(tb)−1 ëåæèò â D. Íî òàê êàê btk = tk bϕk,
èìååì (tb) tkAt−k(tb)−1 = tk+1At−(k+1).

Òàêèì îáðàçîì, ïîäãðóïïà U ñîäåðæèòñÿ â ïåðåñå÷åíèè ïîäãðóïï C è D.
Ïîêàæåì, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè ïåðåñå÷åíèå ïîäãðóïï C è D ñîâïàäàåò ñ U .
Ïîñêîëüêó ïîäãðóïïû C è D êîíå÷íî ïîðîæäåíû. à ïîäãðóïïà U íå ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íî ïîðîæäåííîé, òåì ñàìûì òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ãîìîìîðôèçìå ρ ãðóïïû G(ϕ) íà ãðóïïó B(ϕ) ïîäãðóïïà
C ïåðåõîäèò â öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó, ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòîì t, à ïîäãðóï-
ïà D ïåðåõîäèò â öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó, ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòîì tb. Åñëè
ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ïîäãðóïï ãðóïïû B(ϕ) íåòðèâèàëüíî, òî äëÿ íåêîòîðûõ íåíó-
ëåâûõ öåëûõ ÷èñåë m è n äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî tm = (tb)n. Ïåðåõîä
ê ôàêòîð-ãðóïïå ãðóïïû B(ϕ) ïî íîðìàëüíîìó çàìûêàíèþ ïîäãðóïïû B ïîêà-
çûâàåò, ÷òî òîãäà m = n. Ñëåäîâàòåëüíî, â ãðóïïå B(ϕ) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
tm = (tb)m, ïðè÷åì ÷èñëî m ìîæíî ñ÷èòàòü ïîëîæèòåëüíûì. Ïîñêîëüêó

(tb)m = tm · t−(m−1)btm−1 t−(m−2)btm−2 · · · t−1bt b = tm · bϕm−1 bϕm−2 · · · bϕ b,
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ïîëó÷àåì bϕm−1 bϕm−2 · · · bϕ b = 1, îòêóäà ñëåäóåò âêëþ÷åíèå b ∈ Bϕ, ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò âûáîðó ýëåìåíòà b.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåñå÷åíèå ïîäãðóïï Cρ è Dρ ñîâïàäàåò ñ åäèíè÷íîé ïîä-
ãðóïïîé, è ïîòîìó (C ∩ D)ρ = 1. Ïîñêîëüêó ÿäðî ãîìîìîðôèçìà ρ ñîâïàäàåò
ñ ïîäãðóïïîé U , îòñþäà ïîëó÷àåì òðåáóåìîå âêëþ÷åíèå C ∩ D ⊆ U . Òåîðåìà
äîêàçàíà.
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