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Эта статья продолжает изучение локальных свойств степеней перечислимости, со-
держащих множества с тотальными дополнениями. Такие е-степени называются ко-
тотальными.
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This paper continues the study of the local properties of the enumeration degrees
containing sets the complements of which are the graphs of some total functions. Such
e-degrees are called co-total.

Мы будем использовать понятия и терминологию, которые приняты
в монографии [6]. Пусть ω обозначает множество натуральных чисел;
A,B, . . . ,X, Y (с индексами или без) – подмножества ω; A = ω − A;
cA(x) = {(x, 1) : x ∈ A} ∪ {(x, 0) : x /∈ A} – это характеристическая
функция множества A. Мы будем обозначать через A ⊕ B = {2x : x ∈
A} ∪ {2x + 1 : x ∈ B} сочленение множеств A и B. Пусть, как обычно,
Du – конечное множество с каноническим индексом u; 〈x, y〉 – канторов-
ский номер упорядоченной пары (x, y). Если z – канторовский номер пары
(x, y), то пусть 〈z〉1 = x и 〈z〉2 = y. Пусть также 〈A〉1 = {x : ∃y(〈x, y〉 ∈ A)}
и 〈A〉2 = {y : ∃x(〈x, y〉 ∈ A)}. Пусть Wt – вычислимо перечислимое (в.п.)
множество с в.п. индексом t, K = {t : t ∈Wt} и K0 = {〈x, t〉 : x ∈Wt}. Да-
лее символ D будет использоваться только как переменная для конечных
множеств.

Для данной частичной функции α : ω → ω пусть dom(α), ran(α)

и graph(α) = {〈x,α(x)〉 : x ∈ dom(α)} область определения, множе-
ство значений и график α, соответственно. Для данных частичных функ-
ций α и β через α ⊕ β обозначим сочленение функций α и β, такое,
что dom(α ⊕ β) = dom(α) ⊕ dom(β), если x ∈ dom(α ⊕ β) – четное, то
α ⊕ β(x) = α(x2 ) и x – нечетное, то α ⊕ β(x) = β(x−1

2 ). Мы ограничим
использование символов f, g, h только для обозначения тотальных функ-
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ций, т. е. таких, что domf = ω. Если graph(α) ⊆ graph(β), то мы будем
писать α ⊆ β для краткости. Множество A называется однозначным, если
A = graph(α) для некоторой частичной функции α. Обозначим через SVS
класс всех однозначных множеств. Мы будем отождествлять функции с
их графиками. Для краткости мы будем также писать f вместо graph(f).

Напомним [6], что A ≤e B (A сводимо по перечислимости к B или A

е-сводимо к B), если существует равномерный алгоритм для перечисления
A по любому данному перечислению B. Формально,

A ≤e B ⇐⇒ (∃t)(∀x)[x ∈ A ⇐⇒ (∃u)[〈x, u〉 ∈Wt & Du ⊆ B]].

Пусть Φt : 2ω → 2ω : Φt(X) = {x : (∃u)[〈x, u〉 ∈ Wt & Du ⊆ X]}. Тогда
A ≤e B ⇐⇒ (∃t)[A = Φt(B)]. Φt называется оператором перечисления
или е-оператором с в.п. индексом t. Пусть как обычно A ≡e B ⇐⇒ A ≤e

B & B ≤e A, пусть dege(A) = {B : B ≡e A} е-степень множества A и,
наконец, пусть dege(A) ≤ dege(B) ⇐⇒ A ≤e B. Легко показать, что это
отношение является частичным порядком на множестве е-степеней. Жир-
ными латинскими буквами будем обозначать е-степени, а соответствую-
щими заглавными буквами – множества из этой е-степени. Для частич-
ных функций α, β будем писать α ≤e A или α ≤e β, если graph(α) ≤e A

или graph(α) ≤e graph(β), соответственно. Обозначим через De множе-
ство е-степеней с частичным порядком ≤. Известно, что De образует верх-
нюю полурешетку с наименьшим элементом 0e = {Wt : t ∈ ω}, в кото-
рой наименьшей верхней границей е-степеней a and b является е-степень
a ∪ b = dege(A⊕B).

Следуя МакИвойю [3], мы определим оператор скачка ′ на De. Пусть
KA = {x : x ∈ Φx(A)} и J(A) = KA⊕K̄A. Ясно, что J(A) ≡e A⊕K̄A. Пусть
a′ = (dege(A))′ = dege(J(A)).

Е-степень называется тотальной, если она содержит график некото-
рой тотальной функции. Ясно, что е-степень a тотальна тогда и только то-
гда, когда она содержит множество A, такое, что A ≡e A⊕ A. Обозначим
через T частично упорядоченное множество всех тотальных е-степеней.
Так как для любых A и B

A ≤T B ⇐⇒ A⊕A ≤e B ⊕B,

поэтому существует изоморфизм между DT и T.
Ю. Медведев анонсировал в [4], что существует не в.п. множество A,

такое, что
(∀f)[f ≤e A⇒ f – вычислимая функция].

В монографии Х. Роджерса [6, c. 280] этот результат был доказан следу-
ющим образам:

(∃α)[α – не ч.в.функция & (∀f)[f ≤e α→ f – вычислимая функция]].



Степени перечислимости множеств с тотальными дополнениями25

Ясно, что е-степень dege(graph(α)) не является тотальной, т. е. она нето-
тальна. Следовательно, De − T 6= ∅. Дж. Кейс [1] назвал Медведев-
ские множества квазиминимальными и их степени квазиминимальными
е-степенями.

Одна из релятивизаций понятия квазиминимальности известна как c-
квазиминимальность. Множество A называется C-квазиминимальным (и
е-степень a – c-квазиминимальной), если C <e A и (∀f)[f ≤e A→ f ≤e C].
Существование c-квазиминимальных е-степеней для любой c ∈ De можно
получить из доказательства теоремы Медведева в [4].

Теперь введем понятие ко-тотальной е-степени. Впервые понятие ко-
тотальной е-степени рассмотрено в статье [5].

Определение 1. Е-степень dege(A) называется ко-тотальной, если
dege(A) ∈ T.

Ясно, что dege(f) – ко-тотальная е-степень для любой тотальной функ-
ции f . Существуют ли ко-тотальные е-степени, не содержащие множеств
вида h для любой тотальной функции h – вопрос, который до настоящего
времени остается открытым.

Обозначим через CT множество всех ко-тотальных е-степеней. Так как
каждая тотальная е-степень a содержит множество A, такое, что A ≡e A,
поэтому каждая тотальная е-степнь является ко-тотальной, т. е. T ⊆ CT.
Легко увидеть, что Π0

1 ⊆ CT и CT
⋂

Π0
2 ⊆ ∆0

2. Следующая теорема по-
казывает, что каждая тотальная е-степень является е-степенью дополне-
ния множества, принадлежащего некоторой нетотальной ко-тотальной е-
степени. Другими словами, доказано, что T ⊂ CT, в более сильной форме.

Теорема 1. Для каждой тотальной е-степени a ≥ 0′e существует
ко-тотальная квазиминимальная е-степень b = dege(B), такая, что
dege(B) = a.

Доказательство . Пусть a ≥ 0′e, A – ретрассируемое множество и
{as}s∈ω – прямой пересчет A. С помощью пошаговой конструкции по-
строим функцию f , которая вычислима относительно A и такая, что
ran(f) = A и dege(f) является квазиминимальной е-степенью. Если f бу-
дет удовлетворять перечисленным выше требованиям, то пусть B = f .
Тогда b = dege(B) – ко-тотальная квазиминимальная е-степень и B =

graph(f) ≡e A.
На шаге t+1 обозначим через ft конечный начальный сегмент функции

f , который был построен к концу шага t. Пусть lt = 1 + max dom(ft). В
дальнейшем символ σ будет использоваться как переменная для конечных
начальных A-сегментов (т. е. таких, что ran(σ) ⊂ A).

Начало конструкции.
Шаг 0. Полагаем f0 = ∅ и l0 = 0.
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Шаг 2s+1. Пусть t = 2s. Проверяем выполнимость условия

(∃D)[Φs(D) /∈ SVS] (1)

Если (1) выполнено, то пусть D∗ – это D, которое удовлетворяет (1) и
имеет наименьший канонический индекс. В этом случае мы имеем два
подслучая:

(∃σ)[ft ⊂ σ & 〈D∗〉1 ⊆ dom(σ) & Φs(σ) ∈ SVS] (2)

Если (2) выполнено, то пусть σ∗ – это А-сегмент σ, такой, что он удовлетво-
ряет условию (2) и его график имеет наименьший канонический индекс.
Полагаем ft+1 = σ∗.

Если условие (2) не выполнено, тогда мы имеем

(∀σ)[ft ⊂ σ & 〈D∗〉1 ⊆ dom(σ)⇒ Φs(σ) /∈ SVS] (3)

Пусть σ∗ такой начальный A-сегментe σ, что его график имеет наимень-
ший канонический индекс и он удовлетворяет следующему условию

ft ⊂ σ & 〈D∗〉1 ⊆ dom(σ) & D∗ ⊆ dom(σ)× ω− σ.

Полагаем ft+1 = σ∗.
Если условие (1) не выполнено, то полагаем ft+1 = ft и переходим к

следующему шагу.
Шаг 2s+2. Пусть t = 2s + 1. Полагаем ft+1 = ft ∪ {(lt, as)}.
Конец конструкции.
Пусть f =

⋃
t∈ω

ft. Докажем, что функция f , полученная в результате
конструкции, удовлетворяет теореме. Конструкция такова, что все шаги
2s+1 вычислимы вK0⊕A, и все шаги 2s+2, s ∈ ω, вычислимы в A. Так как
a ≥ 0′e, то наша конструкция в целом вычислима в A, следовательно, f ≤e

A. Из описания конструкции мы видим, что ran(f) = A, следовательно,
A ≤e f .

Пусть тотальная функция g ≤e f и g = Φs0(f) для некоторого s0.
Рассмотрим шаг 2s0 + 1, пусть t0 = 2s0. Если на этом шаге условие (1) не
выполнено, тогда мы имели

(∀D)[Φs0(D) ∈ SVS],

и тогда Φs0(ω) – однозначное множество. Ясно, что g = Φs0(f) ⊆ Φs0(ω) и
g = Φs0(ω) в силу тотальности функции g. Следовательно, graph(g) в.п. и
g – вычислимая функция.

Если условие (1) выполнено, тогда на подслучае (2) мы имели
Φs0(ft0+1) – однозначное множество. Так как f ⊆ ft0+1, то

g = Φs0(f) ⊆ Φs0(ft0+1),
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и тогда g = Φs0(ft0+1). Следовательно, g – вычислимая функция.
Предположим, что имел место подслучай (3). Тогда мы добъемся

того, чтобы множество Φs0(D∗) стало неоднозначным, где D∗ ⊆ ft0+1 и
〈D∗〉1 ⊆ dom(ft0+1). Тогда g = Φs0(f) – неоднозначное множество, что
противоречит предположению. Следовательно, dege(f) – квазиминималь-
ная е-степень и теорема полностью доказана.

Следующая теорема усиливает теорему МакИвойя [3], которая утвер-
ждает, что для каждой тотальной е-степени b ≥ 0′e существует квазими-
нимальная е-степень a, такая, что a′ = b.

Теорема 2. Пусть c – тотальная е-степень и b ≥ c′e –
также тотальная е-степнь, тогда существует ко-тотальная c-
квазиминимальная е-степень a, такая, что a′ = b.

Доказательство . Пусть множество B ∈ b, такое, что B ≡e cB и C ∈ c,
такое, что C ≡e cC . Построим с помощью пошаговой конструкции функ-
цию f , которая удовлетворяет требованиям:

(CQ)s: (∀s)[f 6= Φs(C)] & (∀g)[g ≤e f ⇒ g ≤e C],
(J): J(f) ≡e B.
Заметим, что тотальная функция f , удовлетворяющая требованиям

(CQ)s, s ∈ ω, была ранее построена в [2] с помощью сложной приори-
тетной конструкции для C = ∅. Здесь предложена простая интервальная
конструкция, с помощью которой мы строим тотальную функцию f , удо-
влетворяющую требованиям (CQ)s, s ∈ ω и (J). Функция f будет иметь
вид f = cC ⊕h, а требуемая в теореме е-степень a – иметь вид a = dege(f).

На шаге t + 1 мы обозначаем через ht конечный начальный сег-
мент функции h, который был построен к концу шага t. Пусть lt =

1 + max dom(ht). В дальнейшем символ σ используется как переменная
для конечных начальных сегментов.

Начало конструкции.
Шаг 0. Полагаем h0 = ∅ и l0 = 0.
Шаг 4s+1. Пусть t = 4s. Проверим выполнимость условия

(∃y)[〈2lt + 1, y〉 ∈ Φs(C)] (4)

Если (4) выполнено, то полагаем ht+1 = ht∪{(lt, y∗)}, где y∗ – наимень-
шее y, удовлетворяющее (4). Если (4) не выполнено, т. е. (∀y)[〈2lt + 1, y〉 /∈
Φs(C)], то полагаем ht+1 = ht ∪ {(lt, 0)} и переходим к следующему шагу.

Шаг 4s+2. Пусть t = 4s + 1. Проверим выполнимость условия

(∃D)[〈D〉1 ⊆ ∅ ⊕ ω & Φs(cC ⊕D) /∈ SVS] (5)

Если (5) выполнено, то пусть D∗ – конечное множество D, которое удо-
влетворяет (5) имеет наименьший канонический индекс. В этом случае
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возможны два подслучая:

(∃σ)[ht ⊂ σ & 〈D∗〉1 ⊆ dom(σ) & Φs(cC ⊕ σ) ∈ SVS] (6)

Если (6) выполнено, то пусть σ∗ начальный сегмент σ, такой, что он
удовлетворяет (6) и его график имеет наименьший канонический индекс.
Полагаем ht+1 = σ∗.

Если (6) не выполнено, тогда мы имеем

(∀σ)[ht ⊂ σ & 〈D∗〉1 ⊆ dom(σ)⇒ Φs(cC ⊕ σ) /∈ SVS] (7)

Пусть σ∗ – такой начальный сегмент σ, что его график имеет наименьший
канонический индекс и он удовлетворяет следующему условию

ht ⊂ σ & 〈D∗〉1 ⊆ dom(σ) & D∗ ⊆ cC ⊕ dom(σ)× ω− σ.

Полагаем ht+1 = σ∗.
Если (5) не выполнено, то полагаем ht+1 = ht и мы переходим к следу-

ющему шагу.
Шаг 4s+3. Let t = 4s + 2. Проверим выполнимость условия

(∃σ)[ht ⊂ σ & s ∈ Φs(cC ⊕ σ)] (8)

Если (8) выполнено, то пусть D∗ ⊂ cC ⊕ σ – конечное множество с
наименьшим каноническим индексом, такое, что s ∈ Φs(D

∗). Полагаем
ht+1 = σ∗, где σ∗, такой, что его график имеет наименьший канониче-
ский индекс, он удовлетворяет условию (8) и 〈D∗〉1 ⊂ dom(σ∗). Если (8) не
выполнено, тогда полагаем ht+1 = ht и переходим к следующему шагу.

Шаг 4s+4. Пусть t = 4s + 3, полагаем

ht+1 = ht ∪ {(lt, 1− cB(s))}

и переходим к следующему шагу.
Конец конструкции. Пусть =

⋃
t∈ω

ht и f = cC ⊕ h. Теперь докажем,
что функция f , полученная в результате из описанной конструкции, удо-
влетворяет требованиям (CQ)s и (J).

Шаги 4s+1, s ∈ ω обеспечивают f 6= Φs(C). Пусть тотальная функция
g ≤e f и g = Φs0(f) для некоторого s0. Рассмотрим шаг 4s0 + 2, пусть
t0 = 4s0 + 1. Докажем, что на этом шаге (вместе с предыдущим) было
удовлетворено требование (CQ)s0 .

Если на этом шаге условие (5) не выполнено, тогда мы имеем

(∀D)[〈D〉1 ⊆ ∅ ⊕ ω ⇒ Φs0(cC ⊕D) ∈ SVS],
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тогда Φs0(cC ⊕ ω) – однозначное множество. Тогда ясно, что g ≤e C. В
самом деле,

f ⊆ cC ⊕ ω⇒ g = Φs0(f) ⊆ Φs0(cC ⊕ ω).

Так как Φs0(cC ⊕ω) – однозначное множество, то g = Φs0(cC ⊕ω). В этом
случае имеем g = Φs0(cC ⊕ ω) ≤e cC . Так как, по условию, C ≡e cC и
очевидно, что cC ≤e cC , то g ≤e C.

Если условие (5) выполнено, тогда для подслучая (6) мы имеем, что

Φs0(ft0+1) = Φs0(c ⊕ ht0+1)

и оба – однозначны. Так как f ⊆ ft0+1, тогда

g = Φs0(f) = Φs0(cC ⊕ ht0+1).

Следовательно, g ≤e C.
Предположим теперь, что имеет место подслучай (7). Тогда мы до-

биваемся, чтобы Φs0(cC ⊕ ht0+1) не было однозначным множеством. Тогда
g = Φs0(f) – неоднозначное множество, что противоречит предположению.
В этом случае требование (CQ)s0 удовлетворено.

Наша конструкция обеспечивает то, что все шаги 4s + 1, 4s + 2, 4s +

3, s ∈ ω вычислимы в c′, а шаги 4s + 4, s ∈ ω вычислимы в C. Так как
c′ ≤ b, поэтому наша конструкция вцелом вычислима в B, следовательно,
f ≤e B.

Из шагов 4s+3 следует

(∀x)[x ∈ Φx(f) ⇐⇒ h4x+3 6= h4x+2],

откуда J(f) ≤e B.
Чтобы проверить B ≤e J(f), покажем, что последовательность функ-

ций {cC ⊕ ht}t∈ω и, следовательно, последовательность множеств {ft}t∈ω

вычислима в J(f). Тогда λx.cB(x) = 1 − f4x+4(lx), следовательно, B ≤e

J(f). Ясно, что f ≤e J(f). Все шаги вида 4s + 4, s ∈ ω вычислимы в c′, и
на шагах 4s + 4, s ∈ ω мы выполняли операцию

f4s+4 = f4s+3 ∪ {(l4s+3, 1− cf (l4s+3)},

которая вычислима в f . Следовательно, J(f) ≡e B и требование (J) удо-
влетворено.

Пусть a = dege(f). Наша конструкция и удовлетворенные требования
(CQ)s обеспечивают, что a – c-квазиминимальная, ко-тотальная е-степень,
а удовлетворенное требование (J) обеспечивает, что a′ = b.
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