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Введено понятие фактора Бессель-Хагена для подгрупп группы Пуанкаре. Найде-
ны факторы Бессель-Хагена для подгрупп размерностей 6, 5 и некоторых 4-мерных
подгрупп.
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We introduce the concept “Bessel-hagen’s factor” for subgroups of the Poincaré group.
We find Bessel-hagen’s factors for 6-, 5-dimensional subgroups, and for some 4-dimensional
subgroups.

1. Введение

Представленные в работах [4, 5, 6] и [7] групповые классификации про-
странств Максвелла и потенциалов на пространстве Минковского позволя-
ют ввести понятие нётерова пространства Максвелла [2]. Для таких про-
странств Максвелла первые интегралы уравнений Лоренца получаются
непосредственным применением теоремы Нётер. Если же в классе Ck,l, со-
ответствующем подгруппе Gk,l группы Пуанкаре, существуют простран-
ства Максвелла, не являющимися нётеровыми, то для получения инте-
гралов приходится применять теорему Бессель-Хагена [8]. Для таких под-
групп естественно вводится понятие фактора Бессель-Хагена — фактор-
пространства пространства внешних дифференциальных 2-форм F , зада-
ющих пространства Максвелла класса Ck,l, по подпространству 2-форм
dA, внешних дифференциалов 1-форм A, задающих потенциалы класса
Pk,l. При этом, если все пространства Максвелла класса Ck,l нётеровы, то
фактор Бессель-Хагена равен нулю. Отличие от нуля фактора Бессель-
Хагена для данной подгруппы Gk,l означает наличие в классе Ck,l про-
странств Максвелла, не являющихся нётеровыми, и чем выше размерность
фактора, тем таких простанств больше.

В настоящей работе найдены факторы Бессель-Хагена для подгрупп
размерностей 6, 5 и некоторых 4-мерных подгрупп.
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2. Исходные определения

Каждой потенциальной структуре A = Ai dx
i (Ai = Ai(x)) на про-

странстве Минковского (M, g) (потенциалу (M, g, A)) можно сопоставить
пространство Максвелла (M, g, F ), положив

F = dA (Fij = ∂iAj − ∂jAi). (1)

Обратно, каждому пространству Максвелла соответствует потенциал
(M, g, A), для которого справедливо (1); он определен с точностью до диф-
ференциала от скалярной функции. Говорят, что потенциальная структу-
ра A подчинена симплектической структуре F , если выполнено условие
(1) [3].

Пусть GS = Gg ∩ GF — группа симметрий пространства Максвелла
(Gg и GF — группы диффеоморфизмов многообразия M , не меняющих
g и F соответственно), а GP = Gg ∩GA — группа симметрий потенциала
(GA — группа диффеоморфизмов многообразияM , сохраняющих A). Если
для (M, g, F ) и (M, g, A) выполнено (1), то GA ⊂ GF и, следовательно,
GP ⊂ GS (см. [4]).

Опpеделение 1. Пространство Максвелла (M, g, F ) называется нёте-
ровым, если оно допускает нетривиальную группу GS и существует такой
потенциал (M, g, A), что A подчинена F и группа GP совпадает с GS [2].

Каждой группе Gk,l — подгруппе группы Пуанкаре из списка в [1], со-
ответствует класс Ck,l пространств Максвелла и класс потенциалов Pk,l,
допускающих эту группу. Обозначим через C̃k,l линейное пространство, со-
стоящее из дифференциальных форм F , образующих пространства Макс-
велла класса Ck,l, а через P̃k,l — линейное пространство дифференциаль-
ных 1-форм A, задающих потенциалы класса Pk,l. Внешний дифференциал
действует как линейный оператор из P̃k,l в C̃k,l:

d : P̃k,l → C̃k,l (A 7→ F = dA). (2)

Образ d(P̃k,l) отображения (2) состоит из пространств Максвелла, допуска-
ющих группу Gk,l. Они будут нётеровыми при условии GS = Gk,l. Других
нётеровых пространств Максвелла, допускающих группу Gk,l, не суще-
ствует, т. к. для потенциальной структуры A, подчиненной симплектиче-
ской структуре F , всегда выполнено включениеGA ⊂ GF , а следовательно,
и GP ⊂ GS .

Опpеделение 2. Фактором Бессель-Хагена, соответствующим группе
Gk,l, назовем фактор-пространство Bk,l = C̃k,l/d(P̃k,l).

Замечание. Если все пространства Максвелла класса Ck,l нётеровы,
то фактор Бессель-Хагена равен нулю: Bk,l = 0; а если d(P̃k,l) = 0, то
Bk,l = C̃k,l

1.

1В дальнейшем пространнства C̃k,l и P̃k,l будем обозначать как соответствующие
классы, т. е. Ck,l и Pk,l.
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3. Основные результаты

Пpедложение 1 ([2]). Не существует нётеровых пространств Макс-
велла, допускающих шестимерные подгруппы группы Пуанкаре.

Следствие 1. Факторы Бессель-Хагена для всех 6-мерных групп G6,l

совпадают с классами C6,l: B6,l = C6,l.
Пpедложение 2 ([2]). Пространства Максвелла классов C5,6 (λ 6= 0)

и C5,9 являются нётеровыми. Не существует других нётеровых про-
странств Максвелла, допускающих пятимерные подгруппы группы Пу-
анкаре1.

Следствие 2. Факторы Бессель-Хагена для групп G5,6 (λ 6= 0) и G5,9

равны нулю. Для групп G5,l (l 6= 6, 9) и G5,6 (λ = 0) факторы Бессель-
Хагена совпадают с классами C5,l: B5,l = C5,l.

Доказательство . Для групп G5,6 (λ 6= 0) и G5,9 результат следует
из нётеровости пространств Максвелла классов C5,6 (λ 6= 0) и C5,9. Для
групп G5,l (l 6= 6, 9) и G5,6 (λ = 0) d(P5,l) = 0.

Для некоторых классов пространств Максвелла, допускающих 4-мер-
ные группы G4,l, получены следующие результаты [2].

Пpедложение 3 ([2]). Справедливы следующие утверждения.
1. Пространства Максвелла классов C4,1, C4,4a и C4,5 не являются

нётеровыми.
2. Пространства Максвелла класса C4,4b являются нётеровыми, если

F13 = 0, и не являются нётеровыми, если F13 6= 0.
3. Пространства Максвелла класса C4,6a являются нётеровыми, если

a3 = a4 = 0, и не являются нётеровыми, если a3 6= 0 или a4 6= 0. Про-
странства Максвелла класса C4,6b являются нётеровыми, если F24 = 0,
и не являются нётеровыми, если F24 6= 0.

Рассмотрим группы Gk,l, для которых пространства Максвелла клас-
са Ck,l, согласно предложению 3, не являются нётеровыми (или не все
нётеровы). Для них справедливо следующее утверждение.

Пpедложение 4. Факторы Бессель-Хагена для групп G4,1, G4,4a, G4,4b,
G4,5, G4,6a и G4,6b равны соответственно:

B4,1 = C4,1 = R6, (3a)
B4,4a = R2, (3b)
B4,4b = R1, (3c)
B4,5 = R3, (3d)
B4,6a = R2, (3e)
B4,6b = R1. (3f)

1кроме пространств Максвелла, допускающих группы GS , сопряженные группам
G5,6 (λ 6= 0) и G5,9.
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Доказательство . Класс C4,1 состоит из однородных пространств, за-
даваемых тензорами Fij = const, пространство C4,1 ≡ C̃4,1 6-мерно и
d(P4,1) = 0. Отсюда следует (3a).

Докажем (3b). Пространства Максвелла класса C4,4a задаются тензо-
рами Fij вида (см. [4, 5])

F12 = −F14 = b1 cos
x2 − x4

λ
− b2 sin

x2 − x4

λ
,

F23 = F34 = b1 sin
x2 − x4

λ
+ b2 cos

x2 − x4

λ
,

F13 = b3, F24 = b4 (bi = const)

(4)

и допускают группу G4,4a, соответстующую алгебре

L4,4 = L{e13 + λe2, e1, e3, e2 + e4} (5)

при λ 6= 0. Для потенциалов класса P4,4 (λ 6= 0) (см. [7])

A1 = C1 sin
x2 − x4

λ
+ C2 cos

x2 − x4

λ
, A2 = C3,

A3 = C1 cos
x2 − x4

λ
− C2 sin

x2 − x4

λ
, A4 = C4 (Ci = const)

(6)

тензор Fij имеет вид

F12 = −F14 =
C1

λ
cos

x2 − x4

λ
− C2

λ
sin

x2 − x4

λ
,

F23 = F34 =
C1

λ
sin

x2 − x4

λ
+
C2

λ
cos

x2 − x4

λ
,

F13 = F24 = 0.

(7)

Тензоры вида (7) образуют 2-мерное пространство d(P4,4a), а тензоры вида
(4) — 4-мерное пространство C4,4a. Поэтому для класса Бессель-Хагена
B4,4a справедливо равенство (3b): B4,4a = C4,4a/d(P4,4a) = R2.

Теперь докажем (3c). Пространство Максвелла класса C4,4b соответ-
ствует алгебре (5) при λ = 0 и задается тензором Fij вида

F12 = F14 = F23 = F34 = 0, F13 = const, F24 = Ψ(x2 − x4), (8)

где Ψ(u) — произвольная гладкая функция одной переменной. Для потен-
циалов класса P4,4 (λ = 0) (см. [7])

A1 = A3 = 0, A2 = A2(x2 − x4), A4 = A4(x2 − x4) (9)

имеем
F12 = F13 = F14 = F23 = F34 = 0, F24 = ∂2A4 + ∂4A2. (10)
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Совпадение компонент F24 в (8) и (10) возможно, если положить

A2 = 0, A4 =

x2−x4∫
0

Ψ(u) du. (11)

Таким образом, пространства C4,4b и d(P4,4b), задаваемые формулами (8)
и (10), бесконечномерны, и справедливо равенство (3c):

B4,4b = C4,4b/d(P4,4b) = R1.

Докажем (3d). Для потенциалов класса P4,5

A1 = C1, A2 = C2 · (x2 − x4) +
C4

x2 − x4
, A3 = C3,

A4 = C2 · (x2 − x4)− C4

x2 − x4
(Ck = const)

(12)

тензор Fij имеет вид

F12 = F13 = F14 = F23 = F34 = 0, F24 = 2C2, (13)

т. е. пространство d(P4,5) 1-мерно. Пространство C4,5 тензоров вида

F12 = −F14 =
b1

x2 − x4
, F13 = b3,

F23 = F34 =
b2

x2 − x4
, F24 = b4 (bk = const)

(14)

4-мерно. Поэтому справедливо (3d).
Докажем (3e) и (3f). Алгебре L4,6 = L{e24+λe3, e1, e2, e4} соответству-

ют класс пространств Максвелла C4,6a (при λ 6= 0), задаваемый тензором
Fij вида

F23 = a1 ch
x3

λ
+ a2 sh

x3

λ
, F34 = a1 sh

x3

λ
+ a2 ch

x3

λ
,

F12 = F14 = 0, F24 = a3, F13 = a4 (ai = const),
(15)

и класс C4,6b (при λ = 0), задаваемый тензором

F12 = F14 = F23 = F34 = 0, F13 = F13(x3), F24 = const . (16)

Для потенциалов класса P4,6a (λ 6= 0)

A1 = C1, A2 = C2 ch
x3

λ
+ C4 sh

x3

λ
,

A3 = C3, A4 = −C2 sh
x3

λ
− C4 ch

x3

λ

(17)
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(Ck = const) тензор Fij имеет вид

F23 = −C4

λ
ch
x3

λ
− C2

λ
sh
x3

λ
, F34 = −C4

λ
sh
x3

λ
− C2

λ
ch
x3

λ
,

F12 = F13 = F14 = F24 = 0.
(18)

Пространство C4,6a тензоров (15) 4-мерно, а пространство d(P4,6a) тензоров
(18) 2-мерно. Отсюда следует (3e). Для потенциалов класса P4,6b (λ = 0)

A1 = A1(x3), A2 = 0, A3 = A3(x3), A4 = 0 (19)

получим, что пространство d(P4,6b) состоит из тензоров

F12 = F14 = F23 = F24 = F34 = 0, F13 = −A′1(x3). (20)

Отсюда следует справедливость (3f).

Список литературы
1. Белько И. В. Подгруппы группы Лоренца – Пуанкаре // Изв. АН БССР. Сер. физ.-

мат. наук. – 1971. – № 1. – С. 5–13.
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