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В работе рассмотрены две версии LLL–алгоритма: алгоритм приведения базиса мно-
гомерной решетки над кольцом многочленов с коэффициентами из поля рациональных
функций и быстрый алгоритм приведения базиса двумерной решетки над кольцом мно-
гочленов с коэффициентами из поля Галуа. На основе применения этих алгоритмов и
алгоритма Паттерсона декодирования бинарных кодов Гоппы построена математиче-
ская модель списочного декодера Бернштейна для таких кодов.

Key words: binary Goppa codes, list decoding algorithm, lattices over polynomial rings,
LLL–algorithm, minimum-length vector of lattice.

We consider two versions of LLL–algorithm: the basis reduction algorithm for
n–dimensional lattice over ring of polynomials with coefficients in the field of rational func-
tions and fast basis reduction algorithm for two–dimensional lattice over ring of polynomials
with coefficients in a Galois field. Based on the application of LLL–algorithms and Patter-
son’s decoding algorithm of binary Goppa codes we construct the mathematical model of
Bernstein’s list decoding algorithm for binary Goppa codes.

1. Введение

С ростом производительности вычислительных средств становится ак-

туальным вопрос усиления защиты кодовых криптосистем типа Мак-

Элиса [7] от несанкционированного доступа (НСД). Это достигается как за

счет выбора помехоустойчивого кода, так и методов кодирования и деко-

дирования. Известно, что классическая криптосистема Мак-Элиса на би-

нарных кодах Гоппы до сих пор является стойкой к атакам на секретный

ключ [3], [4], [9]. Однако для таких криптосистем существуют детермини-

рованные алгоритмы атак на шифрограмму (см., например, [4]). Отметим,

что атака из [3], самая быстрая из такого класса атак, позволяет восстанав-

ливать шифрограмму за неделю с помощью кластера из 200 компьютеров

2.4 ГГц Core 2 Quad. Чтобы противостоять такой атаке, в [3] предложено

усилить криптосистему за счет увеличения параметров кода, увеличения

количества искусственных ошибок в протоколе и замены стандартного ме-

тода декодирования Паттерсона на списочный декодер [2].
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Цель данной работы — построить математическую модель списочного

декодера Бернштейна на основе подхода из [2]. Для этого разработаны две

версии LLL–алгоритма: алгоритм приведения базиса многомерной решет-

ки над кольцом многочленов с коэффициентами из поля рациональных

функций и быстрый алгоритм приведения базиса двумерной решетки над

кольцом многочленов с коэффициентами из поля Галуа. В дальнейшем

на основе полученной математической модели предполагается построить

имитационную модель усиленной кодовой криптосистемы Мак-Элиса на

кодах Гоппы для использования в схемах защиты данных.

2. Решетки над кольцами многочленов и двумерный

алгоритм приведения базиса решетки

В 2.1 приведена общая информация о решетках над кольцами много-

членов и определена двумерная решетка Бернштейна над кольцом много-

членов с коэффициентами из поля Галуа. В 2.2 построен быстрый алго-

ритм приведения базиса решетки Бернштейна.

2.1. Решетки над кольцами многочленов и двумерная решетка
Бернштейна. Пусть |X| мощность произвольного множества X, F[x] —

кольцо многочленов с коэффициентами из поля Галуа F. Определим функ-

цию deg : F[x]→ Z, которая каждому многочлену из F[x] ставит в соответ-

ствие его степень. F[x]–решеткой, согласно [6], будем называть пару (L, µ),

состоящую из свободного F[x]–модуля L и функции µ : L → Z, такой, что:

∀a, b ∈ L : µ(a+ b) ≤ max{µ(a); µ(b)},

∀α ∈ F[x], a ∈ L : µ(αa) = degα + µ(a),

∀a ∈ L : µ(a) ≥ 0, µ(0) = 0,

∀z ∈ Z : |{a ∈ L : µ(a) ≤ z}| < ∞.

Решетку Λ = (L, µ) будем называть n–мерной, если модуль L имеет

ранг n. Пусть Λ = (L, µ) — n–мерная F[x]–решетка с базисом b1, b2, . . . , bn.

Числа λ1, λ2, . . . , λn ∈ Z называются последовательными минимумами ре-

шетки Λ, если существуют v1, v2, . . . , vn ∈ Λ такие, что λ1 = µ(v1) — мини-

мум µ(x) для всех 0 6= x ∈ Λ, λ2 = µ(v2) — минимум µ(x) для всех x ∈ Λ,
линейно независимых с v1, ... и, наконец, λn = µ(vn) — минимум µ(x) для

всех x ∈ Λ, линейно независимых с v1, v2, . . . , vn−1. Из определения сле-

дует, что 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn. Свяжем с базисом решетки матрицу

B = (bij), i, j = 1 . . . n, строками которой являются базисные элементы ре-

шетки. Определителем решетки det(Λ) называют определитель матрицы

B. Известно, что определитель решетки не зависит от выбора базиса [6].
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Рассмотрим конечное поле F2m , кольцо многочленов F2m [x] и поле ра-

циональных функций F2m(x) над F2m . Продолжим функцию deg в F2m(x)

по следующему правилу:

∀a ∈ F2m(x) : deg a = deg
ϕ

ψ
= degϕ− degψ, где ϕ, ψ ∈ F2m [x].

Согласно [2], определим функцию ‖ · ‖ : F2m(x)→ N ∪ {0} по правилу

∀a ∈ F2m(x) : ‖a‖ =
{

2deg a, если a 6= 0;

0, если a = 0.
(1)

Лемма 1. Функция ‖ · ‖ — неархимедова норма в F2m(x).

Доказательство . Покажем выполнение всех свойств для неархимедо-

вой нормы. По определению ‖a‖ ≥ 0 для всех a ∈ F2m(x) и ‖a‖ = 0, если

a = 0. Рассмотрим произвольные элементы a, b ∈ F2m(x). Тогда

‖a · b‖ = 2deg a·b = 2deg a+deg b = 2deg a · 2deg b = ‖a‖ · ‖b‖,

‖a+ b‖ = 2deg(a+b) ≤ 2max{deg a;deg b} = max{2deg a; 2deg b} = max{‖a‖; ‖b‖}.

Рассмотрим двумерную F[x]–решетку Λ с некоторой нормой µ. Базис

a, b называется приведенным, если для любого r ∈ F[x]: µ(a) ≤ µ(b) ≤
≤ µ(a+ rb). Следующее утверждение показывает, что векторы приведен-

ного базиса — минимальные (по норме µ) в решетке.

Лемма 2. Пусть λ1, λ2 ∈ Z — последовательные минимумы двумерной

решетки Λ. Если базис b1, b2 ∈ Λ приведенный, то µ(bi) = λi, i = 1, 2.

Доказательство . По определению µ(b2 + rb1) ≥ µ(b2) ≥ µ(b1). Пусть

v = α1b1+α2b2, где v 6= 0, α1, α2 ∈ F[x], — произвольный элемент решетки.

Достаточно доказать, что µ(v) ≥ µ(b1). Если α2 = 0, то µ(v) ≥ µ(b1).

Если α2 6= 0, то α1 = rα2 + s, где r, s ∈ F[x], 0 ≤ deg s < degα2. Тогда

v = sb1 + α2(b2 + rb1). Применим неравенство треугольника:

µ(v) ≥ µ(α2(b2 + rb1))− µ(sb1) = (degα2 − deg s)µ(b2 + rb1)+

+deg s(µ(b2 + rb1)− µ(b1)) ≥ µ(b2 + rb1) ≥ µ(b2) ≥ µ(b1).

В свободном F2m [x]–модуле L2 ранга 2 определим функцию µ2 по пра-

вилу: µ2(a) = ||a2
1 + xa2

2|| для всех a = (a1, a2) ∈ L2, где || · || — норма (1).

Пара Λ2 = (L2, µ2) является F2m [x]–решеткой Бернштейна [2].
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2.2. Алгоритм приведения базиса двумерной решетки
Бернштейна. Чтобы построить быстрый алгоритм приведения ба-

зиса двумерной решетки над кольцом многочленов, модифицируем

алгоритм Ленстры из [5] на случай F2m [x]–модулей и нормы µ2.

Пусть ā = (a1, b1), b̄ = (a2, b2) — базис решетки Λ2. Определим

f(r) = µ2((a2 − ra1, b2 − rb2)) = (a2 − ra1)
2 + x(b2 − rb1)

2, r ∈ F2m [x].

Поскольку ai, bi ∈ F2m [x], то f(r) = a2
2 + xb2

2 + r2(a2
1 + xb2

1). Функция f

принимает минимальное значение, если r = ⌊
√

(a2
2 + xb2

2)/(a
2
1 + xb2

1)⌋. От-
метим, что r можно взять равным ⌊a2/a1⌋, если deg bi < deg ai.

Алгоритм приведения базиса решетки ā, b̄ ∈ Λ2 представлен ниже. В

алгоритме при условии, что deg bi < deg ai, базисный элемент b̄ заменяется

наименьшим по норме b̄ − rā, где r = ⌊a2/a1⌋ — частное при делении

многочленов. На выходе алгоритма получаем приведенный базис решетки

ā′, b̄′ ∈ Λ2. Отметим, что минимальным вектором решетки будет ā′.

Алгоритм 1. Reduce2BasisLattice.

Вход: базис решетки {ā; b̄} ⊂ Λ2, где ā = (a1, b1), b̄ = (a2, b2).

Выход: приведенный базис решетки {ā′; b̄′} ⊂ Λ2.

1: if µ(ā) > µ(b̄) then

2: ā↔ b̄ end if

3: while µ(ā) < µ(b̄) do

4: r ← ⌊a2/a1⌋; b̄ ← b̄− rā;

5: ā↔ b̄ end while

6: return {ā; b̄}
Поскольку норма µ(b̄) уменьшается на шаге (4) по крайней мере на

единицу, то цикл (3 – 5) завершит работу за конечное число шагов.

3. n–мерная решетка Бернштейна

и алгоритм приведения базиса многомерной

решетки Бернштейна

В 3.1 определена n–мерная решетка Бернштейна и доказаны вспомога-

тельные утверждения. Алгоритм приведения базиса многомерной решет-

ки над кольцом многочленов с коэффициентами из поля рациональных

функций и его представление в псевдокодах содержится в 3.2.

3.1. n–мерная решетка Бернштейна. Рассмотрим n–мерную

F2m [x]–решетку Λn = (Ln, νn) ⊂ (F2m [x])n, состоящую из свободного

F2m [x]–модуля Ln ранга n и нормы νn, такой, что

∀ϕ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn) ∈ Λn : νn(ϕ) = max{||ϕi||, ϕi ∈ F2m [x]}. (2)

Решетку Λn назовем n–мерной решеткой Бернштейна.
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Пусть b̄1, b̄2, . . . , b̄n ∈ Λn — некоторый базис решетки Λn, где

b̄i = (bi1, bi2, . . . , bin), bij ∈ F2m [x]. Мерой неортогональности решет-

ки Λn, порожденной базисом b̄1, b̄2, . . . , b̄n, назовем величину mes =

= mes(b̄1, b̄2, . . . , b̄n) = (
∏n

i=1 νn(b̄i))/||detB||, где B = (bij), i, j = 1 . . . n.

Доказательство следующей леммы вытекает из определения detB и лем-

мы 1.

Лемма 3. Для любого базиса mes(b̄1, b̄2, . . . , b̄n) ≥ 1.

Лемма 4. Если x̄ =
∑n

i=1 rib̄i ∈ Λn, то νn(rib̄i) ≤ mes ·νn(x), 1 ≤ i ≤ n.

Доказательство . Пусть B — матрица, строками которой явля-

ются базисные векторы b̄i, i ∈ [1, n]. Тогда B−1 = Aτ/detB,

где Aτ — транспонированная матрица алгебраических дополне-

ний. Рассмотрим i-й столбец b̄−1
i матрицы B−1 как вектор. Тогда

νn(b̄
−1) ≤ (

∏n
j=1 νn(b̄j))/(νn(b̄i)||detB||) = mes/νn(b̄i). По условию

r̄ = B−1x̄. Поэтому ||ri|| ≤ νn(b̄
−1
i )νn(x̄) для всех i ∈ [1, n]. Тогда

νn(rib̄i) ≤ νn(b̄
−1
i )νn(x̄)νn(b̄i) = mes · νn(x̄).

Лемма 5. Пусть b̄1, b̄2, . . . , b̄n — базис решетки Λn такой, что

mes(b̄1, b̄2, . . . , b̄n) = 1 и νn(b̄i) ≤ νn(b̄j), 1 ≤ i < j ≤ n. Тогда νn(b̄j),

1 ≤ j ≤ n — j-й последовательный минимум решетки Λn и, в частности,

νn(b̄1) ≤ νn(x̄) для всех x̄ ∈ Λn, x̄ 6= 0.

Доказательство . Пусть λj = νn(x̄), где x̄ =
∑n

i=1 rib̄i, — j-й последо-

вательный минимум решетки Λn для некоторого j ∈ [1, n]. Достаточно

показать, что νn(x̄) ≥ νn(b̄j). Перенумеруем базис b̄1, b̄2, . . . , b̄n, не нарушая

условие леммы, так, чтобы для некоторого i0 ∈ {j, j + 1, . . . , n} выполня-
лось ri0 6= 0. Номер i0 существует, так как νn(x̄) — j-й последовательный

минимум. Тогда по лемме 4 νn(x̄) ≥ νn(ri0 b̄i0) ≥ νn(b̄j).

Базис b̄1, b̄2, . . . , b̄n называется приведенным по Ленстре, если после его

перестановки b̄
′

1, b̄
′

2, . . . , b̄
′

n выполняется:

νn(b̄
′

i) ≤ νn(b̄
′

j) 1 ≤ i < j ≤ n, (3)

‖b′

ii‖ ≥ ‖b
′

ij‖ 1 ≤ i < j ≤ n, (4)

‖b′

ii‖ > ‖b′

ij‖ 1 ≤ j < i ≤ n. (5)

Отметим, что νn(b̄i) = νn(b̄
′

i), 1 ≤ i ≤ n. Если для базиса b̄1, b̄2, . . . , b̄n

выполняются условия (4) – (5), тогда элементы матрицы B обладают сле-

дующим свойством:

B =















= νn(b̄1) ≤ νn(b̄1) ≤ νn(b̄1) . . . ≤ νn(b̄1)

< νn(b̄2) = νn(b̄2) ≤ νn(b̄2) . . . ≤ νn(b̄2)

< νn(b̄3) < νn(b̄3) = νn(b̄3) . . . ≤ νn(b̄3)
...

...
...

. . .
...

< νn(b̄n) < νn(b̄n) < νn(b̄n) . . . = νn(b̄n)















.
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В этом случае ‖det(B)‖ =
∏n

i=1 νn(b̄i), поэтому mes(b̄1, b̄2, . . . , b̄n) = 1.

Согласно (3) и леммы 5, νn(b̄j) — j-й последовательный минимум решетки

Λ, а b̄1 — вектор с минимальной нормой νn.

3.2. Алгоритм приведения базиса n–мерной решетки Бернштейна.
Пусть νn(b̄0) = 0 и для некоторого k ∈ {0, 1, . . . , n} выполняется:

νn(b̄i) ≤ νn(b̄j) 1 ≤ i < j ≤ k, (6)

νn(b̄k) ≤ νn(b̄j) k < j ≤ n, (7)

‖bii‖ ≥ ‖bij‖ 1 ≤ i ≤ k, i < j ≤ n, (8)

‖bii‖ > ‖bij‖ 1 ≤ j < i ≤ k. (9)

Отметим, что для k = 0 условия (6) – (9) выполняются. Если k = n,

тогда базис является приведенным по Ленстре и алгоритм останавлива-

ется. Пусть k < n. Перенумеруем базисные векторы b̄k+1, . . . , b̄n так, что

νn(b̄k+1) = min{νn(b̄i) : k + 1 ≤ i ≤ n}. Пусть aij ∈ F2m — коэффициент

многочлена bij при степени xlog νn(b̄i), 1 ≤ i ≤ k+1, 1 ≤ j ≤ k. Рассмотрим

k
∑

i=1

aijri = ak+1,j , 1 ≤ j ≤ k. (10)

Из условий (8) – (9) следует, что aii 6= 0 при 1 ≤ i ≤ k и aij = 0 при

1 ≤ j < i ≤ k. Значит, матрица коэффициентов A = {aij} — верхне-

треугольная ранга k, поэтому система уравнений (10) имеет единственное

решение (r1, r2, . . . , rk), ri ∈ F2m .

Пусть b̄
′

k+1 = b̄k+1 −
∑k

i=1 rib̄ix
log νn(b̄k+1)−log νn(b̄i), тогда νn(b̄

′

k+1) ≤
≤ νn(b̄k+1) и b̄∗k+1 ∈ F2m [x]n, так как выполнены условия (6) и (7). Бо-

лее того, из (10) следует, что ‖bk+1,i‖ < νn(b̄k+1), при 1 ≤ i ≤ k. Если

νn(b̄
′

k+1) = νn(b̄k+1), то меняем b̄k+1 на b̄
′

k+1. Сделаем перестановку коор-

динат b̄1, . . . , b̄n так, что ‖bk+1,k+1‖ = νn(b̄k+1). Отметим, что перестановка

никак не повлияет на первые k координат. Увеличиваем k на единицу.

Если νn(b̄
′

k+1) < νn(b̄k+1), то меняем местами b̄k+1 и b̄
′

k+1. Затем присва-

иваем k наибольшее значение l ∈ {0, 1, . . . , k} такое, что νn(b̄l) ≤ νn(b̄k+1).

После всех преобразований условия (6) – (9) будут выполнены для l. Про-

должим процесс и на выходе алгоритма получим базис, приведенный по

Ленстре. Отметим, что в алгоритме происходит перестановка координат

исходного базиса, поэтому необходимо хранить соответствующую переста-

новку, чтобы восстановить порядок следования координат в исходном ба-

зисе. Ниже представлена подробная схема алгоритма.

Алгоритм 2. ReduceNBasisLattice.

Вход: матрица B = (−b̄i−), где {b̄1, . . . , b̄n} — базис решетки Λ.

Выход: приведенный по Ленстре базис решетки {b̄1, . . . , b̄n} ⊂ Λ.

Комментарий: P = (pij), i, j = 1, . . . , n — матрица перестановок,

pi — строка матрицы P .
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1: k ← 0, {aij} ← 0, P ← E

2: while k < n do

3: min← k + 1

4: for i = k + 1 to n do

5: if νn(b̄i) < νn(b̄min) then

6: b̄min ← b̄i,min← i

7: end if end for

8: b̄k+1 ← b̄min

9: ak+1,k+1 ← bk+1,k+1[log νn(b̄k+1)]

10: for i = 1 to k + 1 do aii ← bii[log νn(b̄i)]

11: for j = i to k do aij ← bij [log νn(b̄i)]

12: end for end for

13: BackGauss (in: k, {aij}; out: r̄)

14: b̄
′

k+1 = b̄k+1 −
∑k

i=1 rib̄ix
log νn(b̄k+1)−log νn(b̄i)

15: if νn(b̄
′

k+1) = νn(b̄k+1) then

16: b̄k+1 ← b̄
′

k+1

17: for j = k + 1 to n do

18: if ‖bjj‖ = νn(b̄j) then

19: for i = 1 to n do bi,k+1 ↔ bij end for

20: pk+1 ↔ pj end if end for

21: k ← k + 1 end if

22: if νn(b̄
′

k+1) < νn(b̄k+1) then

23: b̄k+1 ← b̄
′

k+1

24: for l = 0 to k do

25: if νn(b̄l) ≤ νn(b̄k+1) then max← l

26: end if end for

27: k ← max

28: end if end while

29: B · P τ

30: return {b̄1; b̄2; . . . ; b̄n}
Подпрограмма: BackGauss

Вход: параметр k ≤ n, матрица {aij}, 1 ≤ i ≤ j ≤ n

Выход: вектор r̄ = (r1, r2, . . . , rk)

1: rk ← 1
akk

ak+1,k

2: for i = k downto 1 do

3: sum← 0

4: for j = i+ 1 to k do sum← sum+ aijrj end for

5: ri ← 1
aii
(sum+ ak+1,i) end for

6: return (r1, r2, . . . , rk)
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4. Математическая модель списочного декодера

Бернштейна

В 4.1 представлена общая информация о бинарных кодах Гоппы. В

4.2 построена математическая модель списочного декодера Бернштейна с

учетом алгоритмов 1 и 2 из разделов 2 и 3 соответственно.

4.1. Бинарные коды Гоппы. Пусть g(x) ∈ F2m [x] — многочлен с ко-

эффициентами из поля F2m степени t. Рассмотрим множество элементов

поля L = {α1, α2, . . . , αn} (⊆ F2m), 0 < n ≤ 2m такое, что все элемен-

ты в L различные и g(αi) 6= 0 для всех i ∈ [1, n]. Множество L назы-

вают носителем и обычно в качестве L выбирают все поле F2m . Свяжем

с каждым вектором v̄ = (v1, v2, . . . , vn) ∈ F
n
2 рациональную функцию

Rv̄(x) =
∑n

i=1 vi(x − αi)
−1 ∈ F2m(x). Говорят, что вектор v̄ принадлежит

бинарному коду Гоппы v̄ ∈ Γ(L, g), если Rv̄(x) ≡ 0 (mod g(x)) [1].

Код Гоппы является линейным кодом длины n = |L|, размерности k ≥
n−mt и с минимальным кодовым расстоянием d ≥ 2t+ 1 [1].

4.2. Списочный декодер Паттерсона — Бернштейна. Пусть

Γ(α1, . . . , αn, g), αi ∈ F2m бинарный код Гоппы длины n с порождаю-

щим многочленом g(x) степени t и носителем L = {α1, . . . , αn}. Стан-
дартный декодер Паттерсона [8] исправляет до t ошибок. Опишем спи-

сочный декодер Бернштейна согласно [2], позволяющий исправлять до-

полнительно u ошибок, где величина u зависит от параметров кода и

равна t2/(2n). Пусть w̄ = (w1, . . . , wn) ∈ F
n
2 — пришедшее по кана-

лу слово и h(x) =
∏n

i=1(x − αi). Определим многочлен локаторов оши-

бок σē(x) =
∏n

i=1(x − αi)
ei , где ē = (e1, . . . , en) ∈ F

n
2 — вектор оши-

бок веса t + u. Тогда σ′ē(x) ≡ σē(x)Rw̄(x) (mod g(x)). По определению

σ′ē(x)/σē(x) ≡ 0 (mod g(x)). Значит σ′ē ≡ 0 (mod g(x)). Поскольку σē(x)

— многочлен над полем характеристики 2, то представим его в следу-

ющем виде σē(x) = a(x)2 + xb(x)2 для некоторых a(x), b(x),deg a(x) ≤
⌊(t + u)/2⌋,deg b(x) ≤ ⌊(t + u − 1)/2⌋. Тогда σ′ē(x) = b(x)2 = g(x)f(x), для

любого f(x) ∈ F2m [x]. Положим f(x) = g(x), тогда σ′ē(x) ≡ 0 (mod g(x)2).

То есть, b(x)2 = σ′ē(x) = σē(x)Rw̄(x) = (a(x)2 + xb(x)2)Rw̄ (mod g(x)2),

где a(x) = b(x)
√

Rw̄(x)−1 − x (mod g(x)). Последнее уравнение будем ре-

шать с помощью быстрого алгоритма Reduce2BasisLattice из раздела 2.

Пусть ā = (s, 1), b̄ = (g, 0), где s(x) =
√

Rw̄(x)−1 − x (mod g(x)) — ба-

зис решетки Λ2 ⊆ (F2m [x])2 с нормой µ2. Отметим, что квадратный ко-

рень извлекается, поскольку все вычисления в поле F2m . Применим к

базису решетки Λ2 алгоритм Reduce2BasisLattice. На выходе алгорит-

ма получим пару базисных векторов ā′ = (α0, β0), b̄
′ = (α1, β1) решетки

Λ2 с минимальной нормой. Вычислим σ0 = α2
0 + xβ2

0 и σ1 = α2
1 + xβ2

1,

t0 = degσ0, g0 = 2⌊(u+ t− t0)/2⌋, g1 = 2⌊(u+ t0 − t− 1)/2⌋ и θ = g1 − g0.
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Найдем многочлен δ ∈ F2m [x] такой, что σ1δ mod h = σ0 с помо-

щью алгоритма Евклида EuclidEx. Последнее уравнение имеет решение,

если НОД(σ1, h) = 1. Если НОД(σ1, h) 6= 1, то (α1, β1) = (α1, β1)+

+
√

d(α0, β0), σ1 = σ1 + dσ0, для некоторого d ∈ F2m . Зафиксируем целое

число r > 0. Вычислим l = r
√

n/(g0 + g1). Значение параметра r выбира-

ется близкое к
√

2(u− 1)n так, чтобы (g0 + g1)(l− 1)/2k+ n(k+ 1)/2l < t.

Для заданных l и r определим l–мерную решетку Λ(x, z) ⊂ F2m(x)[z],

порожденную базисными многочленами 1, (xθz + δ(x))/h(x), (xθz+

+δ(x))2/h2(x), . . . , (xθz + δ(x))r/hr(x), xθz(xθz + δ(x))r/hr(x), (xθz)2(xθz+

+δ(x))r/hr(x), . . . , (xθz)l−r−1(xθz + δ(x))r/hr(x). Запишем элементы бази-

са решетки по возрастанию степени z, то есть в виде ϕi(x, z) = ϕ0(x)+

+ϕ1(x)z + ϕ2(x)z
2 + . . .+ ϕl−1(x)z

l−1, ϕi(x) ∈ F2m(x), i = 0, . . . , l − 1. По-

ставим в соответствие каждому такому элементу ϕi(x, z) l–мерный век-

тор ϕi(x) = (ϕ0(x), . . . , ϕl−1(x)). Получим решетку Λl(x) ⊂ (F2m(x))l

с базисом ϕ0(x), . . . , ϕl−1(x). Применим к последней решетке алгоритм

ReduceNBasisLattice из раздела 3 и найдем минимальный по норме vn(ϕ)

вектор ψ(x) = (ψ0(x), . . . , ψl−1(x)) ∈ Λl(x).

Представим полученный вектор ψ(x) как многочлен двух переменных

ψ(x, z). Применим алгоритм факторизации PolyFactoriz к многочлену

ψ(x, z) по переменной z. Найдем корни вида q2
0/(x

θq2
1), где НОД(q0, q1) = 1

и q0, q1 ∈ F2m [x]. Для всех таких корней вычислим σ = q2
0σ0 + q2

1σ1. Ес-

ли σ делит h, то выводим c̄ = (c1, c2, . . . , cn) ∈ Γ(L, g) такое, что ci − wi

(mod 2) = 1, где w̄ = (w1, w2, . . . , wn) — пришедшее по каналу слово, а i

такое, что σ(αi) = 0.

Ниже представлена подробная схема алгоритма списочного декодиро-

вания бинарного кода Гоппы.

Алгоритм 3. ListDecoderPatBern.

Вход: Γ(α1, . . . , αn, g) — код Гоппы длины n, deg g(x) = t;

w̄ ∈ F
n
2 — пришедшее по каналу слово.

Выход: вектор ошибки ē ∈ F
n
2 .

1: if Rw̄ (mod g(x)) = 0 then

2: ē← w̄, return ē end if

3: c̄ ← w̄, h(x)← ∏n
i=1(x− αi)

4: s(x)←
√

Rw̄(x)−1 − x (mod g(x))

5: ā← (s(x), 1), b̄ ← (g(x), 0)

6: Reduce2BasisLattice(in:ā, b̄; out: ā′, b̄′)

7: σ0 ← α2
0 + xβ2

0, σ1 ← α2
1 + xβ2

1, t0 ← degσ0

8: g0 ← 2⌊(u+ t− t0)/2⌋, g1 ← 2⌊(u+ t0 − t− 1)/2⌋, θ ← g1 − g0

9: while НОД(σ1, h) 6= 1 do

10: d ← NextFieldEl // генерирует случайный элемент поля F2m

11: (α1, β1)← (α1, β1) +
√

d(α0, β0)

12: σ1 ← σ1 + dσ0 end while

13: EuclidEx (in: σ0(x), σ1(x), h(x); out: δ(x))
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14: ChooseLatticeParameters (in: t, g0, g1; out: r, l) // определяет

параметры решетки r, l

15: LatticeBasisInit (in: θ, r, l, δ(x), h(x); out: ϕ0(x), . . . , ϕl−1(x))

// формирует базис решетки для алгоритмa 2

16: ReduceNBasisLattice (in: ϕ0 . . . ϕl−1; out: ψ0 . . . ψl−1)

17: PolyFactoriz (in: ψ(x, z); out: Z = {ζ(x) : ψ(x, ζ(x)) = 0})
18: while z1(x)/z2(x) in Z do

19: q0(x)/q1(x)←
√

xθz1(x)/z2(x)

20: if НОД(q0(x), q1(x)) = 1 then

21: qj(x)← (q0(x), q1(x))

22: j ← j + 1 end if end while

23: while i ≤ j do

24: σi(x)← q2
0(x)σ0(x) + q2

1(x)σ1(x)

25: d(x)← НОД(σi(x), h(x))

26: if d 6= 1 then

27: ChienSearch (in: d, α1, . . . , αn; out: I = {i : d(αi) = 0})
28: while i in I do c̄i ← w̄i + 1 (mod 2) end while end if

29: end while

Используя [2], можно показать, что алгоритм 3 работает корректно и

позволяет гарантированно исправлять ⌊n−
√

n(n− 2t− 2)⌋ ошибок.
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