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О  почт и  аппр ок симир уемост и  к онечными   p-гр уппами   
нек от ор ых гр упп  Баумслага – С олитэр а 

 
Д оказан о, что г р у ппа Бау мслага – С оли тэ р а ти па ( )n,1  почти  ап-

пр окси м и р у ема кон ечн ы м и  p-г р у ппам и  тогда и  только тогда, когда p н е 
дели т n. 

 
1. В в едение 

Напом н и м , что г р у ппой Бау мслага – С оли тэ ра н азы вается 
г р у ппа  

nm ababbanmG == −1;,),( , 

где m и  n – н ен у левы е целы е чи сла. 
Эта г р у ппа  пр едставляет собой HNN-р асши р ен и е беско-

н ечн ой ци кли ческой г р у ппы  А  с пор ождающи м  э лемен том  а . 
Здесь р ассматр и вается частн ы й слу чай, когда дан н ое HNN-
р асши р ен и е является н и сходящи м , т. е. когда 1±=m .   Без поте-
р и  общн ости  можн о счи тать, что  1=m . 

Хор ошо и звестн о, что г р у ппа ),1( nG  фи н и тн о аппр окси -
м и р у ема [5]. Пу сть p – пр ои звольн ое пр остое чи сло. Гр у ппа 

),1( nG  аппр окси м и р у ема кон ечн ы м и  p-г р у ппам и  (и ли , кор оче, 

pF -аппр окси м и р у ема) тогда и  только тогда, когда p дели т 1−n . 
Этот р езу льтат полу чен  Д . И. Молдаван ски м  (см . [4, теор ема 11] 
и ли  [3]).  Д . И. Молдаван ски м  и   О . А . Иван овой и сследован  так-
же вопр ос об  аппр окси м и р у емости  г р у ппы   ),1( nG   кон ечн ы м и  

},{ qp -г р у ппам и , где p и  q – пр осты е чи сла (см . и х статью в 
э том  же сбор н и ке и ли  в [2]). 

Здесь б у дет полу чен о н еобходи мое и  достаточн ое у слови е 
почти  pF -аппр окси м и р у емости  г р у ппы  ),1( nG . Напом н и м , что 

г р у ппа G н азы вается почти   pF -аппр окси м и р у емой, если  он а 



Д. Н . Азар ов, Е. А . Сер гин а  24

содержи т pF -аппр окси м и р у ем у ю подг р у ппу  кон ечн ог о и н декса. 

Замети м , что свойство почти   pF -аппр окси м и р у емости  является 
пр омежу точн ы м  между  фи н и тн ой аппр окси м и р у емостью и  
 pF -аппр окси м и р у емостью. Ни же б у дет доказан  следу ющи й р е-
зу льтат. 

Теор ема. Гр уппа   ),1( nG  является почти pF -аппрокси-
мир уемой тогд а  и только тогд а , когд а  p н е  д елит n. 

О тмети м  без доказательства, что если  p н е дели т n, то в ка-
честве pF -аппр окси м и р у емой подг р у ппы  кон ечн ог о и н декса 
г р у ппы   ),1( nG  можн о взять н ор мальн ое замы кан и е э лемен тов a 

и  1−pb . 
Сфор м у ли р ован н ая вы ше теор ема дополн яет р езу льтат 

 Д . Н. А зар ова [1] о почти  pF -аппр окси м и р у емости  н и сходящег о 
HNN-р асши р ен и я пр ои звольн ой поли ци кли ческой г р у ппы  для 
всех достаточн о больши х пр осты х чи сел p. Этот р езу льтат н е со-
держи т опи сан и я всех пр осты х чи сел p, для котор ы х у помян у тое 
HNN-р асши р ен и е почти  pF -аппр окси м и р у емо. Сфор м у ли р ован -
н ая теор ема даёт такое опи сан и е для частн ог о слу чая, когда база 
н и сходящег о HNN-р асши р ен и я является бескон ечн ой ци кли че-
ской г р у ппой. 

 
2. В спомогат ельные леммы 

Пу сть p – пр остое чи сло. Элемен т g г р у ппы  G б у дем  н азы -
вать p-полн ы м , если  для любог о целог о положи тельн ог о чи сла s 
у р авн ен и е  

                                                 gx
sp =                                          (1) 

р азр еши мо в г р у ппе G. 

Лемма 1. Если гр уппа  G pF -аппроксимир уем а , то он а  н е  
сод ер ж ит p-полн ы х элем е н тов отличн ы х от е д ин ицы . 
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Д ок азательст в о. Пу сть g – p-полн ы й э лемен т pF -аппр ок-
си м и р у емой г р у ппы  G. И пу сть φ – пр ои звольн ы й г омомор фи зм  
г р у ппы  G н а кон ечн у ю p-г р у ппу . Так как в кон ечн ой p-г р у ппе 
очеви дн о н ет p-полн ы х э лемен тов отли чн ы х от 1, а э лемен т gφ 
н аследу ет p-полн оту  от э лемен та g, то  1=ϕg . О тсюда и  и з  

pF -аппр окси м и р у емости  г р у ппы  G следу ет, что 1=g . Л емма 
доказана. 

Лемма 2. Если гр уппа  G почти pF -аппроксимир уем а , то 
он а  н е  сод ерж ит p-полн ы х элем е н тов бескон ечн ого поряд к а . 

Д ок азательст в о. Пу сть g – p-полн ы й э лемен т почти   
pF -аппр окси м и р у емой г р у ппы  G. О бозн ачи м  чер ез F какую-

н и б у дь н ор мальн у ю pF -аппр окси м и р у ем у ю подг р у ппу  кон ечн о-
г о и н декса г р у ппы  G, а чер ез n – и н декс подг р у ппы  F в г р у ппе G. 
Т огда Fg n ∈ , и  и з р азр еши мости  у р авн ен и я (1) в G следу ет р аз-
р еши мость в г р у ппе F для любог о целог о положи тельн ог о чи сла 

s  у р авн ен и я  np gx
s

= . Таки м  образом , ng  – p-полн ы й э лемен т 

pF -аппр окси м и р у емой г р у ппы  F. Поэтом у  в си лу  леммы  1 

1=ng , и , следовательн о, пор ядок э лемен та g кон ечен . Л емма 
доказана. 

Лемма 3. Если абелева  гр уппа  G н е  сод ерж ит p-полн ы х 
элем е н тов отличн ы х от 1, то он а  pF -аппроксимир уем а . 

Д ок азательст в о. Пу сть абелева г р у ппа G н е содержи т  
p-полн ы х э лемен тов отли чн ы х от 1. И пу сть g – н ееди н и чн ы й 
э лемен т г р у ппы  G. Т огда для н екотор ог о целог о положи тельн ог о 
чи сла s у р авн ен и е (1) н е р азр еши мо в г р у ппе G. Поэтом у  э лемен т 

g н е пр и н адлежи т подг р у ппе 
spGN = , т. е. э лемен т gN фактор -

г р у ппы  G/N отли чен  от еди н и цы . Так как г р у ппа G/N является 
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абелевой p-г р у ппой с ог ран и чен н ы м и  пор ядками  э лемен тов, то 
по пер вой теор еме Прюфера г р у ппа G/N р асклады вается в пр я-
мое пр ои зведен и е ци кли чески х p-г р у пп и  поэ том у  является  

pF -аппр окси м и р у емой г р у ппой. О тсюда и  и з тог о, что gN – н е-
еди н и чн ы й э лемен т г р у ппы  G/N следу ет, что су ществу ет г омо-
мор фи зм  φ г р у ппы  G/N н а кон ечн у ю p-г р у ппу  такой, что  

1)( ≠ϕgN . Т огда пр ои зведен и е естествен н ог о г омомор фи зма 
NGG /→  и  г омомор фи зма φ отображает э лемен т g в н ееди н и ч-

н ы й э лемен т н екотор ой кон ечн ой p-г р у ппы . Поэ том у  г р у ппа G 
pF -аппр окси м и р у ема. Л емма доказан а. 

Напом н и м , что г р у ппа G н азы вается г р у ппой кон ечн ог о 
общег о ран га, если  су ществу ет целое положи тельн ое чи сло r та-
кое, что любое кон ечн ое м н ожество э лемен тов г р у ппы  G содер -
жи тся в н екотор ой ее r-пор ожден н ой подг р у ппе. Наи мен ьшее 
такое чи сло r н азы вается общи м  р ан г ом  г р у ппы  G. В  [1] пр и во-
ди тся следу ющи й р езу льтат. 

Лемма 4. Р асщ епляемое  р асш ир е н ие  почти pF -аппрокси-
мир уемой гр уппы  кон ечн ого общ его р ан га  с помощ ью  почти  

pF -аппроксимир уемой гр уппы  является почти pF -аппрок -
симир уемой гр уппой. 

 
3. Д ок азательст в о основ ного р езультата 

Р ассмотр и м  г р у ппу  Бау мслага – С оли тэ ра 
naabbbanGG === −1;,),1(  

Покажем , что г р у ппа G является почти  pF -аппр окси м и р у емой 
тогда и  только тогда, когда p н е дели т n. 

О бозн ачи м  чер ез H н ор мальн ое замы кан и е э лемен та a в 
г р у ппе G, т.е. подг р у ппу  г р у ппы  G, пор ожден н у ю всем и  э лемен -
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там и  ви да ii
i abba −= , где  i – пр ои звольн ое целое чи сло. Т огда 

соотн ошен и е abban 1−=  пр и н и мает ви д 10 aan = , и  вообще  

                                              i
n

ki aa
k

=−                                           (2) 
для  любог о целог о i и  для любог о целог о н еотр и цательн ог о чи с-
ла k. Поэтом у  H является объеди н ен и ем  бескон ечн ой возрастаю-
щей последовательн ости  ци кли чески х подг р у пп 

                              L≤≤≤ −− )()()( 210 aaa                          (3) 
О тсюда следу ет, что H – абелева г р у ппа без кр у чен и я р ан га 1. 

Е сли  пр остое чи сло p дели т n, то в си лу  (2) э лемен т ia  яв-
ляется p-полн ы м  э лемен том  г р у ппы  G и  тогда по лемме 2 г р у ппа 
G н е является почти  pF -аппр окси м и р у емой.  

Пр едположи м  теперь, что p н е дели т n, т. е. что p и  n вза-
и м н о пр осты , и  покажем , что в э том  слу чае г р у ппа G почти  

pF -аппр окси м и р у ема. 
Покажем  сн ачала, что в г р у ппе H н ет p-полн ы х э лемен тов 

отли чн ы х от 1. Пу сть g – p-полн ы й э лемен т г р у ппы  H. Т огда для 
любог о целог о положи тельн ог о чи сла s в г р у ппе H су ществу ет 
э лемен т sg  такой, что  

                                               gg
sp

s =                                            (4) 
Так как  ( )∪

Zi
iaH

∈
= , то 

                                      r
iag = ,     s

s

r
is ag = ,                               (5) 

где ss rrii ,,,  – подходящи е целы е чи сла. Вви ду  (3) чи сла si  мож-
н о подобрать так, чтобы  он и  н е пр евосходи ли  чи сло i. Т огда 

ss kii −= , где 0≥sk , и  поэ том у  в си лу  (2) 

                                              i
n
i aa sk

s
= .                                            (6) 

Из р авен ств (4), (5) и  (6) полу чаем : 
sk

s

ss
s
s

rn
i

r
i

p
s

pr
i aagga ==== . 
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О тсюда и  и з тог о, что пор ядок э лемен та sia  бескон ечен  следу ет, 

что sks
s rnpr = . Поэтом у  в си лу  взаи м н ой пр остоты  чи сел p и  n 

пр и  любом  s чи сло sp  дели т r. С ледовательн о,  0=r ,  т. е. 
1=g . 
Таки м  об разом , H – абелева г р у ппа, н е содер жащая 

p-полн ы х э лемен тов отли чн ы х от 1. Поэтом у  в си лу  леммы  3 
г р у ппа H  pF -аппр окси м и р у ема. О чеви дн о, что г р у ппа G являет-
ся р асщепляемы м  р асши р ен и ем  г р у ппы  H с помощью ци кли че-
ской г р у ппы  B, пор ожден н ой э лемен том  b, пр и чем  H и меет ко-
н ечн ы й общи й р ан г  и  pF -аппр окси м и р у ема, а г р у ппа B также 

pF -аппр окси м и р у ема как бескон ечн ая ци кли ческая г р у ппа. По-
э том у  в си лу  леммы  4 г р у ппа G почти  -аппр окси м и р у ема. Т ео-
р ема доказан а. 
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