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А ппро ксим ируем о сть ко н ечн ым и  π-группам и  
н еко то рых групп  с о д н им  о пре д е л яющ им  со о тн ошен ием  

 
Д л я прои звол ьн ой  г ру ппы  с одн и м  определ яю щ и м  соот н ош ен и -

ем , входящ ей  в семей ст во г ру пп Бау мсл аг а – Сол и т эра и  явл яю щ ей ся 
мет абел евой , у казан ы  все одн о- и  дву хэл емен т н ы е м и н и мал ьн ы е м н оже-
ст ва π   прост ы х ч и сел  т аки е, ч то эт а г ру ппа аппрокси м и ру ем а кон еч н ы -
м и  π  -г ру ппам и . 
 

§ 1. В вед е н ие . Фо рм ул ировка резул ьтатов 

Н апом н и м , ч то г ру ппа G н азы вает ся аппрокси м и ру емой  
г ру ппам и  и з н екоторого кл асса K (и л и  K-аппрокси м и ру емой ), 
есл и  дл я л ю бого н ееди н и ч н ого эл емен т а Gg ∈  су щ ест ву ет  т акой   
г омоморфи зм  г ру ппы  G н а н екотору ю  г ру ппу  и з кл асса K, образ 
эл емен т а g от н оси т ел ьн о которого от л и ч ен  от  еди н и цы . В сл у ч ае, 
ког да K совпадает  с кл ассом  F всех кон еч н ы х г ру пп, т акая г ру п-
па н азы вает ся фи н и т н о аппрокси м и ру емой . Ест ест вен н о возн и ка-
ет  вопрос н ахожден и я всех м и н и м ал ьн ы х м н ожест в π  прост ы х 
ч и сел  т аки х, ч то дан н ая фи н и т н о аппрокси м и ру емая г ру ппа явл я-
ет ся πF -аппрокси м и ру емой  (г де πF  – кл асс всех  кон еч н ы х  
π -г ру пп; есл и  π  состои т  и з еди н ст вен н ого простого ч и сл а p, 
бу дем  пи сат ь pF  вместо πF ). 

Оч еви дн о, ч то свой ст во фи н и т н ой  аппрокси м и ру емост и  
г ру ппы  совпадает  со свой ст вом  πF -аппрокси м и ру емост и , г де π  
состои т  и з всех прост ы х ч и сел , и  су щ ест ву ю т  при меры  фи н и т н о 
аппрокси м и ру емы х г ру пп, н е явл яю щ и хся πF -аппрокси м и -
ру емы м и  при  л ю бом  собст вен н ом  подм н ожест ве π  м н ожест ва 
всех прост ы х ч и сел . Прост ей ш и м  т аки м  при мером  сл у жи т  пря-
мое прои зведен и е сч ет н ого семей ст ва г ру пп …,, 21 CC , г де nC  – 
кон еч н ая цикл и ч еская г ру ппа порядка n, а и з резу л ьт атов работ ы  
[1] сл еду ет  и  су щ ест вован и е кон еч н о порожден н ой  г ру ппы  с ан а-
л ог и ч н ы м  свой ст вом . С дру гой  сторон ы , и звест н ы  и  при меры  
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прот и воположн ого характ ера. Так, прои звол ьн ая свободн ая г ру п-
па pF -аппрокси м и ру ема дл я л ю бого простого ч и сл а p, и , сл едо-
ват ел ьн о, дл я свободн ы х г ру пп все м и н и м ал ьн ы е м н ожест ва π с 
у казан н ы м  свой ст вом  явл яю т ся одн оэл емен т н ы м и .  

В дан н ой  работ е с этой  точки  зрен и я рассмат ри вает ся се-
мей ст во г ру пп с одн и м  определ яю щ и м  соот н ош ен и ем , входящ и х 
в и звест н ое семей ст во г ру пп Бау мсл аг а – Сол и тэра, а и мен н о – 
семей ст во г ру пп ви да 

〉=〈= − k
k bababaG 1;, , 

г де k – прои звол ьн ое целое ч и сло, от л и ч н ое от  н у л я. Хорош о и з-
вест н о, ч то все эт и  г ру ппы  фи н и т н о аппрокси м и ру емы  [2] и  ч то 
г ру ппа kG  явл яет ся pF -аппрокси м и ру емой  тог да и  тол ько тог да, 
ког да ч и сло 1−k  дел и т ся н а p [3]. Первы м  резу л ьт атом  дан н ой  
работ ы  явл яет ся сл еду ю щ и й  кри т ери й  πF -аппрокси м и ру емост и  
г ру ппы  kG : 

Тео рема 1. Пусть π – произвольн ое  м н ож ество  просты х 
чисел.  Гр уппа  kG  πF -аппроксимир уем а  тогд а  и только тогд а 
,когд а  сущ ествует π -число 1>s , взаим н о простое  с k, пор яд ок  
по мод улю которого числа   k  такж е  является π -числом . 

Упомян у т ы й  вы ш е кри т ери й  pF -аппрокси м и ру емост и  

г ру ппы  kG  явл яет ся н епосредст вен н ы м  сл едст ви ем  т еоремы  1. 
И з этого кри т ери я сл еду ет , оч еви дн о, ч то есл и  в м н ожест во π  
входи т  хот я бы  оди н  простой  дел и т ел ь ч и сл а 1−k , то г ру ппа kG  

πF -аппрокси м и ру ема. Услови я πF -аппрокси м и ру емост и  г ру ппы  

kG  кон еч н ы м и  π -г ру ппам и , дл я дву хэл емен т н ого м н ожест ва π ,  
н е содержащ его дел и т ел ей  ч и сл а 1−k , дост авл яет  доказы ваемая 
с помощ ью  т еоремы  1 

Тео рема 2. Пусть },{ qp=π , гд е  просты е  числа  p и q та-
ковы , что qp <  и к аж д ое  из н их н е  является д елителем  числа 

1−k . Гр уппа  kG  πF -аппроксимир уем а  тогд а  и только тогд а 
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,когд а  1),( =qk , p д елит 1−q  и пор яд ок  числа  k по мод улю q яв-
ляется p-числом . 

Ф орм у л и ровка т еоремы  2 ост авл яет  откры т ы м  вопрос, дл я 
каки х цел ы х ч и сел  k дей ст ви т ел ьн о су щ ест ву ю т  прост ы е ч и сл а p 
и  q, у довл ет воряю щ и е ее у слови ям . Оч еви дн о, ч то т аки х ч и сел  
н ет  при  1=k . Бол ее того, г ру ппа 1G  явл яет ся свободн ой  абел е-
вой  и  потом у  pF -аппрокси м и ру ема при  л ю бом  простом  p. Л егко 

пон ят ь т акже, ч то дл я л ю бого м н ожест ва π  г ру ппа 1−G  явл яет ся 

πF -аппрокси м и ру емой  в точ н ост и  тог да, ког да м н ожест во π  
содержи т  ч и сло 2. Д ей ст ви т ел ьн о, есл и  1−G  πF -аппрокси м и ру -
ема, то в си л у  т еоремы  1 дл я подходящ и х π -ч и сел  r  и  1>s  

должн о вы пол н ят ься сравн ен и е )(mod1)1( sr ≡− , н евозможн ое, 
есл и  оба ч и сл а r и  s н еч ет н ы . Таки м  образом , при  1±=k  дву х-
эл емен т н ого м н ожест ва π , у довл ет воряю щ его у слови ям  т еоремы  
2, н е су щ ест ву ет . В ост ал ьн ы х сл у ч аях и меет  место 

Тео рема 3. Если 1>k , то д ля любого простого числа  p, н е  
д елящ его число 1−k , сущ ествует простое  число q, н е  д елящ ее  

1−k  и такое , что  гр уппа  kG  πF -аппроксимир уем а  пр и 
},{ qp=π . 

И з эт и х резу л ьт атов пол у ч ает ся сл еду ю щ ее опи сан и е со-
стоящ и х и з н е бол ее дву х эл емен тов м и н и м ал ьн ы х м н ожест в 
π прост ы х ч и сел , дл я которы х г ру ппа kG  явл яет ся πF -аппрок-
си м и ру емой : 

если 1=k , то все  од н оэлем е н тн ы е  м н ож ества  облад ают 
тр ебуем ы м  свойством , и д р угих мин им альн ы х м н ож еств н ет; 

если 1−=k , то е д ин стве н н ы м  мин им альн ы м  является 
м н ож ество }2{=π ; 

если 1>k , то все  од н оэлем е н тн ы е  мин им альн ы е  м н ож е -
ства  им еют вид  }{p=π , гд е  p – произвольн ы й  простой  д ели-
тель числа  1−k , и д ля любого простого числа , н е  д елящ его 1−k , 
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сущ ествует д вухэлем е н тн ое  мин им альн ое  м н ож ество, сод е р -
ж ащ ее  это число.  

В ч аст н ост и , при  2=k  одн оэл емен т н ы х м и н и м ал ьн ы х 
м н ожест в н е су щ ест ву ет , и  прои звол ьн ое простое ч и сло входи т  в 
н екоторое дву хэл емен т н ое м и н и м ал ьн ое м н ожест во. Замет и м  
т акже, ч то поскол ьку  ч и сло 2 явл яет ся при м и т и вн ы м  корн ем  по 
моду л ю  29, т . е. порядок ч и сл а 2 по моду л ю  29 равен  28, в си л у  
т еоремы  1 г ру ппа 2G  явл яет ся πF -аппрокси м и ру емой , г де  

}29,7,2{=π . Бол ее того, поскольку  порядок ч и сл а по моду л ю  7 
равен  3, и з т еоремы  2 сл еду ет , ч то это м н ожест во дл я г ру ппы  2G  
явл яет ся м и н и м ал ьн ы м . В общ ем  сл у ч ае вопрос об опи сан и и   
м и н и м ал ьн ы х м н ожест в  с ч и слом  эл емен тов, бол ьш и м  2, ост ает -
ся откры т ы м . 

 
§ 2. До казате л ьство  тео ремы 1 

Н еобходи мост ь у слови я в т еореме 1 поч т и  оч еви дн а. В са-
мом  дел е, есл и  дл я н екоторого м н ожест ва π  прост ы х ч и сел  
г ру ппа 〉=〈= − k

k bababaG 1;,  явл яет ся πF -аппрокси м и ру емой , 
то поскол ьку  ее эл емен т  b от л и ч ен  от  еди н и цы , н ай дет ся г омо-
морфи зм  ϕ  г ру ппы  kG  н а кон еч н у ю  π -г ру ппу  т акой , ч то 

1≠ϕb . Обозн ач и м   порядки  эл емен тов ϕa  и  ϕb  ч ерез r и  s со-
от вет ст вен н о. Тог да r и  s явл яю т ся π -ч и сл ам и , при ч ем  1>s . 
Н епосредст вен н ой  и н ду кци ей  проверяет ся, ч то дл я л ю бого цело-

г о ч и сл а 0≥t  в г ру ппе kG  вы пол н ен о равен ст во 
tktt bbaa =− . 

Переходя к ϕ -образам  и  пол аг ая rt = , и меем  
rkbb )( ϕϕ = , от -

ку да )(mod1 sk r ≡ . Сл едоват ел ьн о, порядок ч и сл а k по моду л ю  s 
дел и т  r и  потом у  явл яет ся π -ч и слом . Поскол ьку , к том у  же, ч и с-
л а r и  s явл яю т ся, оч еви дн о, взаи м н о прост ы м и , ч и сло s и скомое. 

Д окажем  дост аточ н ост ь у слови я. Д л я прои звол ьн ой  пары  
положи т ел ьн ы х цел ы х ч и сел  r и  s, у довл ет воряю щ и х сравн ен и ю  

)mod(1 sk r ≡ , обозн ач и м  ч ерез ),( srGk  фактор-г ру ппу  г ру ппы  
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kG  по н ормал ьн ом у  замыкан и ю  эл емен тов ra  и  sb , а ч ерез  

rsϕ  – ест ест вен н ы й  г омоморфи зм  г ру ппы  kG  н а г ру ппу  
),( srGk .  Хорош о и звест н о (см ., н апр., [5, с. 31]), ч то прои звол ь-

н ы й  эл емен т  г ру ппы  ),( srGk  одн озн ач н о предст ави м  в ви де 
jiba ,  г де sjri <≤<≤ 0,0 . В ч аст н ост и , порядок г ру ппы  

),( srGk  равен  rs , а порядки  ее эл емен тов a и  b равн ы  r и  s со-
от вет ст вен н о. Таки м  образом , есл и  r и  s – π -ч и сл а, то г ру ппа 

),( srGk  явл яет ся  кон еч н ой  π -г ру ппой . 
Пу ст ь Ω  – н екоторое м н ожест во пар ),( sr  положи т ел ь-

н ы х цел ы х ч и сел  т аки х, ч то )mod(1 sk r ≡ . Ут верждает ся, ч то 
есл и  обе проекци и  м н ожест ва Ω  бескон еч н ы , то г ру ппа kG  ап-
прокси м и ру ема семей ст вом  г ру пп ),( srGk ,  г де Ω∈),( sr . 

В самом  дел е, пу ст ь g – прои звол ьн ы й  н ееди н и ч н ы й  эл е-
мен т  г ру ппы  kG . Л ег ко ви дет ь, ч то эл емен т  g может  бы т ь пред-

ст авл ен  в ви де ntm abag −= , дл я подходящ и х цел ы х ч и сел  0≥m , 
0≥n  и  t.  Сл едоват ел ьн о, замен яя его сопряжен н ы м , мы  можем  

без пот ери  общ н ост и  сч и т ат ь, ч то н аш  эл емен т  и меет  ви д 
vubag =  дл я подходящ и х цел ы х  u и  v. Поскол ьку  хот я бы  одн о 

и з эт и х ч и сел  от л и ч н о от  н у л я, и з предположен и я от н оси т ел ьн о 
м н ожест ва  Ω  сл еду ет  су щ ест вован и е пары  Ω∈),( sr  т акой , ч то 
и л и  u н е дел и т ся н а r, и л и  v н е дел и т ся н а s. Оч еви дн о, ч то тог да 

1≠rsgϕ , и  н аш е у т вержден и е доказан о. 
Д л я прои звол ьн ого м н ожест ва π  прост ы х ч и сел  обозн ач и м  

ч ерез )(πΩ  м н ожест во всех пар ),( sr  положи т ел ьн ы х цел ы х  

π -ч и сел , у довл ет воряю щ и х сравн ен и ю  )mod(1 sk r ≡ . Вви ду  
преды ду щ его замеч ан и я, дл я заверш ен и я доказат ел ьст ва т еоре-
мы  1 дост аточ н о показат ь, ч то есл и  м н ожест во )(πΩ  содержи т  
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хот я бы  одн у  пару  ),( sr  с 1>s , то обе проекци и  этого м н ожест -
ва бескон еч н ы .  

Поскол ьку  и з сравн ен и я )mod(1 sk r ≡  при  л ю бом  целом  

0>n  сл еду ет  сравн ен и е )mod(1 sk rn ≡ , бескон еч н ост ь первой  
проекци и  м н ожест ва )(πΩ  оч еви дн а.  

Пу ст ь )(),( πΩ∈sr , г де 1>s , и  пу ст ь p – простой  дел и -

т ел ь ч и сл а s. Так как тог да π∈p  и  и з сравн ен и я )(mod1 pk r ≡  

сл еду ет  сравн ен и е )(mod1 1+≡ nrp pk
n

, то дл я л ю бого целого по-

ложи т ел ьн ого π -ч и сл а n  и меем  )(),( 1 πΩ∈+nn prp , ч то и  дока-
зы вает  бескон еч н ост ь второй  проекци и  м н ожест ва )(πΩ .  

Теорема 1 доказан а. Ч аст н ы м  сл у ч аем  этой  т еоремы  явл я-
ет ся у помян у т ы й  вы ш е резу л ьт ат  и з работ ы  [3]: 

Сл е д ствие . Для любого простого числа p гр уппа kG  явл я-
ет ся pF -аппроксимир уемой  тогд а  и только тогд а , когд а   p д е -
лит число 1−k .  

Д ей ст ви т ел ьн о, есл и  г ру ппа kG  pF -аппрокси м и ру ема, то в 
си л у  т еоремы  1 дл я н екоторы х цел ы х ч и сел  m и  0>n  и меет  ме-

сто сравн ен и е )(mod1 np pk
m

≡  и  потом у  )(mod1 pk
mp ≡ . По-

скол ьку  тог да 1),( =pk , по т еореме Ф ерма и меем  т акже 

)(mod11 pk p ≡− . Так как ч и сл а  mp  и  1−p   взаи м н о прост ы , и з 
посл едн и х дву х сравн ен и й  сл еду ет , ч то )(mod1 pk ≡ . Обрат н о, 
есл и   )(mod1 pk ≡ , то м н ожест во }{p=π и  ч и сло ps =  у довл е-
т воряю т  у слови ям  т еоремы  1. 

 
§ 3. До казате л ьство  тео рем  2 и  3 

  Д ост аточ н ост ь у слови й  в т еореме 2 вы т екает , оч еви дн о, 
н епосредст вен н о и з т еоремы  1. Д л я доказат ел ьст ва н еобходи мо-
ст и  предположи м , ч то г ру ппа kG  πF аппрокси м и ру ема, г де м н о-
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жест во π  состои т  и з прост ы х ч и сел  p и  q, qp < ,  н е дел ящ и х 
ч и сл а 1−k . По т еореме 1 су щ ест ву ю т  π -ч и сл а r и  1>s , у довл е-

т воряю щ и е сравн ен и ю  )(mod1 sk r ≡ . 
Покажем , прежде всего, ч то ч и сло s н е дел и т ся н а p и  по-

том у  явл яет ся q-ч и слом . Д ей ст ви т ел ьн о, есл и  sp | , то вы пол н ен о 

сравн ен и е )(mod1 pk r ≡ . Так как ч и сл а r и  1−p  взаи м н о про-

ст ы , от сю да и  и з сравн ен и я )(mod11 pk p ≡−  сл еду ет , ч то 
)(mod1 pk ≡ , ч то прот и вореч и т  у слови ю  т еоремы . 

Теперь л ег ко пон ят ь, ч то ч и сл а p и  q у довл ет воряю т  т ребо-
ван и ям  т еоремы . Взаи м н ая простот а ч и сел  k и  q оч еви дн а. К роме 
того, поскол ьку  и меет  место сравн ен и е )(mod1 qk r ≡ , порядок 
ч и сл а k по моду л ю  q дел и т  r и   потом у  явл яет ся π -ч и слом . Н о 
т ак как )(mod11 qk q ≡− , порядок ч и сл а k по моду л ю  q дел и т  
ч и сло 1−q  и  потом у  взаи м н о прост  с q. Таки м  образом , порядок 
ч и сл а k по моду л ю  q явл яет ся p-ч и слом , и  т еорема 2 доказан а. 

 
Д л я доказат ел ьст ва т еоремы  3 фи кси ру ем  простое ч и сло 

p , н е явл яю щ ееся дел и т ел ем  ч и сл а 1−k . Пу ст ь )(xSn  обозн а-

ч ает  м н огоч л ен  121 ++++ −− xxx nn … . 
Покажем , ч то есл и  простое ч и сло q н е дел и т  ч и сло 1−k  и  

явл яет ся дел и т ел ем  ч и сл а )(kS mp  дл я н екоторого 1≥m , то ч и сл а 

p  и  q  у довл ет воряю т  т ребован и ям  т еоремы  2. 
Д ей ст ви т ел ьн о,  взаи м н ая простот а ч и сел  k и  q оч еви дн а. 

Поскол ьку  ч и сло )()1(1 kSkk m

m

p
p −=−  дел и т ся н а q ,  порядок 

ч и сл а k  по моду л ю  q  явл яет ся p -ч и слом . И з сравн ен и я 

)(mod11 qk q ≡− , сл еду ет , ч то порядок ч и сл а k  по моду л ю  q  
должен  дел и т ь и  ч и сло 1−q , и  т ак как 1−k  н е дел и т ся н а q , 
ч и сло 1−q  дел и т ся н а p. 



О . А. И ван ова , Д. И . М олд аван ский  

 

58

Покажем  т еперь, ч то при  н аш и х предположен и ях кажды й  
простой  дел и т ел ь ч и сл а )(kS mp  н е явл яет ся дел и т ел ем  1−k .  

Д ей ст ви т ел ьн о, есл и  дл я простого ч и сл а q  вы пол н ен ы  
сравн ен и я )(mod0)( qkS mp ≡  и  )(mod1 qk ≡ , то поскол ьку  

тог да и з второго сравн ен и я сл еду ет , ч то )(mod)( qpkS m
pm ≡ , 

ч и сло mp должн о дел и т ься н а q. От сю да qp = , ч то н евозможн о 
в си л у  вы бора ч и сл а p . 

И т ак, н ам  ост ает ся замет и т ь, ч то при  1±≠k  абсол ю т н ая 
вел и ч и н а  ч и сл а )(kS mp  от л и ч н а от  еди н и цы  дл я н екоторого 

1≥m . В самом  дел е, эл емен т арн ы е рассу жден и я показы ваю т , ч то 
есл и  2−≠k  и л и  2≠p , то у же 1)( ±≠kS p . Поскол ьку  

5)2(22 −=−S , доказат ел ьст во т еоремы  3 закон ч ен о. 
 

Библ иографический  списо к  
 

1. Wilson John S. Embedding theorems for residually finite groups // 
Math. J. 1980. 174. № 2. p. 149–157. 

2. Baumslag G., Solitar D. Some two-generator one-relator non-
Hopfian groups. Bull. Amer. Math. Soc. 1962. Vol. 68. P. 199–201. 

3. М олд аван ский  Д. И . А ппрокси м и ру емост ь кон еч н ы м и  p-г ру п-
пам и  HNN-расш и рен и й . Вест н . И ван . г ос. у н -т а. 2000. Вы п. 3. 
С. 129–140. 

4. М агн ус В ., К ар р ас А., С олитэр  Д. К омби н аторн ая т еори я 
г ру пп. М .: Н ау ка, 1974. 455 с. 

 
 


