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ОБ АППРОКСИМИРУЕМОСТИ КОНЕЧНЫМИ
P-ГРУППАМИ СВОБОДНОГО ПРОИЗВЕДЕНИЯ
ДВУХ НИЛЬПОТЕНТНЫХ ГРУПП С КОНЕЧНЫМИ
ОБЪЕДИНЯЕМЫМИ ПОДГРУППАМИ

Получено необходимое и достаточное условие аппроксимируемости ко-
нечными p-группами свободного произведения двух конечно порожден-
ных нильпотентных групп с конечными объединяемыми подгруппами.

The necessary and sufficient condition for free product of two finitely gen-
erated nilpotent groups with finite amalgamated subgroups to be residually
a finite p-group is obtained.

УДК 512.543.

Пусть K — некоторый класс групп. Группа A называется K-аппрок-
симируемой, если для любого ее неединичного элемента x существует
гомоморфизм группы A на некоторую группу из K, при котором образ
этого элемента отличен от 1. Здесь будет рассматриваться свойство Fp-
аппроксимируемости, где p — простое число, Fp — класс всех конечных
p-групп.

Напомним, что нормальным рядом группы A называется любая
последовательность ее нормальных подгрупп вида

1 = A0 6 A1 6 · · · 6 An = A. (1)

Если H — подгруппа группы A, то можно рассматривать нормальный
ряд

1 = A0 ∩H 6 A1 ∩H 6 · · · 6 An ∩H = H, (2)

высекаемый в подгруппе H рядом (1). Если ряд (1) обозначен через R,
то через R(H) будем обозначать ряд, полученный из ряда (2) удалением
повторяющихся членов.

Нормальный ряд без повторяющихся членов, не допускающий не-
тривиальных нормальных уплотнений, называется главным рядом. Оче-
видно, что нормальный ряд конечной p-группы является главным тогда
и только тогда, когда все его факторы имеют порядок p.

Далее через G будем обозначать свободное произведение групп A
и B с подгруппами H и K, объединенными относительно изоморфизма
ϕ : H → K.
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ЕслиR— нормальный ряд группыH, то черезRϕ будем обозначать
нормальный ряд группы K, составленный из ϕ-образов членов ряда R.
Нормальные ряды RA и RB групп A и B будем называть ϕ-совместимы-
ми, если ряд RA(H)ϕ совпадает с рядом RB(K).

В [3] доказан следующий результат.

Теорема 1. Пусть A и B — конечные p-группы. Группа G явля-
ется Fp-аппроксимируемой тогда и только тогда, когда в группах A и
B существуют главные ряды RA и RB , являющиеся ϕ-совместимыми.

Мы обобщаем этот результат таким образом.

Теорема 2. Пусть A и B — конечно порожденные нильпотент-
ные группы, S и T — периодические части групп A и B. И пусть H 6 S,
K 6 T. Предположим, что группы A и B Fp-аппроксимируемы, т. е. их
подгруппы S и T являются конечными p-группами. Группа G является
Fp-аппроксимируемой тогда и только тогда, когда в группах S и T су-
ществуют главные ряды RS и RT , удовлетворяющие следующим двум
условиям:

(a) ряды RS и RT являются ϕ-совместимыми;
(б) члены рядов RS и RT инвариантны в группах A и B соответ-

ственно.

Отметим, что аналогичный критерий Fp-аппроксимируемости HNN-
расширения, базовая группа которого является нильпотентной с конеч-
ным числом порождающих, а связанные подгруппы конечны, получен
Д. И. Молдаванским (см. его статью в этом же “Вестнике”).

Далее, как и в теореме 2, мы будем предполагать, что G — свобод-
ное произведение конечно порожденных нильпотентных групп A и B с
конечными объединенными подгруппами H и K и при этом периодиче-
ские части S и T групп A и B являются p-группами.

Непосредственно проверяется, что подгруппа P группы G, порож-
денная подгруппами S и T , является их свободным произведением с объ-
единенными подгруппами H и K. Очевидным необходимым условием
Fp-аппроксимируемости группы G является требование Fp-аппроксими-
руемости группы P , которое в силу теоремы 1 равносильно существова-
нию в группах S и T главных рядов RS и RT , удовлетворяющих усло-
вию (а). С другой стороны, несложные примеры показывают, что су-
ществование в группах S и T главных рядов с условием (а) не гаранти-
рует, что в этих группах существуют главные ряды, которые наряду с
условием (а) удовлетворяют еще и условию (б). Поэтому требование Fp-
аппроксимируемости группы P не достаточно для Fp-аппроксимируемос-
ти группы G.

Заметим еще, что нильпотентная аппроксимируемость группы G
равносильна ее Fp-аппроксимируемости [2]. Поэтому теорему 2 можно
рассматривать как критерий нильпотентной аппроксимируемости груп-
пы G.

Приступим к доказательству теоремы 2.
Пусть группа G Fp-аппроксимируема. Так как подгруппы S и T

группыG конечны, то найдется нормальная подгруппа L группыG конеч-
ного p-индекса такая, что L∩S = 1 и L∩T = 1. Уплотняя ряд 1 6 L 6 G,
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получим нормальный ряд RG группы G вида

1 6 L = G1 6 G2 6 · · · 6 Gk = G,

в котором для любого i = 1, 2, . . . , k− 1 порядок фактора Gi+1/Gi равен
p. Очевидно, что ряд RG высекает в подгруппах S и T нормальные ряды
с факторами порядка p или 1. Поэтому ряды

RS = RG(S) и RT = RG(T )

являются главными рядами в группах S и T . Очевидно, что члены рядов
RS и RT инвариантны в A и B соответственно. Очевидно также, что

RS(H) = RG(H), RT (K) = RG(K).

В группе G подгруппы H и K совпадают, и, следовательно,

RG(H) = RG(K).

Поэтому если S и T рассматривать как подгруппы группы G, то из трех
последних равенств следует, что

RS(H) = RT (K).

Отсюда и из того, что в группе G равенство элементов h из H и k из K
возможно только, если hϕ = k, получаем:

RS(H)ϕ = RT (K),

т. е. ряды RS и RT ϕ-совместимы. Таким образом, ряды RS и RT удо-
влетворяют условиям (а) и (б).

Наоборот, пусть в группах S и T существуют главные ряды RS и
RT , удовлетворяющие условиям (а) и (б). Так как факторы рядов RS

и RT имеют порядок p, то тем же свойством обладают и факторы ря-
дов RS(H) и RT (K). Поэтому ряды RS(H) и RT (K) являются главными
рядами групп H и K соответственно.

Ряд RS представляет собой последовательность нормальных под-
групп группы A вида

1 = S0 6 S1 6 · · · 6 Sl = S.

Очевидно, что для каждого k = 0, 1, . . . , l фактор-группа A/Sk Fp-ап-
проксимируема, и поэтому найдется нормальная подгруппа Mk конечного
p-индекса группы A такая, что

Mk ∩ S = Sk.

Отсюда и из того, что H ⊆ S, получаем:

Mk ∩H = Sk ∩H. (3)
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Для каждого i = 0, 1, . . . , l подгруппа

Ni =
l⋂

k=i

Mk

является нормальной подгруппой конечного p-индекса группы A и в си-
лу (3)

Ni ∩H =
l⋂

k=i

(Mk ∩H) =
l⋂

k=i

(Sk ∩H).

Отсюда и из того, что Si ⊆ Si+1 ⊆ · · · ⊆ Sl, получаем

Ni ∩H = Si ∩H. (4)

В частности,
N0 ∩H = S0 ∩H = 1 ∩H = 1. (5)

Нормальный ряд группы A

1 6 N0 6 N1 6 · · · 6 Nl 6 A

обозначим через R′
A. Из (4) следует, что

R′
A(H) = RS(H). (6)

Поскольку члены Ni ряда R′
A имеют в группе A конечный p-индекс, то,

уплотняя ряд R′
A, мы получим нормальный ряд RA вида

1 6 N0 = A0 6 A1 6 · · · 6 Am = A,

в котором для каждого i = 0, 1, . . . , m− 1

|Ai+1/Ai| = p. (7)

В силу (5)
A0 ∩H = 1. (8)

Так как RA — уплотнение ряда R′
A, то RA(H) — уплотнение ряда R′

A(H),
совпадающего в силу (6) с RS(H). Таким образом, RA(H) — уплотнение
главного ряда RS(H), и поэтому

RA(H) = RS(H). (9)

Аналогичным образом в группе B можно построить нормальный
ряд RB вида

1 6 B0 6 B1 6 · · · 6 Bn = B,

удовлетворяющий следующим условиям:

RB(K) = RT (K), (10)
B0 ∩K = 1, (11)
|Bi+1/Bi| = p (12)

для всех i = 0, 1, . . . , n− 1.
По условию (а) рядыRS иRT являются ϕ-совместимыми. Поэтому

из равенств (9) и (10) следует ϕ-совместимость рядов RA и RB .
Таким образом, в группах A и B существуют нормальные ϕ-совмес-

тимые ряды RA и RB , удовлетворяющие условиям (7), (8), (11), (12).
Отсюда вытекает Fp-аппроксимируемость группы G в силу следующего
результата, доказанного в [1] (теорема 2.3).
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Теорема 3. Пусть F — свободное произведение Fp-аппроксими-
руемых групп C и D с конечными подгруппами U и V , объединенны-
ми относительно изоморфизма ψ : U → V. Группа F является Fp-
аппроксимируемой тогда и только тогда, когда в группах C и D су-
ществуют нормальные ψ-совместимые ряды

1 6 C0 6 C1 6 · · · 6 Cm = C

и
1 6 D0 6 D1 6 · · · 6 Dn = D,

удовлетворяющие следующим условиям:

C0 ∩ U = 1, D0 ∩ V = 1,

|Ci+1/Ci| = p, |Dj+1/Dj | = p

для всех i = 0, 1, . . . , m− 1 и для всех j = 0, 1, . . . , n− 1.
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