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О СУММЕ МОДУЛЕЙ ЧЛЕНОВ СГРУППИРОВАННОГО
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОГО РЯДА
С МОНОТОННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Изучаются абсолютная сходимость сгруппированного некоторым обра-
зом тpигонометpического ряда с монотонными коэффициентами и свой-
ства суммы модулей членов такого ряда.

Absolute convergence of grouped some way trigonometrical series with
monotone coefficients and properties of the sum of modules of members
of such series are investigated.

УДК 517.5.

Введение

Пусть последовательность неотpицательных чисел {an}∞n=1 не воз-
растает и

∞∑
n=1

an = +∞ . (1)

Тогда (см. [1, гл. 13, § 11]) ряд

∞∑
n=1

| an cos(nx) | (2)

расходится для всех x , а ряд

∞∑
n=1

| an sin(nx) | (3)

расходится для всех x , для которых число x/π не целое.
Пусть Λ = {Nk}∞k=0 — строго возрастающая последовательность на-

туральных чисел, причем N0 = 1 . Эту последовательность будем далее
считать фиксированной. Цель этой статьи — изучить сходимость полу-
ченных из тpигонометpического ряда с монотонными коэффициентами
сгруппированных рядов

∞∑
j=1

∣∣∣ Nj−1∑
n=Nj−1

an cos(nx)
∣∣∣ , (4)
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∞∑
j=1

∣∣∣ Nj−1∑
n=Nj−1

an sin(nx)
∣∣∣ , (5)

∞∑
j=1

max
Nj−16k6m<Nj

∣∣∣ m∑
n=k

an cos(nx)
∣∣∣, (6)

∞∑
j=1

max
Nj−16k6m<Nj

∣∣∣ m∑
n=k

an sin(nx)
∣∣∣ (7)

и некоторые свойства их сумм. Ряды (4) — (7) являются естественным
обобщением рядов вида (2) или (3). Подчеркнем, что далее последова-
тельность неотpицательных чисел {an}∞n=1 всегда предполагается невоз-
растающей.

В § 1 будет доказана

Теорема 1. a) Если

∞∑
j=0

aNj
= +∞ , (8)

то каждый из рядов (4) — (7) расходится п. в. и множество всех его
точек сходимости первой категории. Более того, ряд (6) расходится
всюду, а ряд (7) расходится во всех точках x, не кратных π.

b) Если
∞∑

j=0

aNj
< +∞ , (9)

то ряды (4) и (6) сходятся во всех точках x, не кратных 2π, а ряды (5)
и (7) сходятся во всех точках x, причем на любом отрезке, не содержа-
щем кратных 2π точек x, сходимость рядов (4) — (7) равномерна.

При условии (9) суммы рядов (4) — (7) будем обозначать соответ-
ственно через f(x), g(x), f∗(x), g∗(x). В случае выполнения условия (1)
функции f и f∗ в точках x, кратных 2π, считаются равными +∞. Яс-
но, что функции f , g, f∗, g∗ являются четными и имеют период 2π. В
§ 1 будут приведены примеры, которые показывают, что при условии (8)
ряды (4) и (5) могут быть сходящимися на бесконечном множестве точек
в интервале (0, π) и даже на множестве точек мощности континуума.

Очевидно, что при условии (9) каждая из функций f и f∗ огра-
ничена на интервале (0, π) тогда и только тогда, когда условие (1) не
выполнено. В § 2 будет доказано, что справедлива

Теорема 2. Если выполнено условие (9), то каждая из функций
g и g∗ ограничена на прямой тогда и только тогда, когда

sup
n>1

(nan) < +∞ (10)

и величина

A = sup
N>1

∑
j>1:Nj−1>N

Vj(N)∑
n=Nj−1

an < +∞ , (11)
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где для краткости при всех j > 1 обозначено

Vj(N) = Nj−1 + min (Nj −Nj−1 , N )− 1 , (12)

а N пробегает все натуральные числа. Более того, верны оценки

1
7

sup
x

g∗(x) 6 A + sup
n>1

(nan) 6 14 sup
x

g(x) . (13)

Также будут получены некоторые оценки и сверху и снизу функций
(4) — (7) через коэффициенты.

В § 3 будут доказаны следующие две теоремы.

Теорема 3. a) Если выполнено условие

B =
∞∑

j=1

Nj−1∑
n=Nj−1

an

n−Nj−1 + 1
< +∞ , (14)

то каждая из функций f , g, f∗, g∗ интегрируема на интервале (0, π) и
верны оценки

1
π

∫ π

−π

f∗(x) dx 6 14B и
1
π

∫ π

−π

g∗(x) dx 6 14B . (15)

b) Если некоторая из функций g, g∗, f∗ интегрируема на интер-
вале (0, π) , то выполнено условие (14) и справедливы оценки

B 6
10
π

∫ π

−π

g(x) dx и B 6
18
π

∫ π

−π

f∗(x) dx . (16)

c) Если функция f интегрируема на интервале (0, π) и

λ = sup
j>1

ln(Nj + 1)
ln(Nj−1 + 1)

< +∞ , (17)

то выполнено условие (14) и верна оценка

B 6 6(λ + 1)
1
π

∫ π

−π

f(x) dx . (18)

Для краткости при всех натуральных N будем далее использовать
обозначение

A(N) =
∑

j>1:Nj−1>N

Vj(N)∑
n=Nj−1

an . (19)
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Теорема 4. Пусть p ∈ (1,∞). a) Если выполнены условия
∞∑

n=1

np−2 ap
n < +∞ (20)

и
∞∑

N=1

1
N(N + 1)

(A(N))p
< +∞ , (21)

то функции f, g, f∗, g∗ ∈ Lp
2π и справедливы оценки(

max
{ 1

π

∫ π

−π

(f∗(x))p dx ,
1
π

∫ π

−π

(g∗(x))p dx
})1/p

6

16p
( ∞∑

n=1

np−2 ap
n

)1/p

+ 6
( ∞∑

N=1

1
N(N + 1)

(A(N))p
)1/p

. (22)

b) Если некоторая из функций f , g, f∗, g∗ принадлежит простран-
ству Lp

2π, то выполнены условия (20) и (21) и справедливы оценки( ∞∑
n=1

np−2 ap
n

)1/p

+
( ∞∑

N=1

1
N(N + 1)

(A(N))p
)1/p

6

200p

(p− 1)

(
min

{ 1
π

∫ π

−π

(f(x))p dx ,
1
π

∫ π

−π

(g(x))p dx
})1/p

. (23)

Тепеpь пеpейдем к доказательствам сфоpмулиpованных выше pе-
зультатов.

§ 1. Исследование сходимости рядов (4) — (7)

Через t(x) будем обозначать любую из функций cos(x) или sin(x) .
В этом случае другая из этих функций будет обозначаться через t1(x) .
Ясно, что в точках x, кратных 2π, ряды (5) и (7) всегда сходятся к нулю, а
ряды (4) и (6) сходятся тогда и только тогда, когда не выполнено условие
(1). Если же точка x не кратна 2π , то исследование сходимости рядов
(4), (6) и рядов (5), (7) аналогично. Поэтому мы будем рассматривать
ряды

∞∑
j=1

∣∣∣ Nj−1∑
n=Nj−1

an t(nx)
∣∣∣ (1.1)

и
∞∑

j=1

max
Nj−16k6m<Nj

∣∣∣ m∑
n=k

an t(nx)
∣∣∣ . (1.2)

Подставляя t = cos или t = sin в полученные ниже результаты, будем
получать соответствующие результаты для рядов (4), (6) или (5), (7).

Доказательство пункта a) теоремы 1. Пусть выполнено усло-
вие (8) и ряд (1.1) сходится на множестве положительной меры. Тогда
для некоторого натурального числа q множество

E = Eq =
{

x ∈ (0, π) :
∞∑

j=1

∣∣∣ Nj−1∑
n=Nj−1

an t(nx)
∣∣∣ 6 q

}
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имеет положительную меру. Для каждого натурального j и x ∈ E полу-
чаем∣∣∣ Nj−1∑

n=Nj−1

(aNj−1 − an) t(nx)
∣∣∣ =

∣∣∣ Nj−1∑
n=Nj−1+1

(an−1 − an)
Nj−1∑
ν=n

t(νx)
∣∣∣ 6

1
| sin(x/2)|

Nj−1∑
n=Nj−1+1

|an−1 − an| 6
1

| sin(x/2)|
|aNj−1 − aNj

|.

Поэтому

∞∑
j=1

∣∣∣ aNj−1

Nj−1∑
n=Nj−1

t(nx)
∣∣∣ 6

∞∑
j=1

∣∣∣ Nj−1∑
n=Nj−1

an t(nx)
∣∣∣+

+
∞∑

j=1

∣∣∣ Nj−1∑
n=Nj−1

(aNj−1 − an) t(nx)
∣∣∣ 6 q +

a1

| sin(x/2)|
6

q + a1

| sin(x/2)|
.

Заметим, что∣∣∣ 2 sin
( x

2

) Nj−1∑
n=Nj−1

t(nx)
∣∣∣ =

∣∣∣ t1

( (
Nj −

1
2

)
x

)
− t1

( (
Nj−1 −

1
2

)
x

) ∣∣∣ .

Следовательно, при всех x ∈ E имеем
∞∑

j=1

aNj−1

∣∣∣ t1

( (
Nj −

1
2

)
x

)
− t1

( (
Nj−1 −

1
2

)
x

) ∣∣∣ 6 2q + 2a1

и
∞∑

j=1

aNj−1

∫
E

∣∣∣ t1

( (
Nj −

1
2

)
x

)
− t1

( (
Nj−1 −

1
2

)
x

) ∣∣∣ dx 6 2π(q + a1) .

Но по следствию 4 из работы [2], где надо взять τ = 4, δ = 1, J = [0, π],
существует такая положительная постоянная c, которая зависит только
от множества E, что верна оценка∫

E

∣∣∣ t1

( (
Nj −

1
2

)
x

)
− t1

( (
Nj−1 −

1
2

)
x

) ∣∣∣ dx > c пpи всех j > 1.

Поэтому получено противоречие с условием (8). Следовательно, ряд (1.1)
и тем более ряд (1.2) расходятся п. в. Поскольку для любого натурально-
го q множество точек Fq , где сумма ряда (1.1) (ряда (1.2)) не превосходит
q, является замкнутым и меры нуль, то множество точек сходимости ряда
(1.1) (ряда (1.2)), которое равно ∪∞q=1 Fq, имеет первую категорию. По-
скольку

∞∑
j=1

( aNj−1 | t((Nj − 1)x) |+ aNj
| t(Njx) | ) >

∞∑
j=1

aNj ( t2((Nj − 1)x) + t2(Njx) ) =

∞∑
j=1

aNj (1± cos(x) cos((2Nj − 1)x)) >
∞∑

j=1

aNj ( 1− | cos(x)| ) ,
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то из условия (8) вытекает расходимость ряда (1.2) во всех не кратных π
точках x . Пункт a) теоремы 1 доказан.

Пусть последовательность нечетных натуральных чисел {mk}∞k=0
строго возрастает и mk+1 делится на mk при любом натуральном k, при-
чем m0 = 1. Положим Nk = (mk +1)/2 при всех k > 0, и пусть an = aNj−1

при всех n = Nj−1, . . . , Nj−1 и j = 1, 2, . . . . Тогда ряд (1.1) превращается
в ряд

∞∑
j=1

aNj−1

∣∣∣ Nj−1∑
n=Nj−1

t(nx)
∣∣∣ =

∞∑
j=1

aNj−1

∣∣∣ 2 sin
( x

2

) ∣∣∣−1 ∣∣∣ t1

(
mj

x

2

)
− t1

(
mj−1

x

2

) ∣∣∣ .

Если, например, mk = 3k , при k > 0, то ряд (1.1) сходится во всех точках
вида x = 2πν3−m, не кратных 2π. Если же mk =

∏k+1
j=1 (2j−1)2, при k > 0,

то
∑∞

j=1 aNj−1 mj−1/mj < ∞ , и ряд (1.1) сходится во всех не кратных 2π

точках вида x = 4π
∑∞

j=1 sj/mj , где sj = 0, 1, т. е. ряд (1.1) сходится на
множестве точек мощности континуума.

Доказательство пункта b) теоремы 1. Пусть выполнено усло-
вие (9). Возьмем любое число δ ∈ (0, π), и пусть отрезок I = [δ, 2π − δ].
Тогда при x ∈ I для любого натурального j и Nj−1 6 k 6 m < Nj в
силу преобразования Абеля имеем

∣∣ ∑m
n=k an t(nx)

∣∣ 6 | sin(x/2) |−1 ak 6
aNj−1 ( sin(δ/2) )−1. Следовательно, члены ряда (1.2), а значит и ряда
(1.1), на отрезке x ∈ I мажорируются членами сходящегося ряда∑∞

j=1 aNj−1 ( sin( δ/2 ) )−1 . Поэтому ряды (1.1) и (1.2) сходятся равномер-
но на I. Теорема 1 полностью доказана.

§ 2. Исследование сумм рядов (5) и (7) на ограниченность

Будем использовать обозначения, введенные в предыдущем пара-
графе, а также обозначения (11), (12) и (19). Пусть далее квадратные
скобки от числа означают переход к его целой части. Справедлива

Лемма 2.1. Для любых натуральных чисел j, q и N таких, что
Nj−1 6 N < Nj , и любого x ∈

[
π

q+1 , π
q

]
веpны оценки

max
N6k6m<Nj

∣∣∣ m∑
n=k

an t(nx)
∣∣∣ 6 min

{
2
√

2
N+q−1∑
n=N

an ,

Nj−1∑
n=N

an

}
, (2.1)

max
N6k6m<Nj

∣∣∣ m∑
n=k

an t(nx)
∣∣∣ 6 3

min(N+q,Nj)−1∑
n=N

an (2.2)

и

max
Nj−16k6m<Nj

∣∣∣ m∑
n=k

an t(nx)
∣∣∣ 6 3

Vj(q)∑
n=Nj−1

an . (2.3)
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Доказательство. При условиях леммы 2.1 и N 6 k 6 m < Nj в
силу преобразования Абеля имеем

∣∣∣ m∑
n=N

an t(nx)
∣∣∣ 6

N+q−1∑
n=N

∣∣∣ ∑
s>0:n+qs6m

an+qs t(nx + qsx)
∣∣∣ 6

N+q−1∑
n=N

∣∣∣ sin
( qx

2

) ∣∣∣−1
an 6

√
2

N+q−1∑
n=N

an ,

поскольку 2qx > (q + 1)x > π и sin( qx/2 ) > 2−1/2. Полученная выше
оценка верна и при замене m на k − 1. Поэтому

∣∣∣ m∑
n=k

an t(nx)
∣∣∣ 6

∣∣∣ m∑
n=N

an t(nx)
∣∣∣ +

∣∣∣ k−1∑
n=N

an t(nx)
∣∣∣ 6 2

√
2

N+q−1∑
n=N

an .

Поскольку
∣∣ ∑m

n=k an t(nx)
∣∣ 6

∑m
n=k an 6

∑Nj−1
n=Nj−1

an, то оценка (2.1)
доказана. Из нее сразу вытекает оценка (2.2), которая при n = Nj−1
превращается в оценку (2.3). Лемма 2.1 доказана.

Лемма 2.2. Для любого натурального числа N и x ∈
[

π
N+1 , π

N

]
веpны оценки

g(x) 6 g∗(x) 6 3
N∑

n=1

nan x + 3A(N) (2.4)

и
g(x) 6 g∗(x) 6 (π + 3) max

n=1, ..., N
(nan) + 3A(N) . (2.5)

Доказательство. Пусть натуральное ν таково, что Nν−1 6 N <
Nν . Тогда, используя оценки (2.2) и (2.3) при q = N, имеем

g∗(x) 6
ν−1∑
j=1

Nj−1∑
n=Nj−1

|an sin(nx)|+
N−1∑

n=Nν−1

|an sin(nx)|+

+ max
N6k6m<Nν

∣∣∣ m∑
n=k

an sin(nx)
∣∣∣ +

∞∑
j=ν+1

max
Nj−16k6m<Nj

∣∣∣ m∑
n=k

an sin(nx)
∣∣∣ 6

N−1∑
n=1

|an sin(nx)|+ 3
min(2N,Nν)−1∑

n=N

an +
∞∑

j=ν+1

3
Vj(N)∑

n=Nj−1

an 6

N−1∑
n=1

|an sin(nx)|+ 3N aN + 3A(N) .

Отсюда g∗(x) 6
∑N

n=1 nan x+2x
∑N

n=1 n aN +3A(N), что сразу приводит
к оценке (2.4), и g∗(x) 6 π

N

∑N
n=1 nan + 3 NaN + 3A(N), что означает

справедливость оценки (2.5). Лемма 2.2 полностью доказана.
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Лемма 2.3. Если сумма h(x) ряда (1.1) интегрируема на (0, π),
то для любого натурального числа N и x ∈

[
π

N+1 , π
N

]
веpны оценки

A(N) 6
8
π

∫ π

−π

FN (v)h(v) dv (2.6)

и
A(N) 6

16
x

∫ x

0
h(v) dv + 8x

∫ π

x

h(v)
v2 dv , (2.7)

где FN (v) = 1
2 +

∑N
k=1

(
1− k

N+1

)
cos(kv) — ядpо Фейеpа.

Доказательство. Из (1.1) для каждого натурального числа J име-
ем∣∣∣ ∑

j>1:Nj−1>N,j6J

t(Nj−1v)FN (v)
Nj−1∑

n=Nj−1

ant(nv)
∣∣∣ 6

J∑
j=1

FN (v)
∣∣∣ Nj−1∑

n=Nj−1

ant(nv)
∣∣∣ 6 FN (v)h(v).

Поэтому, интегрируя это неравенство по v от −π до π, приходим к оценке

∑
j>1:Nj−1>N,j6J

min{N,Nj−Nj−1−1}∑
n=0

1
2

(
1− n

N + 1

)
aNj−1+n =

∣∣∣ ∑
j>1:Nj−1>N,j6J

1
π

∫ π

−π

t(Nj−1v)FN (v)
( Nj−1∑

n=Nj−1

ant(nv)
)

dv
∣∣∣ 6

1
π

∫ π

−π

FN (v)h(v) dv .

В силу произвольности J отсюда получаем оценку

∑
j>1:Nj−1>N

min{[(N+1)/2],Nj−Nj−1−1}∑
n=0

1
4

aNj−1+n 6
1
π

∫ π

−π

FN (v)h(v) dv,

из которой, используя монотонность последовательности {an}∞n=1, выво-
дим оценку

∑
j>1:Nj−1>N

min{N+1,Nj−Nj−1−1}∑
n=0

aNj−1+n 6
8
π

∫ π

−π

FN (v)h(v) dv.

Отсюда и из (19) оценка (2.6) следует немедленно. Поскольку∫ π

0
FN (v)h(v) dv 6

(N + 1)
2

∫ x

0
h(v) dv +

∫ π

x

π2h(v)
2(N + 1)v2 dv 6

π

x

∫ x

0
h(v) dv +

π

2
x

∫ π

x

h(v)
v2 dv, (2.8)

то оценка (2.7) также получена. Лемма 2.3 доказана полностью.
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Лемма 2.4. a) Если функция g интегрируема на (0, π), то для
любого натурального числа N веpны оценки

aN
N(N + 2)
6(N + 1)

6
N∑

n=1

(
1− n

N + 1

) nan

(N + 1)
6

1
π

∫ π

−π

FN

(
v − π

2(N + 1)

)
g(v) dv. (2.9)

b) Если функция f интегрируема на (0, π) , то для любого нату-
рального числа N веpны оценки

aN
N

2
6

N∑
n=1

(
1− n

N + 1

)
an 6

1
π

∫ π

−π

FN (v)f(v) dv . (2.10)

Доказательство. Пусть сумма h(x) ряда (1.1) интегрируема на
(0, π) и Nj > N. Тогда средние Фейера

σN (x) =
N∑

n=1

(
1− n

N + 1

)
an t(nx) =

1
π

∫ π

−π

( Nj−1∑
n=1

an t(nv)
)

FN (v − x) dv 6
1
π

∫ π

−π

h(v)FN (v − x) dv .

Отсюда при h = g и x = π/(2(N + 1)) получаем оценку (2.9), а при
h = f и x = 0 имеем оценку (2.10). Лемма 2.4 доказана.

Доказательство теоpемы 2. Пусть выполнены условия (10) и
(11). Поскольку A > A(1) =

∑∞
j=1 aNj−1 , то условие (11) означает и вы-

полнение условия (9). В силу (11) и (19) A = supN>1 A(N). Поэтому из
(2.5) получаем оценку g(x) 6 g∗(x) 6 (π + 3) supn>1 (nan) + 3A, из кото-
рой сразу вытекает ограниченность функций g и g∗ на прямой и первая
оценка (13). Достаточность в теореме 2 доказана. Докажем необходи-
мость. Ограниченность функции g∗ означает и ограниченность функции
g. Поэтому предположим, что есть постоянная K ∈ [0,+∞) такая, что
g(x) 6 K при всех x. Тогда из (2.9) имеем

NaN 6
6
π

∫ π

−π

K FN

(
v − π

2(N + 1)

)
dv = 6K .

Следовательно, supn>1 (nan) 6 6K. Из оценки (2.6) выводим

A(N) 6
8
π

∫ π

−π

KFN (v) dv 6 8K .

Значит, A 6 8K. Тем самым получены условия (10) и (11) и вторая оценка
(13). Теорема 2 полностью доказана.

§ 3. Исследование сумм рядов (4) — (7) на интегрируемость

Будем использовать введенные в § 1 обозначения, причем сумму
ряда (1.2) будем обозначать h∗(x).
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Лемма 3.1. Для любого натурального числа N и x ∈
[

π
N+1 , π

N

]
веpна оценка

h∗(x) 6 3A(N) + 4
N∑

n=1

an . (3.1)

Более того, если p ∈ [1,∞) , то( 1
π

∫ π

−π

(h∗(x))p dx
)1/p

6

6
( ∞∑

N=1

1
N(N + 1)

(A(N))p
)1/p

+ 8
( ∞∑

N=1

1
N(N + 1)

( N∑
n=1

an

)p )1/p

. (3.2)

Доказательство. Пусть натуральное ν таково, что Nν−1 6 N <
Nν . Тогда, используя оценки (2.2) и (2.3) при q = N, получаем

h∗(x) 6
ν−1∑
j=1

Nj−1∑
n=Nj−1

an +
N−1∑

n=Nν−1

an + max
N6k6m<Nν

∣∣∣ m∑
n=k

an t(nx)
∣∣∣+

+
∞∑

j=ν+1

max
Nj−1≤k≤m<Nj

∣∣∣ m∑
n=k

an t(nx)
∣∣∣ 6

N−1∑
n=1

an + 3
min(2N,Nν)−1∑

n=N

an+

+
∞∑

j=ν+1

3
Vj(N)∑

n=Nj−1

an 6
N−1∑
n=1

an + 3NaN + 3A(N) .

Отсюда сразу вытекает оценка (3.1).
Из оценки (3.1) имеем

2
π

∫ π

0
(h∗(x))p dx =

∞∑
N=1

2
π

∫ π/N

π/(N+1)
(h∗(x))p dx 6

∞∑
N=1

2
N(N + 1)

(
3A(N) + 4

N∑
n=1

an

)p

6

2p
∞∑

N=1

1
N(N + 1)

( 3A(N) )p + 2p
∞∑

N=1

1
N(N + 1)

(
4

N∑
n=1

an

)p

.

Отсюда сразу получаем оценку (3.2). Лемма 3.1 полностью доказана.
Заметим, что оценка (3.1) верна и для функции f∗, и для функции

g∗, но для последней справедлива и оценка (2.4).
Доказательство пункта a) теоремы 3. Из (12) и (19) имеем

∞∑
N=1

1
N(N + 1)

A(N) =
∞∑

j=1

Nj−1∑
N=1

Vj(N)∑
n=Nj−1

an

N(N + 1)
=

∞∑
j=1

Vj(Nj−1)∑
n=Nj−1

an

Nj−1∑
N=n+1−Nj−1

( 1
N
− 1

N + 1

)
6

∞∑
j=1

Vj(Nj−1)∑
n=Nj−1

an

n + 1−Nj−1
= B1 6 B .
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Поскольку
∞∑

N=1

1
N(N + 1)

( N∑
n=1

an

)
=

∞∑
n=1

an

n
6 B ,

то из оценки (3.2) при p = 1 получаем

2
π

∫ π

0
h∗(x) dx 6

6
∞∑

N=1

1
N(N + 1)

A(N) + 8
∞∑

N=1

1
N(N + 1)

( N∑
n=1

an

)
6 14B .

Поэтому функции f∗ и g∗ интегрируемы на интервале (0, π) и верны оцен-
ки (15). Пункт a) теоремы 3 доказан.

Пусть далее при x > 0 функция N(x) = [π/x], т. е. целой части от
π/x. Для суммы h(x) ряда (1.1) через

Mh(x) = sup
0<|u|6π

1
u

∫ x+u

x

h(v) dv

обозначим ее максимальную функцию Харди — Литтлвуда.

Лемма 3.2. Если сумма h(x) ряда (1.1) интегрируема на (0, π),
то для любого натурального числа N и x ∈

[
π

N+1 , π
N

]
веpны оценки

A(N) 6 24Mh(x) (3.3)

и
NaN 6 36Mh(x) . (3.4)

Доказательство. Поскольку 1
x

∫ x

0 h(v) dv 6 Mh(x) и

x

∫ π

x

h(v)
v2 dv =

x

π2

∫ π

x

h(v) dv + x

∫ π

x

2
v3

( ∫ v

x

h(u) du
)

dv 6( x(π − x)
π2 + x

∫ π

x

2(v − x)
v3 dv

)
Mh(x) =

(π − x)
π

Mh(x) ,

то из (2.7) имеем (3.3), а при h = f из (2.8) и (2.10) получаем

NaN 6 6Mf (x) . (3.5)

Аналогично при h = g оцениваем∫ π

−π

FN

(
v − π

2(N + 1)

)
g(v) dv 6

(N + 1)
2

∫ x

−x

g(v) dv +
∫ π

x

π2g(v)
(N + 1)

(
v − π

2(N + 1)

)−2
dv 6

2π

x

∫ x

0
g(v) dv + 4πx

∫ π

x

g(v)
v2 dv .
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Отсюда и из (2.9) получаем

1
6
NaN 6

N∑
n=1

(
1− n

N + 1

) nan

(N + 1)
6

2
x

∫ x

0
g(v) dv + 4x

∫ π

x

g(v)
v2 dv 6 6Mg(x). (3.6)

Из (3.5) и (3.6) вытекает (3.4). Лемма 3.2 доказана полностью.
Доказательство теоремы 4. Пусть выполнены условия (20) и

(21). Поскольку по неравенству Харди (см. [4 , теорема 346])

∞∑
N=1

1
N2

( N∑
n=1

an

)p

6 (2p)p
∞∑

n=1

np−2 ap
n ,

то из (3.2) получаем, что функция h∗ ∈ Lp
2π и верна оценка (22). Пункт

a) доказан. Докажем пункт b). Если h ∈ Lp
2π, то по лемме 3.2 видим, что

A(N(x)) 6 24Mh(x) при всех x ∈ (0, π] и

∞∑
N=1

(A(N))p

N(N + 1)
=

1
π

∫ π

0
(A(N(x)))p dx 6 (24)p 1

2π

∫ π

−π

(Mh(x))p dx .

Поскольку (см. [3 , гл. 1, оценки (3.17)])∫ π

−π

(Mh(x))p dx 6 4
( p

p− 1

)p
∫ π

−π

|h(x)|p dx ,

то условие (21) выполнено и

( ∞∑
N=1

1
N(N + 1)

(A(N))p
)1/p

6
24p

(p− 1)

( 2
π

∫ π

−π

|h(x)|p dx
)1/p

dx .

Аналогично из (3.4) имеем

∞∑
n=1

np−2 ap
n 6

2
π

∫ π

0
(N(x)aN(x))p dx 6

(36)p 1
π

∫ π

−π

(Mh(x))p dx 6
( 36p

p− 1

)p 4
π

∫ π

−π

|h(x)|p dx .

Поэтому выполнено и условие (20) и верна оценка (23). Теорема 4 полно-
стью доказана.

Лемма 3.3. Для любых натуральных чисел m > k > 1 спpаведли-
ва оценка

min{m,2k}∑
n=k

an

n− k + 1
6

6
π

∫ π

−π

∣∣∣ m∑
n=k

an t(nx)
∣∣∣ dx . (3.7)
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Более того, при m > 2k верна оценка

m∑
n=k

an

n− k + 1
6

( ln(m/k)
ln(k + 2)

+ 1
) 6

π

∫ π

−π

∣∣∣ m∑
n=k

an t(nx)
∣∣∣ dx . (3.8)

Доказательство. При m > k > 2 имеем

min{m,3k−3}∑
n=k

an

n− k + 1
=

∣∣∣ 2
π

∫ π

−π

t1((k − 1)x)
( m∑

n=k

an t(nx)
) ( 2k−2∑

n=1

sin(nx)
n

)
dx

∣∣∣ 6

2
π

∫ π

−π

∣∣∣ m∑
n=k

an t(nx)
∣∣∣ dx max

x

∣∣∣ 2k−2∑
n=1

sin(nx)
n

∣∣∣ 6
6
π

∫ π

−π

∣∣∣ m∑
n=k

an t(nx)
∣∣∣ dx .

Отсюда получаем (3.7) при k > 3. Но

6
π

∫ π

−π

∣∣∣ m∑
n=k

an t(nx)
∣∣∣ dx >

∣∣∣ 6
π

∫ π

−π

t(kx)
( m∑

n=k

an t(nx)
)

dx
∣∣∣ > 6ak .

Значит, оценка (3.7) верна и при k = 1, и при k = 2 также.
Если m > 2k, то

∑2k
n=k

an

n−k+1 > a2k

∫ k+2
1

dt
t = a2k ln(k+2) . Значит,

m∑
n=2k+1

an

n− k + 1
6 a2k

∫ m−k+1

k+1

dt

t
6

a2k ln
( m

k

)
6

ln(m/k)
ln(k + 2)

2k∑
n=k

an

n− k + 1
.

Отсюда и из (3.7) сразу вытекает (3.8). Лемма 3.3 доказана.

Лемма 3.4. Если сумма h(x) ряда (1.1) интегрируема на (0, π),
то веpно неравенство

B1 =
∞∑

j=1

Vj(Nj−1)∑
n=Nj−1

an

n + 1−Nj−1
6

6
π

∫ π

−π

|h(x) | dx .

Доказательство. Достаточно в оценке (3.7) вставить k = Nj−1,
m = Nj − 1 и затем полученные неравенства просуммировать по j.

Доказательство пункта b) теоремы 3. Для каждого натураль-
ного числа j имеем

Nj−1∑
n=Nj−1

an

n−Nj−1 + 1
6

Vj(Nj−1)∑
n=Nj−1

an

n + 1−Nj−1
+ 2

Nj−1∑
n=Nj−1

an

n
.
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Суммируя эти оценки по всем натуральным j, получаем

B 6 B1 + 2
∞∑

n=1

an

n
. (3.9)

Пусть функция h = g интегрируема на (0, π). Тогда

∞∑
n=1

an

n
=

1
π

∫ π

−π

( ∞∑
n=1

an sin(nx)
) ( ∞∑

n=1

sin(nx)
n

)
dx 6

1
2

∫ π

−π

g(x) dx .

Отсюда из (3.9) и из леммы 3.4 видим, что B 6
( 6

π + 1
) ∫ π

−π
g(x) dx.

Поэтому условие (14) выполнено и веpна первая оценка (16).
Если f∗ интегрируема на (0, π) , то при h = f веpна лемма 3.4 и для

каждого натурального числа N при x ∈
[

π
4N+4 , π

4N

]
имеем

f∗(x) >
N∑

n=1

an cos(nx) >
2
3

N∑
n=1

an >
2
3

NaN .

Поэтому∫ π/4

0
f∗(x) dx =

∞∑
N=1

∫ π/(4N)

π/(4N+4)
f∗(x) dx >

∞∑
N=1

π

4N(N + 1)
2
3

NaN >
π

12

∞∑
N=1

aN

N
.

Отсюда из леммы 3.4 и из (3.9) выводим, что B 6 6
π

∫ π

−π
f∗(x) dx +

12
π

∫ π

−π
f∗(x) dx , т. е. условие (14) выполнено и веpна вторая оценка (16).

Пункт b) теоремы 3 доказан.
Доказательство пункта c) теоремы 3. Из (3.7) и (3.8) для

каждого натурального числа j имеем оценку

Nj−1∑
n=Nj−1

an

n−Nj−1 + 1
6

( ln(Nj + 1)
ln(Nj−1 + 1)

+1
) 6

π

∫ π

−π

∣∣∣ Nj−1∑
n=Nj−1

an cos(nx)
∣∣∣ dx .

Суммируя эти оценки по всем натуральным j и используя (17), сразу
получаем (18). Теорема 3 полностью доказана.
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