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§ 1. �¢¥¤¥­¨¥

� ¤ ç¨ ¬­®£®ªà¨â¥à¨ «ì­®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ (���) ¢¥áì¬  §­ ç¨¬ë ¢
¯à¨«®¦¥­¨ïå, ®á®¡¥­­® ¢ íª®­®¬¨ç¥áª¨å ¨ â¥å­¨ç¥áª¨å ­ ãª å, £¤¥ âà¥-
¡ã¥âáï ®æ¥­ª  ª ç¥áâ¢  ¯à¨­¨¬ ¥¬ëå à¥è¥­¨© ­¥ ¯® ®¤­®¬ã ªà¨â¥à¨î
íää¥ªâ¨¢­®áâ¨,   ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¯® ­¥áª®«ìª¨¬ ¢§ ¨¬®á¢ï§ ­­ë¬ ¨, ª ª
¯à ¢¨«®, ¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ë¬ ªà¨â¥à¨ï¬.

� à §¢¨â¨¥ ¬­®£®ªà¨â¥à¨ «ì­®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ¢­¥á«¨ ¢ª« ¤ â ª¨¥
ãç¥­ë¥, ª ª �. �ã­, �. � ªª¥à, �. �ãà¢¨æ, �. � ­£ á àï­, �. �®« ª,
�. �¬¥©«, �. �ã¯¬ ­á, �. � à«¨­ ¨ ¤àã£¨¥.

� ®¡é¥¬ ¢¨¤¥ ��� ¬®¦¥â ¡ëâì áä®à¬ã«¨à®¢ ­  á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à -
§®¬: ­ ©â¨ (¢á¥ â ª¨¥) í«¥¬¥­âë x ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  G ¤®¯ãáâ¨¬ëå ¢ ���
í«¥¬¥­â®¢ (¬­®¦¥áâ¢  à¥è¥­¨©), ­  ª®â®àëå ¤®áâ¨£ ¥â ®¯â¨¬ã¬  ¢¥ªâ®à-
­ë© ªà¨â¥à¨© ®æ¥­ª¨ íää¥ªâ¨¢­®áâ¨ F (x), ª®¬¯®­¥­â ¬¨ ª®â®à®£® ï¢«ï-
îâáï § ¢¨á¨¬ë¥ ®â x ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¥ äã­ªæ¨¨ fk(x), k = 1, n, ­ §ë¢ ¥¬ë¥
«®ª «ì­ë¬¨ ªà¨â¥à¨ï¬¨: F (x) = (f1(x), ..., fn(x)).

� ª¨¬ ®¡à §®¬, §¤¥áì G | ­¥ª®â®à®¥ ¬­®¦¥áâ¢®, ®¡ëç­® íâ® ¯®¤-
¬­®¦¥áâ¢®  à¨ä¬¥â¨ç¥áª®£® ¯à®áâà ­áâ¢  X = Rm ¨ F | ®â®¡à ¦¥­¨¥
G ¢ Y = Rn, F : G → Y.

��� ® ­ å®¦¤¥­¨¨ ¬¨­¨¬ã¬  ãá«®¢­® § ¯¨áë¢ îâ â ª:

F (x) → min, x ∈ G.

� ��� áç¨â ¥âáï, çâ® ª ¦¤®¥ à¥è¥­¨¥ x ∈ G ¯®«­®áâìî å à ªâ¥-
à¨§ã¥âáï á¢®¥© ®æ¥­ª®© y = F (x), ¨ ¢ë¡®à ®¯â¨¬ «ì­®£® à¥è¥­¨ï á¢®-
¤¨âáï ª ¢ë¡®àã ®¯â¨¬ «ì­®© ®æ¥­ª¨ ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  ¢á¥å ¤®áâ¨¦¨¬ëå ®æ¥-
­®ª Y0 = F (G).

�®¤å®¤ïé¥¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ®¯â¨¬ã¬  ¤«ï § ¤ ç¨ ¬­®£®ªà¨â¥à¨ «ì­®©
®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ¡ë«® ¯à¥¤«®¦¥­® �¨«ìäà¥¤® � à¥â® (1848|1923), ¨â «ìï­-
áª¨¬ íª®­®¬¨áâ®¬, ª®â®àë© ¨á¯®«ì§®¢ « ¥£® ¯à¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¨ ¯à®æ¥áá 
àë­®ç­®£® ®¡¬¥­  â®¢ à®¢. �®­ïâ¨¥ ®¯â¨¬ «ì­®£® ¯® � à¥â®, ¨«¨ íää¥ª-
â¨¢­®£®, à¥è¥­¨ï ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®¡®¡é¥­¨¥ ¯®­ïâ¨ï â®çª¨ íªáâà¥-
¬ã¬  ¢¥é¥áâ¢¥­­®© äã­ªæ¨¨ ­  á«ãç © ¢¥ªâ®à­®£® ªà¨â¥à¨ï ®¯â¨¬ «ì-
­®áâ¨.

�á­®¢­ ï ¯à®¡«¥¬  ¢ ¨§ãç¥­¨¨ ª ª § ¤ ç ¬­®£®ªà¨â¥à¨ «ì­®© ®¯-
â¨¬¨§ æ¨¨, â ª ¨ § ¤ ç ¢¥ªâ®à­®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ § ª«îç ¥âáï ¢ â®¬, çâ®
®¯â¨¬¨§¨àã¥¬ë© äã­ªæ¨®­ « ¯à¨­¨¬ ¥â §­ ç¥­¨ï ­¥ ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  ¢¥-
é¥áâ¢¥­­ëå ç¨á¥«,   ¨§ ­¥ª®â®à®£® ¢¥ªâ®à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ , ª®â®à®¥ ­¥
ï¢«ï¥âáï á®¢¥àè¥­­® («¨­¥©­®) ã¯®àï¤®ç¥­­ë¬. �â® ®á­®¢­®¥ ®â«¨ç¨¥ § -
¤ ç¨ ¢¥ªâ®à­®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ®â § ¤ ç¨ ª« áá¨ç¥áª®© (áª «ïà­®©) ®¯â¨-
¬¨§ æ¨¨, ª®â®à®¥ ¨ ¢ë§ë¢ ¥â âàã¤­®áâ¨ ¯à¨ ¨§ãç¥­¨¨ § ¤ ç ¢¥ªâ®à­®©
®¯â¨¬¨§ æ¨¨.

c© �àã§¤¥¢  �. �., �ãå®¢ �. �., 2010
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� ­ áâ®ïé¥© à ¡®â¥ ¯à®¤®«¦ îâáï ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï, à¥§ã«ìâ âë ª®â®-
àëå ¨§«®¦¥­ë ¢ à ¡®â å [1, 2].

� ª ¨ ¢ [1, 2], §¤¥áì à áá¬ âà¨¢ îâáï ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  â®«ìª®
­ ¤ ¯®«¥¬ ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ç¨á¥« | ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¥ ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ 
(¢.¢.¯.),   â ª¦¥ ã¯®àï¤®ç¥­­ë¥ ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  (ã.¢.¯.).

�¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¯®­ïâ¨ï ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¬®¦­® ãâ®ç­¨âì ¢ [1, 2].

§ 2. �¥ª®â®àë¥ ¯®­ïâ¨ï â¥®à¨¨
§ ¤ ç ¬­®£®ªà¨â¥à¨ «ì­®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨

�®áâ â®ç­® ®¡é¨¬ ¨ å®à®è® à §à ¡®â ­­ë¬ ï¢«ï¥âáï á¯®á®¡ ®¯¨-
á ­¨ï ¯à¥¤¯®çâ¥­¨© á ¯®¬®éìî ¡¨­ à­ëå ®â­®è¥­¨©, ¢ ¯¥à¢ãî ®ç¥à¥¤ì
®â­®è¥­¨© ¯®àï¤ª .

�«ï í«¥¬¥­â®¢ u1 = (u11, ..., u1k), u2 = (u21, ..., u2k) ¯à®áâà ­áâ¢ 
U = Rk à áá¬®âà¨¬ ®â­®è¥­¨ï v, %, Â, ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à -
§®¬:

1) u1 v u2 ⇔ u1i > u2i, i = 1, k;
2) u1 % u2 ⇔ u1 v u2 ∧ u1 6= u2;
3) u1 Â u2 ⇔ u1i > u2i, i = 1, k.

� § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ¢ë¯®«­ïîé¨åáï á¢®©áâ¢ ¡¨­ à­ëå ®â­®è¥­¨© ¢ë-
¤¥«ïîâ áâà®£¨© (ç áâ¨ç­ë©) ¯®àï¤®ª (% ¨«¨ Â) ¨ (ç áâ¨ç­ë©) ¯®àï-
¤®ª (v).

�â­®è¥­¨¥ v (ç áâ¨ç­®£®) ¯®àï¤ª  ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©-
áâ¢ ¬¨:

 ) à¥ä«¥ªá¨¢­®áâì: u v u, u ∈ U ;
¡)  ­â¨á¨¬¬¥âà¨ç­®áâì: u1 v u2, u2 v u1 ⇒ u1 = u2, u1, u2 ∈ U ;
¢) âà ­§¨â¨¢­®áâì: u1 v u2, u2 v u3 ⇒ u1 v u3, u1, u2, u3 ∈ U .
�â­®è¥­¨ï % ¨ Â ­ §ë¢ îâ áâà®£¨¬¨ ¯à¥¤¯®àï¤ª ¬¨, â ª ª ª ®­¨

®¡« ¤ îâ á¢®©áâ¢®¬ âà ­§¨â¨¢­®áâ¨, ­® ­¥ à¥ä«¥ªá¨¢­ë ¨ ­¥  ­â¨á¨¬-
¬¥âà¨ç­ë.

�æ¥­ª  �y ∈ Y0 ­ §ë¢ ¥âáï ­ ¨«ãçè¥© (­ ¨¬¥­ìè¥©) ¯® w, ¥á«¨ ¤«ï
«î¡®© ®æ¥­ª¨ y ∈ Y0 á¯à ¢¥¤«¨¢® �y w y.

�á«¨ ¢ ¯à ªâ¨ç¥áª®© ¬­®£®ªà¨â¥à¨ «ì­®© § ¤ ç¥ áãé¥áâ¢ã¥â ­ ¨-
¬¥­ìè ï ¯® w ¤®áâ¨¦¨¬ ï ®æ¥­ª  �y, â® ¨¬¥­­® ¥¥ ¨ á«¥¤ã¥â áç¨â âì ®¯-
â¨¬ «ì­®©. � á®¦ «¥­¨î, â ª®© á«ãç © à¥ «¨§ã¥âáï ®ç¥­ì à¥¤ª®: ª ª ¯à -
¢¨«®, ®æ¥­ª  �y ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â, â ª ª ª ¯®àï¤®ª w ­¥ ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬.

�æ¥­ª  �y ∈ Y0 ­ §ë¢ ¥âáï ¬¨­¨¬ «ì­®© ¯® -, ¥á«¨ ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â
®æ¥­ª¨ y ∈ Y0 â ª®©, çâ® y - �y. �æ¥­ª  ¬¨­¨¬ «ì­ ï ¯® - ­ §ë¢ ¥âáï
®¯â¨¬ «ì­®© ¯® � à¥â®, ¨«¨ íää¥ªâ¨¢­®©.

�æ¥­ª  �y ∈ Y0 ­ §ë¢ ¥âáï ¬¨­¨¬ «ì­®© ¯® ≺ (á« ¡® ®¯â¨¬ «ì­®©
¯® � à¥â®, á« ¡® íää¥ªâ¨¢­®©), ¥á«¨ ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â ®æ¥­ª¨ y ∈ Y0 â ª®©,
çâ® y ≺ �y.

�â­®è¥­¨ï v, % ¨ Â, ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ ®æ¥­®ª, ¯®à®¦-
¤ îâ  ­ «®£¨ç­ë¥ ¯® á¬ëá«ã ®â­®è¥­¨ï v, % ¨ Â ¢® ¬­®¦¥áâ¢¥ à¥è¥­¨©.

�¥è¥­¨¥ �x ∈ G ­ ¨«ãçè¥¥, ¥á«¨ ¤«ï ¢á¥å x ∈ G ¢ë¯®«­¥­® ­¥à ¢¥­-
áâ¢® F (�x) w F (x).

�¥è¥­¨¥ �x ∈ G ®¯â¨¬ «ì­® ¯® � à¥â® (íää¥ªâ¨¢­®), ¥á«¨ ­¥ áãé¥-
áâ¢ã¥â à¥è¥­¨ï x ∈ G â ª®£®, çâ® F (x) - F (�x).
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�¥è¥­¨¥ �x ∈ G á« ¡® ®¯â¨¬ «ì­® ¯® � à¥â® (á« ¡® íää¥ªâ¨¢­®),
¥á«¨ ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â à¥è¥­¨ï x ∈ G â ª®£®, çâ® F (x) ≺ F (�x).

� ¤ «ì­¥©è¥¬ ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ®¡®¡é¥­¨¥ ¬­®£®ªà¨â¥à¨ «ì­ëå
§ ¤ ç ­  ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­ë© á«ãç © | â ª ­ §ë¢ ¥¬ë¥ § ¤ ç¨ ¢¥ªâ®à­®©
®¯â¨¬¨§ æ¨¨ (���), ª®£¤  ª®­¥ç­®¬¥à­®áâì ¯à®áâà ­áâ¢ X ¨ Y ­¥ ¯à¥¤-
¯®« £ ¥âáï.

�¤¨­ ¨§ á¯®á®¡®¢ § ¤ ­¨ï ¯à¥¤¯®çâ¥­¨ï ¢ ��� ¨ ��� | ¢ë¤¥«¥­¨¥
\¯®«®¦¨â¥«ì­®£®"ª®­ãá  K ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Y (á¬. [1]).

§ 3. �« ¡® íää¥ªâ¨¢­ë¥ â®çª¨ ¬­®¦¥áâ¢
�ãáâì Y | ã.¢.¯., K | ¯®«®¦¨â¥«ì­ë© ª®­ãá ¢ Y , A | ¬­®¦¥áâ¢®

¢ Y , A ⊆ Y .
�®çª  �y ∈ A ­ §ë¢ ¥âáï á« ¡® íää¥ªâ¨¢­®© â®çª®© ¬­®¦¥áâ¢  A

(¨«¨ â®çª®© á« ¡®£® ¬¨­¨¬ã¬  ¯® � à¥â®), ¥á«¨ ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â â®çª¨
~y ∈ A â ª®©, çâ® �y − ~y ∈ core K (â. ¥. ~y

K◦
< �y, £¤¥ K◦ = core K).

�®çª  �y ∈ A ­ §ë¢ ¥âáï íää¥ªâ¨¢­®© â®çª®© ¬­®¦¥áâ¢  A (¨«¨
â®çª®© ¬¨­¨¬ã¬  ¯® � à¥â®), ¥á«¨ ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â â®çª¨ ~y ∈ A â ª®©, çâ®
�y − ~y ∈ K+, £¤¥ K+ = K \ {0Y } (â. ¥. ~y

K
< �y).

� ¬¥ç ­¨¥. �á«¨ �y | íää¥ªâ¨¢­ ï â®çª  (â®çª  ¬¨­¨¬ã¬  ¯® � -
à¥â®) ¬­®¦¥áâ¢  A, â® �y | á« ¡® íää¥ªâ¨¢­ ï â®çª  (â®çª  á« ¡®£® ¬¨-
­¨¬ã¬  ¯® � à¥â®) ¬­®¦¥áâ¢  A, ¯®áª®«ìªã core K ⊂ K+.

�¢¥¤¥¬ ¢ à áá¬®âà¥­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢® A∗ = A + K.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 1. �ãáâì �y ∈ A. �®çª  �y | â®çª  á« ¡®£® ¬¨­¨-
¬ã¬  ¯® � à¥â® ¤«ï ¬­®¦¥áâ¢  A â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®­ 
ï¢«ï¥âáï â®çª®© á« ¡®£® ¬¨­¨¬ã¬  ¯® � à¥â® ¤«ï ¬­®¦¥áâ¢  A∗.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ �y ∈ A ï¢«ï¥âáï á« ¡® íää¥ªâ¨¢­®© â®çª®©
¤«ï A∗, â®, ®ç¥¢¨¤­®, ®­  á« ¡® íää¥ªâ¨¢­  ¨ ¤«ï A, â ª ª ª A ⊆ A∗.

�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® �y | á« ¡® íää¥ªâ¨¢­ ï â®çª  ¤«ï A ¨
áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï â®çª  ~y ∈ A∗, çâ® ~y

K◦
< �y. �®£« á­® à ¢¥­áâ¢ã A∗ =

A + K, ¤«ï ­¥ª®â®àëå y ∈ A ¨ y0 ∈ K ¢¥à­® ~y = y + y0
K◦
< �y, â®£¤  y

K◦
< �y,

çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â á« ¡®© íää¥ªâ¨¢­®áâ¨ â®çª¨ �y ¤«ï A. �à¥¤«®¦¥­¨¥
¤®ª § ­®.

�­®¦¥áâ¢® A, «¥¦ é¥¥ ¢ Y , ­ §ë¢ îâ íää¥ªâ¨¢­® ¢ë¯ãª«ë¬, ¥á«¨
¢ë¯ãª«® ¬­®¦¥áâ¢® A∗.

�¥®à¥¬  1. �ãáâì A | íää¥ªâ¨¢­® ¢ë¯ãª«®. �®çª  �y ∈ A ï¢«ï¥âáï
â®çª®© á« ¡®£® ¬¨­¨¬ã¬  ¯® � à¥â® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥-
áâ¢ã¥â «¨­¥©­ë© äã­ªæ¨®­ « y′ ∈ K ′, y′ 6= 0Y ′ â ª®©, çâ®

〈 y′, �y〉 6 〈 y′, y〉 ¤«ï «î¡®© y ∈ A.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 1: �y ∈ A | â®çª  á« ¡®£® ¬¨­¨-
¬ã¬  ¯® � à¥â® ­  A â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  �y ∈ A | â®çª  á« ¡®£®
¬¨­¨¬ã¬  ¯® � à¥â® ­  A∗, â. ¥. ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â â®çª¨ y∗ ∈ A∗ â ª®©, çâ®
�y − y∗ ∈ core K.
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�¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ F (y) á«¥¤ãîè¨¬ ®¡à §®¬: F (y) = y− �y, â. ¥.
F = E − �y, F : Y → Y , £¤¥ E | â®¦¤¥áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ Y . �â¬¥â¨¬,
çâ® F | ¢ë¯ãª«®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥.

�ãáâì �y ∈ A | â®çª  á« ¡®£® ¬¨­¨¬ã¬  ¯® � à¥â® ­  A. �®£¤  ­¥
áãé¥áâ¢ã¥â y∗ ∈ A∗ â ª®£®, çâ® �y − y∗ = −F (y∗) ∈ core K.

�® ®¡®¡é¥­­®© â¥®à¥¬¥ � ­ì �§¨|�«¨ªá¡¥à£ |�®ää¬ ­  (á¬. [3])
¯®«ãç ¥¬, çâ® â®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â «¨­¥©­ë© äã­ªæ¨®­ « y′ ∈ K ′, y′ 6= 0Y ′

â ª®©, çâ® 〈 y′, F (y)〉 > 0 ¤«ï «î¡®© y ∈ A∗.
� á¨«ã ¢ª«îç¥­¨ï A ⊆ A∗ ¨¬¥¥¬ ¤«ï «î¡®© y ∈ A ­¥à ¢¥­áâ¢®

〈 y′, F (y)〉 > 0, ¨«¨ ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î F ¨¬¥¥¬ 〈 y′, y − �y〉 > 0, â. ¥.
〈 y′, y〉 > 〈 y′, �y〉, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.

� ®¡®à®â, ¯ãáâì â¥¯¥àì áãé¥áâ¢ã¥â y′ ∈ K ′, y′ 6= 0Y ′ â ª®©, çâ®
〈 y′, ~y〉 > 〈 y′, �y〉 ¤«ï «î¡®© ~y ∈ A. �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î á®¯àï¦¥­­®£® ª®­ãá 
¨¬¥¥¬ 〈 y′, y0〉 > 0 ¤«ï «î¡®© y0 ∈ K. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, 〈 y′, ~y+y0〉 > 〈 y′, �y〉
¤«ï «î¡ëå ~y ∈ A, y0 ∈ K, â. ¥. 〈 y′, y〉 > 〈 y′, �y〉 ¤«ï «î¡®© y ∈ A∗, ¨«¨
®¯ïâì ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î F ¨¬¥¥¬ 〈 y′, F (y)〉 > 0 ¤«ï «î¡®© y ∈ A∗.

�®£¤  ¯® ®¡®¡é¥­­®© â¥®à¥¬¥ � ­ì �§¨|�«¨ªá¡¥à£ |�®ää¬ ­ 
¯®«ãç ¥¬, çâ® ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â â®çª¨ y∗ ∈ A∗ â ª®©, çâ® −F (y∗) ∈ core K
¨«¨ �y − y∗ ∈ core K. �­ ç¨â, �y | â®çª  á« ¡®£® ¬¨­¨¬ã¬  ¯® � à¥â® ­ 
A∗, ¨, ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 2, �y | â®çª  á« ¡®£® ¬¨­¨¬ã¬  ¯® � à¥â® ­ 
A. �¥®à¥¬  ¤®ª § ­ .

� ¬¥ç ­¨¥. �¥®à¥¬  1 ®¡®¡é ¥â â¥®à¥¬ã �. �. � (P. L. Yu) á ª®-
­¥ç­®¬¥à­®£® á«ãç ï (á¬. [3]) ­  á«ãç © ¯à®¨§¢®«ì­®£®, ¢ â®¬ ç¨á«¥ ¡¥á-
ª®­¥ç­®¬¥à­®£®, ã¯®àï¤®ç¥­­®£® ¢¥ªâ®à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ .

�ãáâì X | ¢¥é¥áâ¢¥­­®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, Y | ã¯®àï¤®-
ç¥­­®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¨ K | ¯®«®¦¨â¥«ì­ë© ª®­ãá ¢ Y , F |
®â®¡à ¦¥­¨¥ ¨§ X ¢ Y , F : X → Y .

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 2. �ãáâì F | ¢ë¯ãª«®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¨§ X ¢ Y .
�á«¨ G | ¢ë¯ãª«®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¢ X, â® ¬­®¦¥áâ¢® A = F (G) íää¥ª-
â¨¢­® ¢ë¯ãª«®, â. ¥. íää¥ªâ¨¢­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® A∗ = A + K | íâ® ¢ë-
¯ãª«®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¢ Y .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì y1, y2 ∈ A∗, â. ¥. ¤«ï ­¥ª®â®àëå x1, x2 ∈ G ¨
y′, y′′ ∈ K ¨¬¥¥¬ y1 = F (x1) + y′, y2 = F (x2) + y′′.

� á¨«ã ¢ë¯ãª«®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢  G â®çª  x = αx1 + (1 − α)x2 ∈ G,
α ∈ (0; 1). � «¥¥,

y = αy1 + (1− α)y2 = α(F (x1) + y′) + (1− α)(F (x2) + y′′) =

= (αF (x1) + (1− α)F (x2)) + (αy′ + (1− α)y′′)
K
>

K
> F (αx1 + (1− α)x2) + ŷ = F (x) + ŷ,

£¤¥ ŷ = αy′ + (1− α)y′′ ∈ K, â ª ª ª K | ¢ë¯ãª«ë© ª®­ãá.
�â ª, y

K
> F (x) + ŷ, â. ¥. ^̂y = y − (F (x) + ŷ) ∈ K, §­ ç¨â,

y = F (x) + (ŷ + ^̂y) = F (x) + ~y,
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£¤¥ ~y = ŷ + ^̂y ∈ K ®¯ïâì ¦¥ ¢ á¨«ã ¢ë¯ãª«®áâ¨ K. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï
y1, y2 ∈ A∗ ¯à¨ α ∈ (0; 1) ¯®«ãç ¥¬

y = αy1 + (1− α)y2 = F (x) + ~y,

£¤¥ x = αx1 + (1 − α)x2 ∈ G ¨ ~y ∈ K, â. ¥. y ∈ A∗. �­ ç¨â, ¬­®¦¥áâ¢® A∗

¢ë¯ãª«®. �à¥¤«®¦¥­¨¥ ¤®ª § ­®.

� ¬¥ç ­¨¥. �á«¨ A | ¢ë¯ãª«®¥ ¬­®¦¥áâ¢®, â® ®ç¥¢¨¤­®, çâ® A∗

â®¦¥ ¢ë¯ãª«®¥ ¬­®¦¥áâ¢®, ª ª áã¬¬  ¤¢ãå ¢ë¯ãª«ëå ¬­®¦¥áâ¢ A ¨ K.
�® ¤ ¦¥ ¥á«¨ G | ¢ë¯ãª«®¥ ¬­®¦¥áâ¢®, F | ¢ë¯ãª«®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥, â®
¬­®¦¥áâ¢® A = F (G) ­¥ ®¡ï§ â¥«ì­® ¢ë¯ãª«®¥.

�à¨¬¥à. X = R2, x = (x1; x2) ∈ X, Y = R2, y = (y1; y2) ∈ Y ;
F (x) = (f1(x); f2(x)) = (y1; y2), F : X → Y − ¢ë¯ãª«®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¯à¨
y1 = x2

1 + kx2, y2 = kx1 + x2
2;

A = {x ∈ X: x1 + x2 = 1, x1, x2 > 0}

| ¢ë¯ãª«®¥ ¬­®¦¥áâ¢®.
�¡à §®¬ F ®â®¡à ¦¥­¨ï F ¡ã¤¥â £« ¤ª ï ªà¨¢ ï, â®çª¨ ª®â®à®©

F ((1; 0)), F
((1

2 ; 1
2
))

, F ((0; 1)) ¯à¨ k 6= 1 ­¥ «¥¦ â ­  ®¤­®© ¯àï¬®©,
¨ ¯®íâ®¬ã F (A) | ¬­®¦¥áâ¢® ­¥ ¢ë¯ãª«®¥.

§ 4. �« ¡® íää¥ªâ¨¢­ë¥ à¥è¥­¨ï ����

�§ â¥®à¥¬ë 1 ¨ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 2 ¯®«ãç ¥âáï á«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬ , ®¡®¡-
é îé ï â¥®à¥¬ã ¨§ [1].

�ãáâì X | ¢.¢.¯., Y | ã.¢.¯. á ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¬ ª®­ãá®¬ K, G |
¢ë¯ãª«®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¢ X, F : X → Y | ¢ë¯ãª«®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥. � áá¬®â-
à¨¬ ¢ë¯ãª«ãî § ¤ çã ¢¥ªâ®à­®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ (����) á ®£à ­¨ç¥­¨ï¬¨
¢ ¢¨¤¥ ¢ª«îç¥­¨© á«¥¤ãîé¥£® ¢¨¤ :

F (x) → min, x ∈ G.

�®çª  �x ∈ G ­ §ë¢ ¥âáï á« ¡® íää¥ªâ¨¢­®© â®çª®© ¢ ���� (â®çª®©
á« ¡®£® ¬¨­¨¬ã¬  ¯® � à¥â® ¢ ����), ¥á«¨ �y = F (�x) | á« ¡® íää¥ªâ¨¢-
­ ï â®çª  ¬­®¦¥áâ¢  A = F (G) ¨«¨ (¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 1) ¬­®¦¥áâ¢ 
A∗ = A + K (â®çª  á« ¡®£® ¬¨­¨¬ã¬  ¯® � à¥â® ¤«ï ¬­®¦¥áâ¢  A∗).

�®çª  �x ∈ G ­ §ë¢ ¥âáï íää¥ªâ¨¢­®© â®çª®© ¢ ���� (â®çª®©  ¡-
á®«îâ­®£® ¬¨­¨¬ã¬  ¯® � à¥â® ¢ ����, â®çª®© ��� ¢ ����), ¥á«¨
�y = F (�x) | íää¥ªâ¨¢­ ï â®çª  (â®çª  ¬¨­¨¬ã¬  ¯® � à¥â®) ¤«ï ¬­®¦¥-
áâ¢  A.

�ëè¥ ®â¬¥ç¥­®, çâ® �y ∈ A | á« ¡® íää¥ªâ¨¢­ ï â®çª  ¬­®¦¥áâ¢  A
â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  �y | á« ¡® íää¥ªâ¨¢­ ï â®çª  ¬­®¦¥áâ¢  A∗.
� â ª¦¥ ¥á«¨ �y ∈ A | íää¥ªâ¨¢­ ï â®çª  ¬­®¦¥áâ¢  A, â® �y | á« ¡®
íää¥ªâ¨¢­ ï â®çª  ¬­®¦¥áâ¢  A.

�­ ç¨â, ¥á«¨ �x ∈ G | íää¥ªâ¨¢­ ï â®çª  ¢ ����, â® �x | á« ¡®
íää¥ªâ¨¢­ ï â®çª  ¢ ����.
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�¥®à¥¬  2. �ãáâì �x ∈ G. �®çª  �x ï¢«ï¥âáï â®çª®© á« ¡®£® ¬¨-
­¨¬ã¬  ¯® � à¥â® ¢ ���� â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â
­¥­ã«¥¢®© «¨­¥©­ë© äã­ªæ¨®­ « y′ ∈ K ′, y′ 6= 0Y ′ â ª®©, çâ® ¤«ï äã­ª-
æ¨¨ � £à ­¦  ����

L(x) def= 〈 y′, F (x)〉
¢ë¯®«­¥­® ãá«®¢¨¥ ¬¨­¨¬ã¬ 

min
x∈G

L(x) = L(�x).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �â¬¥â¨¬, çâ® ¯®áª®«ìªã G | ¢ë¯ãª«®¥ ¬­®¦¥áâ¢®
¢ X ¨ F | ¢ë¯ãª«®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¨§ X ¢ Y , â® ¬­®¦¥áâ¢® A∗ = A + K
| ¢ë¯ãª«®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¢ Y , £¤¥ A = F (G).

� «¥¥, ¯® â¥®à¥¬¥ 1, ª®£¤  A∗ ï¢«ï¥âáï ¢ë¯ãª«ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬, â®çª 
�y ∈ A (ã ­ á á¥©ç á �y = F (�x)) ï¢«ï¥âáï á« ¡® íää¥ªâ¨¢­®© â®çª®© ¬­®-
¦¥áâ¢  A â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â «¨­¥©­ë© äã­ªæ¨®­ «
y′ ∈ K ′, y′ 6= 0Y ′ â ª®©, çâ® ¯à¨ ¢á¥å y ∈ A

〈 y′, y〉 > 〈 y′, �y〉,
­® ¯®áª®«ìªã á¥©ç á A = F (G), �y = F (�x), â®

〈 y′, F (x)〉 > 〈 y′, F (�x)〉
¯à¨ ¢á¥å x ∈ G, ¨«¨ ¤«ï äã­ªæ¨¨ � £à ­¦  L(x) ¢ë¯®«­¥­® ãá«®¢¨¥
¬¨­¨¬ã¬ 

min
x∈G

L(x) = L(�x).

�¥®à¥¬  ¤®ª § ­ .
� ¬¥ç ­¨ï
1. �ãâì â¥®à¥¬ë 2 | ¢ á¢¥¤¥­¨¨ § ¤ ç¨ ¢¥ªâ®à­®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ª

§ ¤ ç¥ áª «ïà­®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨. �¥â®¤ á¢¥¤¥­¨ï | \á¢¥àâª " ¢¥ªâ®à­®£®
äã­ªæ¨®­ «  F (x) ¢ áª «ïà­ë© | 〈y′, F (x)〉, ¨«¨ áª «ïà¨§ æ¨ï, ç áâ®
¨á¯®«ì§ã¥âáï ¢ ¯à¨ª« ¤­ëå ¨áá«¥¤®¢ ­¨ïå, çâ®¡ë ¨§¡ ¢¨âìáï ®â ¬­®£®-
ç¨á«¥­­ëå ªà¨â¥à¨¥¢ (multiple objectives) á ¯®¬®éìî áã¡ê¥ªâ¨¢­ëå ¨å
¢¥á®¢.

2. � ¤ ç  (áª «ïà­®©) ¬¨­¨¬¨§ æ¨¨ L(x) → min, x ∈ G ï¢«ï¥âáï
¯à®áâ¥©è¥© § ¤ ç¥© ¢ë¯ãª«®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï | § ¤ ç¥© ¬¨­¨¬¨§ -
æ¨¨ ¢ë¯ãª«®© äã­ªæ¨¨ ­  ¢ë¯ãª«®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥, â ª ª ª L(x) | ¢ë¯ãª-
« ï äã­ªæ¨ï ¨§ X ¢ R,   G | ¢ë¯ãª«®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¢ X.
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