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Получен критерий почти аппроксимируемости конечными p-группами 

свободного произведения любого семейства групп с одной объединенной ко-
нечной подгруппой. 
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The criterion of almost approximability of free product of any class of groups 

with an amalgamated finite subgroup by finite p-groups was received. 
Key words: free product with amalgamated subgroups, virtually residually  

a finite p-group. 
 

1. Введение 
 

Группа G  называется финитно аппроксимируемой, если для любого 
неединичного элемента a  группы G  существует гомоморфизм группы G  на 
некоторую конечную группу, при котором образ элемента a  отличен от 1. 
Наряду с финитной аппроксимируемостью изучается также свойство аппрок-
симируемости конечными p -группами, где p  — простое число. Группа G  

называется аппроксимируемой конечными p -группами (или, короче, pF -ап-

проксимируемой), если для любого неединичного элемента a  группы G  
существует гомоморфизм группы G  на некоторую конечную p -группу, при 

котором образ элемента a  отличен от 1. Здесь через pF  обозначается класс 

всех конечных p -групп. Группа G  называется почти pF -аппроксимируе-

мой, если она содержит некоторую pF -аппроксимируемую подгруппу ко-

нечного индекса. 
Пусть группа G  почти pF -аппроксимируема. Рассмотрим семейство 

( ) IiiH ∈  всех pF -аппроксимируемых подгрупп конечного индекса группы G . 

Число 
[ ]i

Ii
HGn :min

∈
=  

 
будем называть индексом почти pF -аппроксимируемости группы G . 
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Пусть ( ) Λ∈λλG  — некоторое (возможно бесконечное) семейство групп. 

И пусть 








 ∗=
Λ∈

HGG ,λ
λ

 

 

— свободное произведение групп λG  с одной объединенной подгруппой H . 

В работе [1] доказано следующее утверждение. 
 
Теорема 1. Пусть для каждого Λ∈λ  группа λG  финитно аппрокси-

мируема и подгруппа H  конечна. Группа G  финитно аппроксимируема  
тогда и только тогда, когда для каждого Λ∈λ  в группе λG  существует 

нормальная подгруппа λU  конечного индекса, тривиально пересекающая Н  

и такая, что индексы [ ]λλ UG :  ограничены в совокупности. 
 

Там же получен аналогичный критерий для pF -аппроксимируемости 

группы G . Здесь мы докажем следующий результат. 
 
Теорема 2. Пусть для каждого Λ∈λ  группа λG  почти pF -аппрокси-

мируема и подгруппа H  конечна. Группа G  почти pF -аппроксимируема 

тогда и только тогда, когда она финитно аппроксимируема и индексы поч-
ти pF -аппроксимируемости групп λG  ограничены в совокупности. 

 

Из теоремы 1 следует, что свободное произведение конечного числа 
финитно аппроксимируемых групп с конечной объединенной подгруппой 
является финитно аппроксимируемой группой. Это утверждение доказано 
еще в работе Г. Баумслага [4]. Аналогично из теоремы 2 следует, что свобод-
ное произведение конечного числа почти pF -аппроксимируемых групп с 

конечной объединенной подгруппой само является почти pF -аппроксими-

руемой группой. Этот результат был доказан в работе авторов [2]. 
Еще одним следствием из теоремы 2 будет следующее утверждение. 

Свободное произведение семейства почти pF -аппроксимируемых групп яв-

ляется почти pF -аппроксимируемой группой тогда и только тогда, когда 

индексы почти pF -аппроксимируемости свободных множителей ограниче-

ны. Заметим, что для прямых произведений групп аналогичное утверждение 
не верно. 

 
2. Вспомогательные утверждения 

 

Пусть ( ) Λ∈λλA  — некоторое семейство групп и пусть 

λλ
AA

Λ∈
∗=  

— свободное произведение групп λA .  
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Лемма 1. Пусть все группы λA  конечны и их порядки ограничены.  

Тогда существует гомоморфизм групп A  на конечную группу, инъективный 
на всех λA . 

 
Доказательство. Так как порядки групп λA  ограничены, то все эти 

группы с точностью до изоморфизма исчерпываются конечным набором 
групп 1B , 2B , …, nB . Для каждого Λ∈λ  обозначим через λϕ  изоморфизм 

группы λA  на одну из групп iB . Тогда изоморфизмы λϕ  можно продолжить до 

гомоморфизма ϕ  группы A  на прямое произведение групп 1B , 2B , …, nB . 

Этот гомоморфизм является искомым. 
 
Лемма 2. Пусть для каждого Λ∈λ  группа λA  почти pF -аппрокси-

мируема и индексы почти pF -аппроксимируемости групп λA  ограничены. 

Тогда свободное произведение A  групп λA  почти pF -аппроксимируемо. 

 
Доказательство. По условию для каждого Λ∈λ  в группе λA  сущест-

вует pF -аппроксимируемая подгруппа λB  такая, что индексы [ ]λλ BA :  ог-

раничены. Без потери общности можно считать, что для каждого Λ∈λ  под-
группа λB  является нормальной в группе λA . Пусть  

 

λλλ
BAC /

Λ∈
∗=  

 
— свободное произведение фактор-групп λλ BA / . И пусть ε  — гомомор-

физм группы A  на группу C , продолжающий естественные гомоморфизмы 

λλλ BAA /→ . Так как порядки групп λλ BA /  ограничены, то по лемме 1 

существует гомоморфизм ρ  группы C  на некоторую конечную группу D , 

инъективный на всех λλ BA / . Обозначим через L  ядро гомоморфизма ερ . 

Тогда L  — нормальная подгруппа конечного индекса группы A  и для каж-
дого Λ∈λ  λλ BLA =∩ . По теореме Куроша подгруппа L  раскладывается в 

свободное произведение некоторой свободной группы F  и некоторых под-
групп вида 

( ) xBxxLAxLxAx λλλ
111 −−− =∩=∩ , 

 

где Ax ∈ . Так как свободная группа F  и подгруппы λλ BxBx ≅−1  являются 

pF -аппроксимируемыми, то и группа L  также pF -аппроксимируема. Таким 

образом, группа A  почти pF -аппроксимируема.  
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3. Доказательство теоремы 2 
 

Пусть 






 ∗=
Λ∈

HGG ,λ
λ

 — свободное произведение групп λG  с конеч-

ной объединенной подгруппой H . И пусть для каждого Λ∈λ  группа λG  

почти pF -аппроксимируема. 

Предположим, что группа G  почти pF -аппроксимируема, т. е. содер-

жит pF -аппроксимируемую подгруппу конечного индекса n . Очевидно, что 

она финитно аппроксимируема и индексы почти pF -аппроксимируемости 

групп λG  ограничены числом n . 

Наоборот, пусть группа G  финитно аппроксимируема и индексы почти 

pF -аппроксимируемости групп λG  ограничены числом n . Так как группа 

G  финитно аппроксимируема и H  — конечная подгруппа группы G , то в 
группе G  существует нормальная подгруппа N  конечного индекса такая, 
что 1=∩ HN . По теореме Х. Нейман [3, с. 122] подгруппа N  раскладыва-
ется в свободное произведение некоторой свободной группы F  и некоторых 
подгрупп вида 

( )xNGxNxGx ∩=∩ −−
λλ

11 , 

 
где Gx ∈ . Так как группы λG  почти pF -аппроксимируемы и индексы почти 

pF -аппроксимируемости групп λG  ограничены, то аналогичным свойством 

обладают и подгруппы ( )xNGx ∩−
λ

1 . Так как свободная группа F  является 

pF -аппроксимируемой, группы ( )xNGx ∩−
λ

1  почти pF -аппроксимируемы 

и их индексы почти pF -аппроксимируемости ограничены, то по лемме 2 

группа N  почти pF -аппроксимируема. Отсюда и из того, что индекс под-

группы N  в группе G  конечен, следует, что и группа G  почти 

pF -аппроксимируема. Теорема 2 доказана. 
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