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УДК 517.55 

Л. Н. Кусковский 
  

ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ ИССЛЕДОВАНИЯ 

ОБОБЩЁННОЙ СИСТЕМЫ КОШИ – РИМАНА  
 
 

В выпуклой области четырѐхмерного евклидова пространства для одной 

системы дифференциальных уравнений в частных производных, обобщающей 

известную систему Коши – Римана, находятся все решения.  

Ключевые слова: система Коши – Римана, комплексное уравнение, не-

вырожденное линейное преобразование. 
 

All the solutions are found in a convex 4-Euclidean space for a specific sys-

tem of partial  differential equations generalizing a well-known  Cauchy – Riemann 

system. 

Key words: Cauchy – Riemann system, complex equation, nondegenerate li-

near transformation. 

1. Введение 
 

Системы дифференциальных уравнений, обобщающие известную сис-

тему Коши – Римана, в различных пространствах вещественных функций  

от двух вещественных переменных изучались многими математиками 

[ 2,c. 455 – 456 ]. 

В настоящей работе мы рассмотрим систему 
𝜕𝑢

𝜕𝑧
 – 

𝜕𝑣

𝜕𝑧1 
 = a( z ,𝑧1 )u – b( z, 𝑧1 )v + φ, 

 
𝜕𝑢

 𝜕𝑧1 

 + 
𝜕𝑣

𝜕𝑧   
 = b( z, 𝑧1 )u + a( z, 𝑧1 )v + ψ, (1) 

где  z = x + iy,  𝑧1 =  𝑥1 + i𝑦1 ,  u, v, a, b, φ, ψ – комплексные  функции, опреде-

лѐнные в выпуклой области D вещественного евклидова пространства 𝐸4 

переменных  x,  y,  𝑥1 , 𝑦1 , ∂/∂z  и ∂/𝜕𝑧1 − известные дифференциальные опе-

раторы:  

 ∂/∂z ≡ 𝜕𝑧 =(1/2)(∂/∂x – i∂/∂y) ,  ∂/𝜕𝑧1 ≡ 𝜕𝑧1 = (1/2)(∂/∂𝑥1 – i∂/∂𝑦1 ) . (2) 

Если  z = x, 𝑧1 = 𝑦  и искомые  u( x, y ), v( x ,y ) и заданные функции 

a( x, y ), b( x, y ), φ( x, y ), ψ( x, y ) вещественные, система ( 1 ) полностью изу-

чена И. Н. Векуа [1]. Комплексные решения  w( z ) = u( x, y ) + iv( x, y ) такой 

системы названы им обобщѐнными аналитическими функциями. Ф. Д. Гахо-

вым [2, c. 434] такая система названа нормальной.  

Аналогичная система с комплекснозначными искомыми и заданными 

функциями исследована в [3]. В ней найдены все решения системы, получены 

интегральные представления решений, ставится и решается краевая задача 

типа Римана – Гильберта. Для этой же системы в [4] рассматривается краевая 

задача типа Пуанкаре. Следуя Ф. Д. Гахову мы систему (1) будем также на-

зывать нормальной. 

Л. Г. Михайловым [6] указан способ исследования обобщѐнной систе-

мы Коши – Римана  

𝜕𝑧 𝑤 = 𝑎𝑤 + 𝑏𝑤 + 𝑓, 𝜕𝑧 1𝑤 = 𝑐𝑤 + 𝑑𝑤 + 𝑔 
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с двумя независимыми   z   и  𝑧1  комплексными переменными. 

В данной статье мы укажем простой  метод исследования системы (1). 

Именно, считая функции a, b, φ, ψ, u, v ∈  𝐶1(D) (𝐶1  𝐷 −класс комплексных 

непрерывно дифференцируемых в D функций) рассмотрим [5] линейное пре-

образование  

 ΛX = Q, (3) 

где          

 Λ =  

1 0 0 −1
0 1 1 0
1 0 0 1
0 1 −1 0

            X =  

𝑥
𝑦
𝑥1

𝑦1

  ,                 Q =  

𝑝
𝑞
𝜆
𝜇

   (4) 

                                                                                               

области D в область  G переменных   p, q, λ, μ, сводящее систему (1) к двум 

комплексным дифференциальным уравнениям.  

Так как det Λ = 4, то (3) – невырожденное  преобразование  D → G, и, 

следовательно, существует единственное обратное преобразование  G  → 𝐷:          
𝑋 =  𝛬−1𝒬. 

Далее, имея (в силу (3), (4))  

z  –  i𝑧1= (x + 𝑦1) + i(y – 𝑥1) = λ +  iμ = η, 

согласно (2), получим 
∂

∂z
 = 

∂

∂ζ 
 + 

∂

∂η
 ,             

∂

∂z1 
 = i( 

∂

∂ζ
  –  

∂

∂η
 ). 

Откуда  

 
𝜕

𝜕𝑧  
 + i 

𝜕

𝜕𝑧1
 = 2 

𝜕

𝜕𝜂
,            

𝜕

𝜕𝑧
  –  i 

𝜕

𝜕𝑧1
 =2

𝜕

𝜕𝜁
 . (5) 

 
2. О решениях системы 

 

Умножив второе уравнение системы (1) на  i  и сложив с первым, полу-

чим, 

  
𝜕

𝜕𝑧
+ 𝑖 

𝜕

𝜕𝑧1
   h(z, 𝑧1) = 𝐴  𝑧, 𝑧1   𝑕 (z, 𝑧1) + Ψ(z, 𝑧1 ), (6) 

где  h ( z, 𝑧1 )= u + iv,  A (z, 𝑧1 ) = a + ib,     Ψ (z, 𝑧1 ) =  φ + iψ.    

Рассмотрим уравнение 

  
𝜕

𝜕𝑧
+ 𝑖 

𝜕

𝜕𝑧1
   h(z, 𝑧1 )  = f(z, 𝑧1 ) . (7) 

В обозначениях 

h(z, 𝑧1) = H(p, q, λ, μ) = H(ζ, η),    f(z, 𝑧1 ) = 𝐹 𝜁, 𝜂 , уравнение   7   
(в силу ( 5 )) в области  G  примет вид 

 ∂H(ζ, η )/∂η = (1/2) F(ζ, η). (8) 

Далее, умножив первое уравнение системы ( 1 ) на i и сложив со вто-

рым уравнением, получим  

  
𝜕

𝜕𝑧  
− 𝑖

𝜕

𝜕𝑧1
 𝑕1(𝑧, 𝑧1 ) = 𝐴1  𝑧, 𝑧1  𝑕1 (𝑧, 𝑧1 ) + 𝛹1(𝑧, 𝑧1), (9) 

где 𝑕1 (z, 𝑧1 ) = u – iv ,  𝐴1 (z, 𝑧1 ) = a – ib,  𝛹1 (z, 𝑧1) = φ – iψ. 

Поскольку все рассматриваемые функции комплекснозначные, то 

функции   h  и   𝑕1 ,   A  и   𝐴1 ,  Ψ   и   𝛹1  не являются комплексно сопряжѐн-

ными.  

Теперь, рассмотрев уравнение  

  
𝜕

𝜕𝑧
− 𝑖

𝜕

𝜕𝑧1
 𝑕1  𝑧, 𝑧1  =  𝑓1 (𝑧, 𝑧1 ) (10) 



Математика ● 

 
2015. Вып. 1. Биология. Химия. Физика. Математика ● 

63 

и полагая 𝑕1  𝑧, 𝑧1 =  𝐻1  𝑝, 𝑞, 𝜆, 𝜇 =  𝐻1 (ζ, η), 𝑓1  𝑧, 𝑧1  =  𝐹1 (ζ, η), уравне-

ние (10) в области   G   ( согласно (5) ) запишется в виде 

 𝜕𝐻1 (ζ, η)/ ∂ζ  = ( ½ ) 𝐹1 (ζ, η). (11) 

В уравнении (8) ((11)) переменная  ζ  ( η ) играет роль параметра. Будем 

называть эти уравнения основными. Они подробно изучены И. Н. Векуа [1]. 

Откуда сразу следуют  [1, с. 41 – 42], [2, с. 432 – 435]: 

Теорема 1. Функция 

𝐻 𝜁, 𝜂  = −
1

2𝜋
 

𝐹 𝑝, 𝑞, 𝜆0𝜇0 

𝜂 0 − 𝜂 
𝐺 𝜁 

𝑑𝜆0˄𝑑𝜇0 +  𝐻  𝑝, 𝑞, 𝜆 − 𝑖𝜇 ,  

 где 𝐻  𝑝, 𝑞, 𝜆 − 𝑖𝜇 − любая функция, голоморфная от 𝜆 − 𝑖𝜇 = 𝜂 , является 

общим решением уравнения (8). 

Теорема 2. Общее решение уравнения (6) в G имеет вид  

𝐻  𝜁, 𝜂 = 𝑒𝑥𝑝 𝜔(𝜁, 𝜂  )   𝛷 𝜁, 𝜂  + 𝜔0(𝜁, 𝜂) ,  
где 

𝜔(𝜁,   𝜂)   = −
1

2𝜋
 

𝐴 𝜁, 𝜂0 

𝜂 0 − 𝜂 
𝐺 𝜁 

𝑑𝜆0˄𝑑𝜇0 , 

Φ(ζ, 𝜂 ) − любая функция, голоморфная от 𝜂 , 𝜔0 𝜁, 𝜂 − частное решение 

уравнения  
𝜕𝜔0

𝜕𝜂
= 𝑒𝑥𝑝 −𝜔(𝜁, 𝜂 )  𝛹 𝜁, 𝜂 . 

Теорема 3. Функция   

𝐻1 𝜁 , 𝜂 = −
1

2𝜋
 

𝐹1 𝑝
0, 𝑞0, 𝜆, 𝜇 

𝜁 0 − 𝜁 
𝑑

𝐺 𝜂 

𝑝0˄𝑑𝑞0 + 𝐻1
  𝑝 − 𝑖𝑞, 𝜆, 𝜇 ,  

где 𝐻 1 𝑝 − 𝑖𝑞, 𝜆, 𝜇 − любая функция, голоморфная от p – iq = 𝜁,  является 

общим решением уравнения (11).  

 Теорема 4. Общее решение уравнения  (9) в  G  имеет вид 

𝐻 1 𝜁, 𝜂 = 𝑒𝑥𝑝 𝜔1(𝜁,  𝜂)  𝛷1 𝜁, 𝜂 +  𝜔1
0(𝜁, 𝜂) ,  

где 𝛷1 𝜁, 𝜂 −любая функция, голоморфная от 𝜁 = 𝑝 − 𝑖𝑞,  

𝜔1 𝜁 , 𝜂 = −
1

2𝜋
 

𝐴1 𝜁
0 , 𝜂 

𝜁 0 − 𝜁 
𝐺 𝜂 

𝑑𝑝0˄𝑑𝑞0 ,  

𝜔1
0 𝜁, 𝜂 − частное решение уравнения 

𝜕𝜔1
0

𝜕𝜁
= 𝑒𝑥𝑝 −𝜔1 𝜁, 𝜂  𝛹1 𝜁, 𝜂 .     

Замечания: 1. Теперь, зная в области D функции h(z, 𝑧1 ) и 𝑕1 𝑧, 𝑧1  , 
получим необходимый вид всех решений (u(z, 𝑧1 ), 𝑣(𝑧, 𝑧1 )) системы (1), 

именно 

 
𝑢(𝑧, 𝑧1)
𝑣(𝑧, 𝑧1)

   = 
1

2 
  

1 1
−𝑖 𝑖

   
𝑕(𝑧, 𝑧1)
𝑕1(𝑧, 𝑧1)

  . 

2. Имея для каждого уравнения (8) и (11) эквивалентные интегральные урав-

нения, нетрудно получить интегральные представления всех решений 

(u(z,𝑧1 ), 𝑣(𝑧, 𝑧1 )) системы (1) и по известной методике ставить и исследовать 

различные краевые задачи. 
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УДК 512.543 

Н. С. Савельичева, Е. В. Соколов 
 
 

ОДНО НЕОБХОДИМОЕ УСЛОВИЕ  

НИЛЬПОТЕНТНОЙ АППРОКСИМИРУЕМОСТИ  

HNN-РАСШИРЕНИЯ НИЛЬПОТЕНТНОЙ ГРУППЫ 
 

 

Пусть 𝐺 — HNN-расширение нильпотентной группы 𝐴 со связанными 

подгруппами 𝐻 и 𝐾, причем 𝐴 ≠ 𝐻 ∪ 𝐾. Доказано, что если группа 𝐺 аппрок-

симируется нильпотентными группами, то существует такое простое число 𝑝, 

что подгруппы 𝐻 и 𝐾 𝑝′ -изолированы в группе 𝐴. 

Ключевые слова: нильпотентная аппроксимируемость, HNN-расшире-

ние. 
 

Let 𝐺 be an HNN extension of a nilpotent group 𝐴 with associated subgroups 

𝐻 and 𝐾, 𝐴 ≠ 𝐻 ∪ 𝐾. We prove that if 𝐺 is residually nilpotent then there exists 

a prime 𝑝 such that 𝐻 and 𝐾 are 𝑝′ -isolated in 𝐴. 

Key words: residual nilpotence, HNN extension. 

 
1. Введение. Формулировка результатов 

 

Напомним, что группа 𝑋 называется аппроксимируемой классом 

групп 𝐶, если для любого неединичного элемента 𝑥 ∈ 𝑋 существует гомо-

морфизм группы 𝑋 на группу из класса 𝐶, переводящий 𝑥 в элемент, отлич-

ный от 1. Д. Н. Азаровым и Е. А. Ивановой в работе [1] было доказано сле-

дующее утверждение. 
 

Теорема 1. Пусть 𝑃 — свободное произведение некоторого семейства 

локально нильпотентных групп с одной объединенной подгруппой 𝑄. И пусть 

подгруппа 𝑄 хотя бы в двух свободных множителях содержится собственным 

образом. Если группа 𝑃 аппроксимируется нильпотентными группами, то су-
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