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ОДНО НЕОБХОДИМОЕ УСЛОВИЕ  

НИЛЬПОТЕНТНОЙ АППРОКСИМИРУЕМОСТИ  

HNN-РАСШИРЕНИЯ НИЛЬПОТЕНТНОЙ ГРУППЫ 
 

 

Пусть 𝐺 — HNN-расширение нильпотентной группы 𝐴 со связанными 

подгруппами 𝐻 и 𝐾, причем 𝐴 ≠ 𝐻 ∪ 𝐾. Доказано, что если группа 𝐺 аппрок-

симируется нильпотентными группами, то существует такое простое число 𝑝, 

что подгруппы 𝐻 и 𝐾 𝑝′ -изолированы в группе 𝐴. 

Ключевые слова: нильпотентная аппроксимируемость, HNN-расшире-

ние. 
 

Let 𝐺 be an HNN extension of a nilpotent group 𝐴 with associated subgroups 

𝐻 and 𝐾, 𝐴 ≠ 𝐻 ∪ 𝐾. We prove that if 𝐺 is residually nilpotent then there exists 

a prime 𝑝 such that 𝐻 and 𝐾 are 𝑝′ -isolated in 𝐴. 

Key words: residual nilpotence, HNN extension. 

 
1. Введение. Формулировка результатов 

 

Напомним, что группа 𝑋 называется аппроксимируемой классом 

групп 𝐶, если для любого неединичного элемента 𝑥 ∈ 𝑋 существует гомо-

морфизм группы 𝑋 на группу из класса 𝐶, переводящий 𝑥 в элемент, отлич-

ный от 1. Д. Н. Азаровым и Е. А. Ивановой в работе [1] было доказано сле-

дующее утверждение. 
 

Теорема 1. Пусть 𝑃 — свободное произведение некоторого семейства 

локально нильпотентных групп с одной объединенной подгруппой 𝑄. И пусть 

подгруппа 𝑄 хотя бы в двух свободных множителях содержится собственным 

образом. Если группа 𝑃 аппроксимируется нильпотентными группами, то су-
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ществует такое простое число 𝑝, что подгруппа 𝑄 𝑝′-изолирована в каждом 

свободном множителе. 
 

Напомним, что подгруппа 𝑌 группы 𝑋 называется 𝑝′ -изолированной 

в группе 𝑋, если для всякого элемента 𝑥 ∈  𝑋 и для всякого простого числа 

𝑞 ≠ 𝑝 из условия 𝑥𝑞 ∈ 𝑌 следует, что 𝑥 ∈  𝑌. 

Пусть до конца изложения 𝐴 — некоторая нильпотентная группа; 𝐻 

и 𝐾 — изоморфные подгруппы группы 𝐴 такие, что 𝐴 ≠ 𝐻 ∪ 𝐾; 𝜑:𝐻 → 𝐾 — 

изоморфизм; 𝐺 =   𝐴, 𝑡; 𝑡−1𝐻𝑡 = 𝐾, 𝜑   — HNN-расширение группы 𝐴 с про-

ходной буквой 𝑡 и подгруппами 𝐻 и 𝐾, связанными при помощи изоморфиз-

ма 𝜑. Целью настоящей статьи является доказательство следующего утвер-

ждения. 
 

Теорема 2. Если группа 𝐺 аппроксимируется нильпотентными группа-

ми, то существует такое простое число 𝑝, что подгруппы 𝐻 и 𝐾 𝑝′ -изолирова-

ны в группе 𝐴. 

2. Вспомогательные утверждения 

Говорят, что конечная группа имеет примарный порядок, если ее поря-

док является степенью некоторого простого числа. 
 

Предложение 1. Пусть группа 𝑋 аппроксимируется нильпотентными 

группами, 𝑌 — конечно порожденная подгруппа группы 𝑋. Тогда для любого 

неединичного элемента 𝑦 ∈ 𝑌существует гомоморфизм группы 𝑌 на конеч-

ную группу примарного порядка, при котором образ элемента 𝑦 по-прежнему 

отличен от 1. 
 

Доказательство. Так как группа 𝑋 аппроксимируется нильпотентными 

группами, то существует гомоморфизм 𝜌 этой группы на нильпотентную 

группу, переводящий 𝑦 в неединичный элемент. 

Так как гомоморфный образ конечно порожденной группы является 

конечно порожденной группой, следовательно, ограничение 𝜍 гомоморфиз-

ма 𝜌 на подгруппу 𝑌 является гомоморфизмом этой подгруппы на конечно 

порожденную нильпотентную группу и 𝑦𝜍 ≠ 1. 

Если порядок элемента 𝑦𝜍 бесконечен, то он не принадлежит периоди-

ческой части 𝜏 𝑌𝜍  группы 𝑌𝜍 и, значит,  𝑦𝜍 𝜏 𝑌𝜍  — неединичный элемент 

фактор-группы 𝑌𝜍/𝜏 𝑌𝜍 . Группа 𝑌𝜍/𝜏 𝑌𝜍  является конечно порожденной 

нильпотентной и не имеет кручения. Поэтому по теореме Грюнберга [4, тео-

рема 2.1] она аппроксимируется конечными -группами для любого простого 

числа 𝑝. 

Если порядок элемента 𝑦𝜍 конечен, выберем простое число 𝑝, которое 

делит порядок 𝑦𝜍. Тогда 𝑦 ∉ 𝜏𝑝′ 𝑌𝜍 , где 𝜏𝑝′ 𝑌𝜍  обозначает множество всех 

элементов группы 𝑌𝜍, порядки которых конечны и взаимно просты с 𝑝. 

Множество 𝜏𝑝′ 𝑌𝜍  является характеристической подгруппой группы 𝑌𝜍 

(см., например, [3, с. 12]), поэтому определена фактор-группа 𝑌𝜍/𝜏𝑝′ 𝑌𝜍  

и  𝑦𝜍 𝜏𝑝′ 𝑌𝜍  — ее неединичный элемент. Так как порядки всех элементов 

группы 𝑌𝜍/𝜏𝑝′ 𝑌𝜍  либо бесконечны, либо являются степенями числа 𝑝, то 

снова по теореме Грюнберга она аппроксимируется конечными 𝑝-группами. 
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Таким образом, в обоих случаях мы можем продолжить гомоморфизм 𝜍 

до гомоморфизма группы 𝑌 на группу примарного порядка, переводящего 𝑦 

в отличный от 1 элемент. 
 

Предложение 2. Пусть 𝑝 и 𝑞 — различные простые числа, 𝑋 — конеч-

ная группа, порядок которой равен 𝑝𝑛  для некоторого 𝑛 ≥ 1. Тогда для любо-

го элемента 𝑥 ∈ 𝑋 найдется целое число 𝑚 такое, что 𝑥 = 𝑥𝑞𝑚 . 
 

Доказательство. Пусть 𝑥 ∈ 𝑋. Тогда 𝑥𝑝
𝑛

= 1. Из неравенства 𝑞 ≠ 𝑝 

следует, что  𝑞, 𝑝𝑛 = 1 и, значит, существуют числа 𝑚, 𝑘 ∈ ℤ такие, что 

𝑞𝑚 + 𝑝𝑛𝑘 = 1. Тогда 𝑥 = 𝑥𝑞𝑚+𝑝𝑛𝑘 = (𝑥𝑞)𝑚 (𝑥𝑝
𝑛

)𝑘 = 𝑥𝑞𝑚 , что и требовалось. 
 

Пусть 𝜀, 𝛿 ∈  1, − 1 , 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝐴. Рассмотрим две последовательно-

сти простых коммутаторов: 

𝑢1 = 𝑐, 𝑢2 = [𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀 , 𝑢1], 𝑢3 = [𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀 , 𝑢2],  

𝑣1 = 𝑑, 𝑣2 = [𝑡−𝛿𝑏𝑡𝛿 , 𝑣1], 𝑣3 = [𝑡−𝛿𝑏𝑡𝛿 , 𝑣2],  

и положим 𝑤𝑛 = [𝑢𝑛 ,  𝑡−3𝑣𝑛𝑡
3] для всех 𝑛 ≥ 1. 

 

Предложение 3. Пусть 𝑚 — ступень нильпотентности группы 𝐴. Если 

выполняется одно из следующих двух условий: 

1) 𝜀 = 1 и 𝑎 ∈ 𝐻, 

2) 𝜀 = −1 и 𝑎 ∈ 𝐾 — 

то для каждого 𝑛 > 1  𝑢𝑛  — простой коммутатор веса 𝑛 элементов группы 𝐴 

и при 𝑛 > 𝑚 𝑢𝑛 = 1. 

Если выполняется одно из следующих двух условий: 

3) 𝛿 = 1 и 𝑏 ∈ 𝐻, 

4) 𝛿 = −1 и 𝑏 ∈ 𝐾 — 

то для каждого 𝑛 > 1 𝑣𝑛  — простой коммутатор веса 𝑛 элементов группы 𝐴 

и при 𝑛 > 𝑚 𝑣𝑛 = 1. 

Если выполняется хотя бы одно из условий 1 – 4, то при 𝑛 > 𝑚 𝑤𝑛 = 1. 
 

Доказательство. Покажем, что для каждого 𝑛 > 1 𝑢𝑛  — простой ком-

мутатор веса 𝑛 элементов группы 𝐴. Будем рассуждать индукцией по 𝑛. 

Если 𝜀 = 1 и 𝑎 ∈ 𝐻, то 𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀 ∈  𝐾. Если 𝜀 = −1 и 𝑎 ∈ 𝐾, то 𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀 ∈ 𝐻. 

Поэтому база индукции очевидна. 

Предположим, что 𝑢𝑛  обладает указанным свойством. Тогда при вы-

полнении любого из условий 1 – 2 элемент 𝑢𝑛+1 = [𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀 , 𝑢𝑛 ] является 

коммутатором элементов из группы 𝐴 и, следовательно, сам принадлежит 

этой группе. 

Так как 𝑚 — ступень нильпотентности группы 𝐴, то при 𝑛 > 𝑚 𝑢𝑛 = 1. 

Свойства элементов 𝑣𝑛  проверяются аналогично. 

Пусть выполняется хотя бы одно из условий 1 – 4 и 𝑛 > 𝑚. Тогда 

𝑢𝑛 = 1 или 𝑣𝑛 = 1. Если 𝑢𝑛 = 1, то [𝑢𝑛 , 𝑡−3𝑣𝑛𝑡
3]= 1, если же 𝑣𝑛 = 1, то 

 𝑢𝑛 , 𝑡−3𝑣𝑛𝑡
3 = [𝑢𝑛 , 1] = 1. Предложение доказано. 

 

Напомним, что любой элемент 𝑔 ∈ 𝐺 может быть записан в приведен-

ной форме: 

𝑔 = 𝑔0𝑡
𝜀0 …𝑔𝑛−1𝑡

𝜀𝑛−1𝑔𝑛 , 

где 𝑔𝑖 ∈ 𝐴, 𝜀𝑖 = ±1 и, если 𝜀𝑖−1 = −1, 𝜀𝑖 = 1, то 𝑔𝑖 ∉ 𝐻, если же 𝜀𝑖−1 = 1, 

𝜀𝑖 = −1, то 𝑔𝑖 ∉ 𝐾. Лемма Бриттона (см., например, [2, с. 249]) утверждает, 
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что любой элемент, обладающий приведенной записью, в которой есть хотя 

бы одна буква 𝑡 или 𝑡−1, отличен от единицы в группе 𝐺. Отсюда следует, что 

хотя один и тот же элемент может иметь различные приведенные записи, 

однако число вхождений букв 𝑡 и 𝑡−1 во всех них одинаково. Оно называется 

длиной элемента 𝑔. 
 

Предложение 4. Пусть выполняются следующие условия: 

1) 𝑎 ∉ 𝐻, если 𝜀 = 1, и 𝑎 ∉ 𝐾, если 𝜀 = −1; 

2) 𝑏 ∉ 𝐻, если 𝛿 = 1, и 𝑏 ∉ 𝐾, если 𝛿 = −1; 

3) 𝑐, 𝑑 ∉ 𝐻 ∪ 𝐾. 

Тогда для любого 𝑛 > 1: 

1) элемент 𝑢𝑛  имеет приведенную запись длины 2𝑛  вида  

𝑢𝑛 = (𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀)−1𝑐−1 … (𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀)𝑐; 

2) элемент 𝑣𝑛  имеет приведенную запись длины 2𝑛  вида  

𝑣𝑛 = (𝑡−𝛿𝑏𝑡𝛿)−1𝑑−1 … (𝑡−𝛿𝑏𝑡𝛿)𝑑; 

3) элемент 𝑤𝑛  отличен от 1. 
 

Доказательство. Проверим, что имеет место утверждение 1, воспользо-

вавшись для этого индукцией по 𝑛. База индукции очевидна, поэтому, пред-

полагая справедливость равенства при 𝑛, покажем, что оно верно и при 𝑛 + 1. 
Пусть 𝑢𝑛 =  𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀 −1𝑐−1 … 𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀 𝑐. Тогда 

𝑢𝑛+1 =  

=  𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀 −1𝑢𝑛
−1 𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀 𝑢𝑛 =  

=  𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀 −1 𝑐−1 𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀 −1 …𝑐 𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀  ×  

 ×  𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀   𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀 −1𝑐−1 … 𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀 𝑐 =  

=  𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀 −1𝑐−1 𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀 −1 …𝑐 𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀 𝑐−1 … 𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀 𝑐.  

Так как выражения 

 𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀 𝑢𝑛 = 𝑐−1 …   𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀 𝑐 
и 

𝑢𝑛
−1 = 𝑐−1 𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀 −1 …𝑐 𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀  

приведены по индуктивному предположению, следовательно, все выражение 

приведено. И поэтому приведенная запись элемента 𝑢𝑛+1 имеет длину 

2 + 2 + 2𝑛 + 2𝑛 − 4 = 2𝑛+1. 

Утверждение 2 проверяется аналогично. Докажем утверждение 3. 

𝑤𝑛  = 

= 𝑢𝑛
−1𝑡−3𝑣𝑛

−1𝑡3𝑢𝑛𝑡
−3𝑣𝑛𝑡

3 =  

= ( 𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀 −1𝑐−1 … 𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀 𝑐)−1𝑡−3((𝑡−𝛿𝑏𝑡𝛿)−1𝑑−1 … (𝑡−𝛿𝑏𝑡𝛿)𝑑)−1𝑡3 × 

×   𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀 −1𝑐−1 … 𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀 𝑐 𝑡−3 (𝑡−𝛿𝑏𝑡𝛿)−1𝑑−1 … (𝑡−𝛿𝑏𝑡𝛿)𝑑 𝑡3 = 

=  𝑐−1 𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀 −1 …𝑐 𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀  𝑡−3 𝑑−1(𝑡−𝛿𝑏𝑡𝛿)−1 …𝑑𝑡−𝛿𝑏𝑡𝛿 𝑡3 × 

×   𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀 −1𝑐−1 … 𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀 𝑐 𝑡−3 (𝑡−𝛿𝑏𝑡𝛿)−1𝑑−1 … 𝑡−𝛿𝑏𝑡𝛿 𝑑 𝑡3 = 

= 𝑐−1 𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀 −1 …𝑐𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀−3𝑑−1(𝑡−𝛿𝑏𝑡𝛿)−1 …𝑑𝑡−𝛿𝑏𝑡𝛿+3−𝜀 ×  

× 𝑎−1𝑡𝜀𝑐−1 … 𝑡−𝜀𝑎𝑡𝜀 𝑐𝑡−3−𝛿𝑏−1𝑡𝛿𝑑−1 … (𝑡−𝛿𝑏𝑡𝛿)𝑑𝑡3. 

Так как 𝜀 − 3 < 0, то при 𝜀 = 1 выражение 𝑡−𝜀𝑎𝑡3−𝜀  приведено. Если 

же 𝜀 = −1, то 𝑎 ∉ 𝐾 и произведение 𝑡−𝜀𝑎𝑡3−𝜀  также приведено. Аналогично 

проверяется приведенность выражений 𝑡𝛿+3−𝜀𝑎−1𝑡𝜀 ,𝑡−𝛿𝑏𝑡𝛿+3−𝜀  и 𝑡−3−𝛿𝑏−1𝑡𝛿 . 

Здесь всегда 𝛿 + 3 − 𝜀 > 0 и −3 − 𝛿 < 0. 
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Поскольку 𝑐, 𝑑 ∉ 𝐻 ∪ 𝐾, при любых значениях степеней 𝑡, которые их 

окружают, 𝑡-редукция невозможна. Таким образом, элемент 𝑤𝑛  имеет приве-

денную запись ненулевой длины и, следовательно, отличен от 1. 

3. Доказательство теоремы 2 

Приводимое далее рассуждение следует идеям работы [1]. 

Если подгруппа 𝐻 изолирована в группе 𝐴, то доказывать нечего. По-

этому далее будем, считать, что 𝐻 не является изолированной в 𝐴. Следова-

тельно, существует элемент 𝑎 ∈  𝐴\𝐻 и простое число 𝑝 такие, что 𝑎𝑝 ∈ 𝐻. 

Покажем, что 𝐻 — 𝑝′ -изолированная подгруппа группы 𝐴. 
Предположим противное. Тогда найдутся простое число 𝑞 ≠ 𝑝 и эле-

мент 𝑏 ∈  𝐴\𝐻 такие, что 𝑏𝑞  ∈ 𝐻. Возьмем 𝑐, 𝑑 ∈ 𝐴\(𝐻 ∪ 𝐾) и положим 

𝜀 = 𝛿 = 1. Тогда по предложению 4 элемент 𝑤𝑛  отличен от 1 для всех 𝑛 > 1. 

Обозначим через 𝐵 подгруппу группы 𝐺, порожденную элементами 

𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑡. 
Будем далее считать, что 𝑛 — фиксированное число, большее ступени 

нильпотентности группы 𝐴. По предложению 1 существует гомоморфизм 𝜍 

группы 𝐵 на конечную группу 𝑃 порядка 𝑠𝑚 , где 𝑠 — некоторое простое чис-

ло, 𝑚 ≥ 1, переводящий 𝑤𝑛  в отличный от 1 элемент. Тогда хотя бы одно из 

чисел 𝑝 или 𝑞 не делит порядок группы 𝑃. 

Отсюда и из предложения 2 следует, что 𝑎𝜍 = (𝑎𝜍)𝑝𝑘  или 𝑏𝜍 = (𝑏𝜍)𝑞𝑙  
для подходящих целых чисел 𝑘 и 𝑙. Положим 𝑎′ = 𝑎𝑝𝑘 , если 𝑎𝜍 = (𝑎𝜍)𝑝𝑘 , 

и 𝑎′ = 𝑎 в противном случае. Аналогично определим элемент 𝑏′ : если 

𝑏𝜍 = (𝑏𝜍)𝑞𝑙 , то 𝑏′ = 𝑏𝑞𝑙 , иначе 𝑏′ = 𝑏. Положим также 𝑐′ = 𝑐, 𝑑′ = 𝑑, 𝜀′ = 𝜀, 

𝛿 ′ = 𝛿 и определим элементы 𝑢𝑛
′ , 𝑣𝑛

′  и 𝑤𝑛
′  согласно формулам, аналогичным 

приведенным перед предложением 3. Тогда 𝑤𝑛
′ 𝜍 = 𝑤𝑛𝜍 ≠ 1. Но 𝑎𝑝 , 𝑏𝑞 ∈ 𝐻 

и по предложению 3 𝑤𝑛
′ = 1, следовательно, 𝑤𝑛

′ 𝜍 = 1. Таким образом, полу-

чили противоречие, и подгруппа 𝐻 𝑝′ -изолирована в группе 𝐴. 

Покажем, что 𝐾 — 𝑝′ -изолированная подгруппа группы 𝐴. Допустим 

противное. Тогда найдутся простое число 𝑟 ≠ 𝑝 и элемент 𝑏 ∈ 𝐴\𝐾 такие, 

что 𝑏𝑟 ∈  𝐾. Снова возьмем элементы 𝑐, 𝑑 ∈ 𝐴\(𝐻 ∪ 𝐾) и положим 𝜀 = 1, 

𝛿 = −1. 
Рассуждая, как и выше (с точностью до замены 𝑞 на 𝑟), мы получаем, 

что при 𝑛, большем ступени нильпотентности группы 𝐴, элемент 𝑤𝑛  отличен 

от 1, но переходит в 1 при каждом гомоморфизме подгруппы 

𝐵 = 𝑠𝑔𝑝{𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑡} 
на группу примарного порядка, что противоречит предложению 1. 

Таким образом, подгруппа 𝐾 также является 𝑝′ -изолированной в груп-

пе 𝐴. Теорема доказана. 
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