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ОБ ОТДЕЛИМОСТИ ПОДГРУПП ОГРАНИЧЕННЫХ
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Статья представляет собой расширенную версию доклада, сделанного
автором на заседании алгебраического семинара Ивановского государственно-
го университета, посвященном 110-летию со дня рождения академика Анатолия
Ивановича Мальцева. Описываются некоторые результаты А. И. Мальцева о фи-
нитной отделимости подгрупп и их аналоги для случая отделимости классом ко-
нечных π-групп. Указано применение этих результатов для исследования аппрок-
симационных свойств свободных конструкций групп.
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1. Отделимость подгрупп ограниченных абелевых
и ограниченных разрешимых групп

В 1958 году в Ученых записках Ивановского педагогического инсти-
тута была опубликована статья А. И. Мальцева «О гомоморфизмах на ко-
нечные группы» [3]. Известна она прежде всего потому, что в ней уста-
новлена связь между финитной аппроксимируемостью относительно того
или иного предиката и разрешимостью соответствующей алгоритмической
проблемы. Однако, значительная часть данной статьи посвящена изуче-
нию отделимости подгрупп.

Согласно данному А. И. Мальцевым определению подгруппа Y груп-
пы X называется отделимой в этой группе классом групп C (или, коро-
че, C-отделимой), если для каждого элемента x ∈ X \ Y найдется гомо-
морфизм σ группы X на группу из класса C такой, что xσ /∈ Y σ. Напом-
ним, что отделимость классом всех конечных групп, как и аппроксимиру-
емость этим классом, принято называть финитной.

Понятие C-отделимости тесно связано с аппроксимируемостью клас-
сом C. Во-первых, C-аппроксимируемость группы X — это не что иное,
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как C-отделимость ее единичной подгруппы. Во-вторых, если класс C за-
мкнут относительно взятия гомоморфных образов, то C-отделимость нор-
мальной подгруппы Y равносильна C-аппроксимируемости фактор-груп-
пы X/Y . Кроме того, отделимость тех или иных подгрупп часто оказыва-
ется одним из необходимых или достаточных условий аппроксимируемо-
сти группы, примеры этому будут приведены позже.

В статье [3] исследовался вопрос о том, при каких условиях для груп-
пы имеет место

Свойство (1). Все подгруппы группы являются финитно отдели-
мыми.

Абелева группа обладает свойством (1) тогда и только тогда, когда
в каждой ее фактор-группе все примарные компоненты периодической ча-
сти имеют конечный период [3]. Однако, разрешимая группа, составлен-
ная из таких групп, т. е. имеющая субнормальный ряд, факторы которо-
го обладают свойством (1), сама уже не обязана удовлетворять данному
свойству; соответствующий пример приводится в [3, п. 4]. В связи с этим
А. И. Мальцевым были введены понятия ограниченной абелевой и огра-
ниченной разрешимой групп.

Абелеву группу будем называть ограниченной, если в каждой ее фак-
тор-группе все примарные компоненты периодической части конечны. Раз-
решимая группа называется ограниченной, если она обладает субнормаль-
ным рядом с абелевыми ограниченными факторами. Справедлива

Теорема 1 [3]. Каждая ограниченная разрешимая группа удовле-
творяет свойству (1). Разрешимая группа без кручения обладает свой-
ством (1) тогда и только тогда, когда она ограничена.

Отметим, что поскольку всякий конечный гомоморфный образ раз-
решимой группы является конечной разрешимой группой, теорема 1 на са-
мом деле утверждает не просто финитную отделимость всех подгрупп
ограниченной разрешимой группы, а их отделимость классом конечных
разрешимых групп.

Говорят, что группа имеет конечный ранг Гирша–Зайцева, если она
обладает конечным субнормальным рядом, каждый фактор которого яв-
ляется периодической или бесконечной циклической группой.

Теорема 2. Пусть группа X аппроксимируется ограниченными раз-
решимыми группами без кручения. Тогда каждая подгруппа группы X,
имеющая конечный ранг Гирша–Зайцева, отделима в этой группе клас-
сом всех конечных разрешимых групп.

Доказательство. Пусть C — класс всех ограниченных разрешимых
групп без кручения, Y — подгруппа группы X, имеющая конечный ранг
Гирша–Зайцева, и x ∈ X \ Y — произвольный элемент. Известно [3], что
класс ограниченных разрешимых групп замкнут относительно взятия под-
групп и прямых произведений конечного числа сомножителей. Следова-
тельно, тем же свойством обладает и класс C. Это позволяет воспользо-
ваться предложением 18 из [16], согласно которому в группе X найдется
нормальная подгруппа Z, удовлетворяющая условиямX/Z ∈ C и Z∩Y = 1.
Отсюда в силу предложения 5 из [6] следует, что подгруппа Y C-отделима
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в X и, значит, существует гомоморфизм σ группы X на группу из клас-
са C такой, что xσ /∈ Y σ. Пользуясь теоремой 1 и сделанным выше заме-
чанием, отображение σ можно продолжить до гомоморфизма τ группы X
на конечную разрешимую группу, переводящего x в элемент, не принадле-
жащий Y τ . Следовательно, подгруппа Y отделима в X классом всех ко-
нечных разрешимых групп.

2. Отделимость подгрупп классом конечных π-групп

Рассмотрим теперь вопрос об отделимости подгрупп классом Fπ всех
конечных π-групп, где π — некоторое непустое множество простых чисел.
Не утверждается, что обязательно существуют простые числа, не принад-
лежащие π. Поэтому класс Fπ в общем случае может совпадать с классом
всех конечных групп.

Напомним, что подгруппа Y группы X называется π′-изолированной
в этой группе, если для каждого элемента x ∈ X и для каждого простого
числа q /∈ π из включения xq ∈ Y следует, что x ∈ Y .

Легко заметить, что если подгруппа является Fπ-отделимой, то она
должна быть π′-изолированной. Отсюда следует, что если множество π
содержит не все простые числа и группа X не является периодической,
то уже заведомо не все подгруппы группы X оказываются Fπ-отделимы-
ми. Поэтому свойство (1) имеет смысл переформулировать следующим
образом.

Свойство (2)π. Все π′-изолированные подгруппы группы Fπ-отде-
лимы.

Отметим, что если π совпадает с множеством всех простых чисел,
то каждая подгруппа оказывается π′-изолированной и свойство (2)π пре-
вращается в свойство (1).

Как и в случае финитной отделимости, удается доказать (см.: [5, тео-
рема 1]), что абелева группа обладает свойством (2)π тогда и только тогда,
когда в каждой ее фактор-группе все примарные компоненты, соответству-
ющие числам из множества π, имеют конечный период (подчеркнем, что
в «финитном» случае требование конечности периода распространялось
на все компоненты периодической части, здесь же — только на компонен-
ты, соответствующие числам из π). Однако, упоминавшийся выше при-
мер из [3] показывает, что даже двуступенно нильпотентная группа, фак-
торы центрального ряда которой обладают свойством (2)π, сама данному
условию может не удовлетворять. Поэтому имеет смысл определить поня-
тия π-ограниченных абелевой, нильпотентной и разрешимой групп следу-
ющим образом.

Будем говорить, что абелева группа π-ограничена, если в каждой ее
фактор-группе все примарные компоненты периодической части, соответ-
ствующие числам из множества π, конечны. Разрешимые и нильпотент-
ные группы будем называть π-ограниченными, если они обладают соот-
ветственно субнормальными и центральными рядами с π-ограниченными
абелевыми факторами. Очевидно, что если π совпадает с множеством всех
простых чисел, то π-ограниченные абелевы и разрешимые группы стано-
вятся ограниченными в смысле А. И. Мальцева. Для единообразия π-ог-
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раниченную нильпотентную группу в этом случае будем называть просто
ограниченной нильпотентной.

Используя идеи статьи [3], удается доказать следующее утверждение.

Теорема 3 [5, теорема 3, следствие 1]. Произвольная π-ограниченная
нильпотентная группа удовлетворяет свойству (2)π. Нильпотентная
группа без кручения обладает свойством (2)π тогда и только тогда, когда
она является π-ограниченной.

Как и выше, легко заметить, что теорема 3 на самом деле утвер-
ждает отделимость π′-изолированных подгрупп π-ограниченной нильпо-
тентной группы не только классом всех конечных π-групп, но и классом
конечных нильпотентных π-групп. Аналог теоремы 2 также имеет место
и представляет собой частный случай теоремы 2 из [6].

Теорема 4. Пусть группа X аппроксимируется π-ограниченными
нильпотентными группами без кручения. Тогда каждая π′-изолирован-
ная подгруппа группы X, имеющая конечный ранг Гирша–Зайцева, отде-
лима в этой группе классом всех конечных нильпотентных π-групп.

Отметим, что для π-ограниченных разрешимых групп теоремы 3 и 4
неверны. Даже в сверхразрешимой группе без кручения π′-изолирован-
ность уже необязательно равносильна отделимости конечными π-группа-
ми (см.: [5]).

3. Первое направление использования теорем 1–4

Теперь укажем, как описанные выше свойства ограниченных разре-
шимых и нильпотентных групп используются при исследовании аппрок-
симируемости свободных конструкций групп.

Пусть P — свободное произведение некоторых групп A и B с объ-
единенной подгруппой U . Если подгруппа U нормальна в свободных мно-
жителях A и B, то она нормальна в P и потому можно рассмотреть груп-
пу AutP (U), составленную из ограничений на подгруппу U всех внутрен-
них автоморфизмов группы P . Аппроксимируемость последней удается
полностью исследовать при тех или иных дополнительных ограничени-
ях, накладываемых на группу AutP (U) (см.: [9–16]). Здесь рассматрива-
ется ситуация, когда эта группа является абелевой или совпадает с одной
из своих подгрупп AutA(U), AutB(U), состоящих из ограничений на под-
группу U внутренних автоморфизмов групп A и B соответственно.

Следующее утверждение представляет собой частный случай теоре-
мы 1 из [9].

Теорема 5. Пусть U E P , A 6= U 6= B и группа AutP (U) является
абелевой или совпадает с одной из подгрупп AutA(U), AutB(U). Пусть
также

Ω =
{

(R,S) | REA, S EB, A/R ∈ Fπ, B/S ∈ Fπ, R ∩ U = S ∩ U
}
.

Группа P Fπ-аппроксимируема тогда и только тогда, когда
1) подгруппа U Fπ-отделима в группах A и B;
2) справедливы равенства

⋂
(R,S)∈ΩR = 1 =

⋂
(R,S)∈Ω S.
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Теорема 5 дает критерий Fπ-аппроксимируемости группы P , одна-
ко, его применение в конкретной ситуации сопряжено с определенными
сложностями. Как легко догадаться, особенную трудность вызывает опи-
сание семейства Ω, хотя непростой задачей является и доказательство от-
делимости подгруппы U . Если же потребовать, чтобы свободные множи-
тели были π-ограниченными нильпотентными группами, то от условия 2
удается избавиться полностью, а условие 1, благодаря теореме 3, превра-
щается в требование π′-изолированности, которое для конкретной группы
проверить гораздо проще. В результате, получаем следующее утвержде-
ние, служащее частным случаем теоремы 3 из [9].

Теорема 6. Пусть U E P , A 6= U 6= B и группа AutP (U) являет-
ся абелевой или совпадает с одной из подгрупп AutA(U), AutB(U). Если
A и B — π-ограниченные нильпотентные группы, то группа P Fπ-ап-
проксимируема тогда и только тогда, когда подгруппа U π′-изолирована
в группах A и B.

Приведем еще один пример, на этот раз для конструкции HNN-рас-
ширения. Пусть далее E — HNN-расширение некоторой нециклической
группы G с бесконечными циклическими связанными подгруппамиH иK,
лежащими в центре базовой группы. Из теорем 3 и 4 работы [8] вытекает

Теорема 7. Пусть группа G Fπ-аппроксимируема. Если H∩K 6= 1,
то группа E Fπ-аппроксимируема тогда и только тогда, когда

1) подгруппы H и K Fπ-отделимы в группе G;
2) фактор-группы H/H ∩K и K/H ∩K имеют одинаковые порядки;
3) 2 ∈ π, если только подгруппа H∩K не лежит в центре группы E.

Если H ∩K = 1 и

Ω =
{
N | N EG, G/N ∈ Fπ, ∃n ∈ Z+ N ∩HK = (HK)n

}
,

то группа E Fπ-аппроксимируема тогда и только тогда, когда⋂
N∈Ω

HN = H и
⋂
N∈Ω

KN = K.

Как и выше, наибольшую трудность в применении этой теоремы
представляет описание семейства Ω и проверка равенства H и K указан-
ным пересечениям. Если же потребовать, чтобы группа G являлась огра-
ниченной или аппроксимировалась ограниченными группами без круче-
ния, то, используя ту же схему рассуждений, что и при доказательстве
следствий 2, 3 из [8], можно получить достаточно простые критерии фи-
нитной и Fπ-аппроксимируемости группы E, которые содержит

Теорема 8. Если группа G является ограниченной разрешимой или
аппроксимируется ограниченными разрешимыми группами без кручения,
то группа E финитно аппроксимируема тогда и только тогда, когда фак-
тор-группы H/H ∩K и K/H ∩K имеют одинаковые порядки.

Если группа G является π-ограниченной нильпотентной или ап-
проксимируется π-ограниченными нильпотентными группами без кру-
чения, то группа E Fπ-аппроксимируема тогда и только тогда, когда

1) подгруппы 1, H и K π′-изолированы в группе G;
2) фактор-группы H/H ∩K и K/H ∩K имеют одинаковые порядки;
3) 2 ∈ π, если только подгруппа H∩K не лежит в центре группы E.

2020. Вып. 1 •



92 • Вестник Ивановского государственного университета

Таким образом, первое направление применения теорем 1–4 — это
получение конкретных следствий утверждений общего характера, условия
которых без дополнительных предположений проверить затруднительно.
Подобных примеров к настоящему времени имеется достаточно много
(см.: [7–9]).

4. Второе направление использования теорем 1–4

Пусть снова P — свободное произведение некоторых групп A и B
с объединенной подгруппой U . Справедливы следующие два утверждения.

Предложение 1 [1]. Пусть A и B — локально нильпотентные
группы, A 6= U 6= B. Если группа P нильпотентно аппроксимируема,
то подгруппа U {p}′-изолирована в группах A и B для некоторого про-
стого числа p.

Предложение 2 [17]. Пусть U — циклическая подгруппа, p — про-
стое число, Fp — класс всех конечных p-групп. Если группы A и B Fp-ап-
проксимируемы и подгруппа U Fp-отделима в них, то группа P Fp-ап-
проксимируема.

Как известно, любая конечная p-группа нильпотентна, поэтому пред-
ложение 1 дает необходимое, а предложение 2 — достаточное условие ниль-
потентной аппроксимируемости группыP. В общем случае дистанция меж-
ду этими двумя условиями достаточно велика, но если потребовать, что-
бы группы A и B были ограниченными нильпотентными, то отделимость
и аппроксимируемость конечными p-группами ввиду теоремы 3 окажутся
равносильными {p}′-изолированности и мы получим

Предложение 3. Пусть A и B — ограниченные нильпотентные
группы, U — циклическая подгруппа и A 6= U 6= B.

Если группа P нильпотентно аппроксимируема, то подгруппа U
{p}′-изолирована в группах A и B для некоторого простого числа p.

Если подгруппы 1 и U {p}′-изолированы в группах A и B для неко-
торого простого числа p, то группа P нильпотентно аппроксимируема.

Таким образом, «зазор» между необходимым и достаточным услови-
ями становится совсем небольшим и его удается ликвидировать, причем
в более общей ситуации.

Теорема 9. Пусть подгруппа U представляет собой локально цик-
лическую группу или лежит в центре хотя бы одной из групп A, B и име-
ет конечный ранг. Пусть также каждая из групп A, B является огра-
ниченной нильпотентной или аппроксимируется ограниченными нильпо-
тентными группами без кручения.

Если подгруппа U {p}′-изолирована в группах A и B для некоторого
простого числа p, то группа P нильпотентно аппроксимируема.

Если группы A и B локально нильпотентны, то из нильпотентной
аппроксимируемости группы P следует, что подгруппа U {p}′-изолиро-
вана в группах A и B для некоторого простого числа p.

При тех же ограничениях на объединенную подгруппу удается полу-
чить и критерий аппроксимируемости группы P конечными нильпотент-
ными π-группами для любого непустого множества простых чисел π.
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Теорема 10. Пусть подгруппа U представляет собой локально цик-
лическую группу или лежит в центре хотя бы одной из групп A, B и име-
ет конечный ранг. Пусть также группы A и B являются π-ограничен-
ными нильпотентными. Группа P аппроксимируется конечными ниль-
потентными π-группами тогда и только тогда, когда единичная под-
группа π′-изолирована в группах A и B, а подгруппа U {p}′-изолирована
в группах A и B для некоторого простого числа p ∈ π.

Таким образом, второе направление применения полученных резуль-
татов об отделимости подгрупп, в первую очередь теорем 3 и 4, состо-
ит в отыскании критериев нильпотентной аппроксимируемости, основан-
ных на уже известных достаточных условиях аппроксимируемости конеч-
ными p-группами. Актуальность подобных исследований объясняется тем,
что аппроксимируемость конечными p-группами изучена значительно луч-
ше, чем аппроксимируемость произвольными нильпотентными группами.
Отметим также, что известен аналог предложения 1 для HNN-расшире-
ний [4, 18] и его обобщение на случай фундаментальных групп произволь-
ных графов групп [2]. Поэтому, несмотря на то, что результатов в описан-
ном направлении получено еще довольно мало, оно представляется весь-
ма перспективным.
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Б.Я.Солон

СЛАБО ТОТАЛЬНЫЕ И КО-ТОТАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ
И ЧАСТИЧНЫЕ СТЕПЕНИ

В статье рассматриваются новые понятия слабой тотальности и ко-то-
тальности функций и степеней перечислимости таких функций. Впервые дан-
ные понятия, примененные к множествам, были рассмотрены автором в 2005 го-
ду. Недавно группа американских математиков обратилась к теме ко-тотальных
множеств и степеней перечислимости ввиду того, что наиболее фундаменталь-
ным понятием в различных приложениях является свойство ко-тотальности.

Ключевые слова: операторы перечисления, частично вычислимые опе-
раторы, частичные степени, тотальные функции, ко-тотальные функции.

B.Ya. Solon

WEAKLY TOTAL AND COTOTAL FUNCTIONS
AND PARTIAL DEGREES

The article deals with new notions of weak totality and cototality of func-
tions and enumeration degrees of such functions. For the first time, these notions ap-
plied to sets were considered by the author in 2005. Recently, a group of American
mathematicians referred to the topic of cototal sets and enumeration degrees in view
of the fact that the most fundamental concept in various applications is the property
of cototality.

Key words: enumeration operators, partial recursive operators, partial de-
grees, total functions, cototal functions.

Мы будем использовать понятия и терминологию, которые приня-
ты в монографии [7]. Пусть ω = {0, 1, 2, . . . } — множество натуральных
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