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СЛАБО ТОТАЛЬНЫЕ И КО-ТОТАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ
И ЧАСТИЧНЫЕ СТЕПЕНИ

В статье рассматриваются новые понятия слабой тотальности и ко-то-
тальности функций и степеней перечислимости таких функций. Впервые дан-
ные понятия, примененные к множествам, были рассмотрены автором в 2005 го-
ду. Недавно группа американских математиков обратилась к теме ко-тотальных
множеств и степеней перечислимости ввиду того, что наиболее фундаменталь-
ным понятием в различных приложениях является свойство ко-тотальности.

Ключевые слова: операторы перечисления, частично вычислимые опе-
раторы, частичные степени, тотальные функции, ко-тотальные функции.

B.Ya. Solon

WEAKLY TOTAL AND COTOTAL FUNCTIONS
AND PARTIAL DEGREES

The article deals with new notions of weak totality and cototality of func-
tions and enumeration degrees of such functions. For the first time, these notions ap-
plied to sets were considered by the author in 2005. Recently, a group of American
mathematicians referred to the topic of cototal sets and enumeration degrees in view
of the fact that the most fundamental concept in various applications is the property
of cototality.

Key words: enumeration operators, partial recursive operators, partial de-
grees, total functions, cototal functions.

Мы будем использовать понятия и терминологию, которые приня-
ты в монографии [7]. Пусть ω = {0, 1, 2, . . . } — множество натуральных
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чисел; A, B, . . . , X, Y (с индексами или без) — подмножества ω. Пусть,
как обычно, 〈x, y〉 — канторовский номер упорядоченной пары (x, y). Ес-
ли z — канторовский номер пары (x, y), то пусть 〈z〉1 = x и 〈z〉2 = y.
Пусть PF — множество одноместных частичных арифметических функ-
ций. Для данной частичной функции α обозначим через domα, ranα
и graphα = {〈x, α(x)〉 : x ∈ domα} область определения, множество зна-
чений и график α, соответственно. Будем писать α(x)↓, если x ∈ domα,
и α(x)↑— в противном случае. Для обозначения частичных функций из PF
будем использовать малые греческие буквы начала алфавита: α, β, γ, . . .
Для данных частичных функций α и β через α ⊕ β обозначим сочлене-
ние функций α и β. Пусть χA(x) — частичная характеристическая функ-
ция множества A с графиком {〈x, 0〉 : x ∈ A} и cA(x) — характеристиче-
ская функция множества A с графиком {〈x, 1〉 : x ∈ A} ∪ {〈x, 0〉 : x /∈ A}.
Мы ограничим использование символов f, g, h только для обозначения
тотальных функций, т. е. таких, что domf = ω. Множество тотальных
функций обозначим через TF. Будем писать α ⊆ β, если graphα ⊆ graph β.
Термин функциональный оператор мы будем использовать в случае одно-
значных отображений PF → PF (не обязательно всюду определенных).
Пусть, как обычно, Φz(X) =

{
x : (∃u)[〈x, u〉 ∈ Wz & Du ⊆ X]

}
— резуль-

тат применения е-оператора с геделевым номером z к множеству X.

Определение 1. Функциональный оператор Ψ называется частич-
но вычислимым (ч. в.) [в терминологии Х. Роджерса — частично рекур-
сивным], если он определяется некоторым е-оператором Φz, т. е. для лю-
бых α, β ∈ PF

α = Ψ(β) ⇐⇒ (∃z)[graphα = Φz(graph β)].

Частичность функционального оператора Ψ, определяемого некото-
рым е-оператором Φz, состоит в том, что если даже α = Ψ(β), то это не га-
рантирует, что множество Ψ(γ) является графиком некоторой функции
для любой γ ∈ PF .

Определение 2. Ч.в.операторΨназывается вычислимым (в.) [в тер-
минологии Х.Роджерса — рекурсивным], если он определяется таким е-опе-
ратором Φz, что функциональный оператор Ψ: PF → PF является всюду
определенным.

Пусть {Φz}z∈ω — эффективное перечисление всех е-операторов и ψ ∈
PF . Введем в рассмотрение множество Kψ =

{
〈z, x〉 : x ∈ Φz(ψ)

}
. Легко

проверить, что graphψ ≡e Kψ для любой ψ ∈ PF .

Определение 3. Введем операцию скип на функциях: ψ� = χKψ
для любой ψ ∈ PF .

Определение 4. Введем операцию е-скачка на функциях: ψje =
χKψ ⊕ χKψ для любой ψ ∈ PF .

Термин «скип» мы позаимствовали из работы [4], где он применялся
для аналогичной операции на множествах. Подробнее о скипах функций
будет сказано ниже. Операция е-скачка для множеств была введена в ста-
тье [6], здесь мы адаптировали данную операцию для функций.
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Введем обозначения: PC — множество всех ч. в. операторов; C —
множество всех в. операторов. Будем говорить, что α е-сводится к (ce-сво-
дится к) β и писать α ≤e β (α ≤ce β), если α = Ψ(β) для некоторого
Ψ ∈ PC (Ψ ∈ C). В статье будут рассмотрены две сводимости на PF:

α ≤e β ⇔ (∃Ψ ∈ PC)[α = Ψ(β)] и
α ≤ce β ⇔ (∃Ψ ∈ C)[α = Ψ(β)].

Ранее эти сводимости были детально изучены в статье М. Г. Розинаса [2].
Как обычно, пусть degeα = {γ : γ ≡e α} — функциональная е-сте-

пень или частичная степень функции α и degceα = {γ : γ ≡ce α}— се-сте-
пень функции α. Пусть Le — ч. у. множество частичных степеней и Lce —
ч. у. множество се-степеней.

Легко видеть, что скип и е-скачок инвариантны в частичной степе-
ни (т. е. если ϕ ≡e ψ, то ϕ� ≡e ψ� и ϕje ≡e ψje), поэтому они индуцируют
соответствующие операторы на е-степенях. Мы используем a� для обозна-
чения скипа и a′ для обозначения е-скачка частичной степени а. Обозна-
чим через 0 частичную степень, состоящую из всех частично вычислимых
функций, и через 0′ — е-скачок степени 0. Известно, что χKψ ∈ 0′.

Нам понадобятся следующие простые утверждения о соотношениях
между сводимостями ≤e и ≤ce.

Предложение 1.
(i) ∀α∀f [α ≤e f ⇔ α ≤ce f ].
(ii) ∀A,B[A ≤e B ⇔ χA ≤e χB ⇔ χA ≤ce χB].

Доказательство.
(i) ⇒: Очевидно, что α ≤ce f → α ≤e f .
⇐: Пусть α ≤e f , тогда существует частично вычислимый опера-

тор Ψ такой, что α = Ψ(f). В этом случае по основной теореме об опера-
торах [7, с. 195] существует вычислимый оператор Ψ0 такой, что

∀g[g ∈ domΨ→ Ψ0(g) = Ψ(g)].

В частности, для нашего случая имеем α = Ψ0(f) = Ψ(f), следовательно,
α ≤ce f .

(ii) ⇒: Пусть χA = Φ(χB) для некоторого е-оператора Φ. Определим
два е-оператора H1 и H2:

H1(X) =
{
〈〈x〉1, 0〉 : x ∈ X

}
;

H2(X) =
{
〈x, 0〉 : 〈x, y〉 ∈ X

}
для всех x, y ∈ ω и X ⊆ ω. Пусть Ψ = H1 ∗Φ ∗H2. Ясно, что Ψ — функци-
ональный оператор, определяемый е-оператором, представляющим собой
композицию е-операторов H1, Φ, H2. Следовательно, Ψ — частично вычис-
лимый оператор. Докажем, что Ψ — вычислимый оператор. Рассмотрим
произвольную функцию α и применим к ней оператор Ψ:

Ψ(α) = H1 ∗ Φ ∗H2(α) = H1 ∗ Φ ({〈x, 0〉 : 〈x, y〉 ∈ domα}) =

=
{
〈〈x〉1, 0〉 : x ∈ Φ ({〈x, 0〉 ∈ domα})

}
= β,

где, очевидно, β — некоторая функция. Итак, Ψ всюду определен на PF,
поэтому Ψ — вычислимый оператор. Кроме того, из определения следует,
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что χA = Ψ(χB). Это означает, что χA ≤ce χB. Заметим, что для любого
множества X имеем X ≡e χX , поэтому χA ≤ce χB → χA ≤e χB → A ≤e B.

⇐: Пусть A = Φ(B) для некоторого е-оператора Φ. Определим два
е-оператора Θ1 и Θ2:

x ∈ Θ1(X)⇔ 〈x, 0〉 ∈ X;

〈x, y〉 ∈ Θ2(X)⇔ x ∈ X ∧ y = 0.

Ясно, что H = Θ2 ∗Φ∗Θ1 — е-оператор, определяющий вычислимый
оператор. Непосредственно проверяется, что χA = H(χB), следовательно,
χA ≤ce χB. Предложение доказано.

Множество частичных степеней, содержащих хотя бы одну тоталь-
ную функцию, обозначим через DTF . Будем называть частичные степени
из DTF тотальными частичными степенями.

Предложение 2. ∀ψ[ψ ∈ TF → ψ ≡e cgraphψ].

Доказательство. Пусть ψ ∈ TF , тогда domψ = ω и

cgraphψ =
{

(〈x, ψ(x)〉, 1) : x ∈ ω
}
∪
{

(〈x, y〉, 0) : x ∈ ω ∧ y 6= ψ(x)
}
.

Ясно, что в этом случае ψ ≤e cgraphψ и cgraphψ ≤e ψ.

Заметим, что обратное утверждение неверно. Например, пусть ψ(0)↑
и ψ(x) = 0 для всех x 6= 0. Тогда ψ /∈ TF . В то же время оба множества
graphψ и cgraphψ вычислимы и, следовательно, е-эквивалентны. В этом
случае имеет место е-эквивалентность функций ψ ≡e cgraphψ. В общем
случае имеем ψ ≤e cgraphψ и cgraphψ 6≤e ψ.

Авторы статьи [4] впервые всесторонне рассмотрели понятие тоталь-
ности множеств и степеней, которое появилось вполне естественно вместе
с понятием е-сводимости, и понятие ко-тотальности, которое впервые ис-
пользовалось (как термин) в тезисах А. В. Панкратьева [1] и было изуче-
но более широко в статьях автора [3, 8]. В [4] для множеств была введена
система терминов, характеризующих различные уровни “ко-тотальности”
множеств — это граф-кототальность, ко-тотальность и слабая ко-то-
тальность. Выяснилось, что в работах [1, 3, 8] изучались в этой термино-
логии свойства граф-кототальных множеств и степеней, и что все при-
веденные классы множеств различны. Авторы утверждают, что наибо-
лее фундаментальным в различных приложениях является свойство ко-
тотальности. Приведем для сведения определения данных свойств из [4].

Пусть A ⊆ ω. Множество A называется тотальным, если A ≤e A,
множество A называется ко-тотальным, если наоборот A ≤e A, множе-
ство A называется граф-кототальным, если A = graph f для некоторой
функции f ∈ TF , и, наконец, множество A называется слабо ко-тоталь-
ным, если A ≡e graph g для некоторой функции g ∈ TF .

В [3] доказано, что для каждой тотальной е-степени b выше 0′ суще-
ствует граф-кототальная квазиминимальная е-степень a такая, что a′ = b.
Это усиливает результат Макэвоя [6], который доказал, что квазимини-
мальные e-степени имеют все возможные е-скачки. Заметим, что все три
результата из [3, 8] также можно рассматривать как обобщения построен-
ной Гаттериджем квазиминимальной граф-кототальной е-степени [5].
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В [4] доказано, что

граф-кототальность⇒ ко-тотальность⇒
⇒ слабая ко-тотальность,

причем никаких обратных импликаций нет.
В этой статье предпринята попытка перенести данные понятия на

функции и частичные степени. Легко проверить, что определение тоталь-
ного множества A, как множества, для которого выполнено A ≤e A, поз-
воляет доказать, что

A — тотально⇔ A ≡e A⊕A.

Эта эквивалентность не проходит для случая тотальных функций, о чем
было сказано выше. Мы введем новое понятие слабо тотальной функции,
которое максимально соответствует множественному аналогу.

Пусть ψ — данная частичная функция, обозначим через ψσ(x) ча-
стичную функцию, которая не определена для x ∈ domψ и равна нулю
для x ∈ domψ.

Определение 5. Функция ψ называется слабо тотальной, если
ψσ ≤e ψ.

Обозначим через WTF (weakly total function) множество всех слабо
тотальных функций и через DWTF множество частичных степеней, содер-
жащих хотя бы одну слабо тотальную функцию.

Предложение 3.
(i) ∀ψ[ψ ∈ TF → ψ ∈WTF ].
(ii) ∀ψ[domψ — в. п.→ ψ ∈WTF ].
(iii) ∀ψ[ψ ∈WTF → ψ ≡e cgraphψ].

Доказательство.
(i) Если domψ = ω, то domψσ = ∅. В этом случае тривиально

ψσ ≤e ψ и поэтому ψ — слабо тотальная функция.
(ii) Пусть domψ 6= ∅ — вычислимо перечислимое множество, то-

гда ψσ — частично вычислимая функция. В этом случае ψσ ≤e ψ, следо-
вательно, ψ ∈WTF .

(iii) Пусть ψ ∈ WTF , тогда ψσ ≤e ψ. Выпишем элементы графика
характеристической функции множества graphψ:

cgraphψ =
{

(〈x, ψ(x)〉, 1) : x ∈ domψ
}
∪
{

(〈x, y〉, 0) : x ∈ domψσ
}
∪

∪
{

(〈x, y〉, 0) : x ∈ domψ ∧ y 6= ψ(x)
}
.

Тогда ясно с учетом нашего предположения, что ψ≤e cgraphψ и cgraphψ≤eψ.

Теорема 1. DTF = DWTF .

Доказательство. Пусть ψ ∈ WTF , тогда по предложению 3 (iii)
ψ ≡e cgraphψ. Это означает, что DTF ⊇ DWTF . Обратно, предложение 3 (i)
утверждает, что любая тотальная функция является ко-тотальной. Следо-
вательно, DTF ⊆ DWTF .

Следующее определение является аналогом понятия ко-тотального
множества.
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Определение 6. Функция ψ ∈ PF называется ко-тотальной, если
ψ ≤e ψσ.

Обозначим через CTF (cototal function) множество всех ко-тотальных
функций и через DCTF множество частичных степеней, содержащих хотя
бы одну ко-тотальную функцию.

Определение 7. Функция ψ ∈ PF называется слабо ко-тотальной,
если ψσ ≡e g для некоторой тотальной функции g.

Обозначим черезWCTF (weakly cototal function) множество всех сла-
бо ко-тотальных функций и через DWCTF множество частичных степеней,
содержащих хотя бы одну слабо ко-тотальную функцию.

Предложение 4.
(i) ∀ψ[degeψ ∈ DCTF ⇔ ψ ≤e ψ�].
(ii) ∀ψ[ψ ∈ CTF → ψ ∈WCTF ].
(iii) Существуют частичные функции, которые не являются слабо

ко-тотальными функциями.
(iv) (∀ψ ∈ CTF )(∀ϕ)[ϕ ≤e ψ → ϕσ ≤e ψ�].

Доказательство.
(i) Если ψ∈CTF , то ψ≤e ψσ. Поэтому имеем ψ≤eKψ ≤e χKψ = ψ�.

Итак, ψ ≤e ψ�.
Обратно, если ψ ≤e ψ�, то χKψ ≡e Kψ ≡e ψ ≤e χKψ . Имеем в резуль-

тате, что функция ζ = χKψ ≡e ψ и ζ ≤e ζσ, т. е. ζ является ко-тотальной
функцией.

(ii) Пусть ψ ∈ CTF , тогда ψ ≤e ψσ, поэтому ψ⊕ψσ ≤e ψσ. С другой
стороны, очевидно, что ψ ⊕ ψσ ≥e ψσ, поэтому ψ ⊕ ψσ ≡e ψσ. Введем
функцию g такую, что g(x) = ψ(x) + 1, если x ∈ domψ, и g(x) = 0, если
x ∈ domψ. Очевидно, что g — тотальная функция. Кроме того, можно
построить алгоритм для вычисления значений функции g(x), используя
перечисление графика функции ψ ⊕ ψσ. Это означает, что g ≤e ψ ⊕ ψσ.
Непосредственно из определения функции g(x) следует, что g ≥e ψ ⊕ ψσ.
Следовательно, ψ ∈WCTF .

(iii) Ниже (см. определение 8) дано понятие квазиминимальной ча-
стичной степени. Впервые это понятие появилось в диссертации Гаттери-
джа [5]. С помощью конструкции Гаттериджа можно построить квазими-
нимальную функцию ψ такую, что ψσ также является квазиминималь-
ной функцией. Если предположить, что ψ является слабо ко-тотальной,
то ψσ ≡e g для некоторой тотальной функции g, т. е. degeψσ является то-
тальной e-степенью. Из определения квазиминимальной e-степени следу-
ет, что она должна быть нетотальной. Итак, функция ψ не является сла-
бо ко-тотальной.

Отсюда следует, в частности, что существуют и не ко-тотальные
функции. Впрочем, можно привести тривиальные примеры не ко-тоталь-
ных, но слабо ко-тотальных функций. Пусть f — любая тотальная невы-
числимая функция, тогда fσ = ∅ и в случае f ≤e fσ получаем, что f —
вычислимая функция. В то же время fσ = ∅ ≡e g, где g — некоторая то-
тальная вычислимая функция. Итак, имеем пример не ко-тотальной, сла-
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бо тотальной функции. Аналогично доказывается, что невычислимая ча-
стичная функция ψ такая, что domψ — в. п. множество, является не ко-
тотальной, слабо ко-тотальной функцией.

(iv) Следует непосредственно из определения 3.

Определение 8. Частичная степень (се-степень) degeψ 6= 0 назы-
вается квазиминимальной, если

∀f [f ≤e ψ → f — вычислимая функция].

Теорема 2. Любая тотальная частичная степень a ≥ 0′ содер-
жит ко-тотальную функцию ψ такую, что degeψ — квазиминимальная
частичная степень.

Доказательство. В статье [3] доказана теорема, сформулированная
в терминах множеств: любая тотальная е-степень a ≥ 0′ содержит тоталь-
ную функцию f такую, что graph f принадлежит квазиминимальной е-сте-
пени. Теорема 2 не является прямым следствием процитированной теоре-
мы, но ее доказательство можно трансформировать в доказательство тео-
ремы 2.

Замечание. Определения слабо тотальной функции, ко-тотальной
и слабо кототальной функции можно дать в более общем виде. В данной
статье этот подход не исследуется, однако, эти определения приведем ниже
с сохранением соответствующих терминов.

Пусть ψ — данная частичная функция, обозначим через ψσf (x) ча-
стичную функцию, которая не определена для x ∈ domψ и удовлетворя-
ет равенству ψσf (x) = f(x) для x ∈ domψ, где f — некоторая тотальная
функция такая, что ψ ⊆ f и f ≤e ψ.

Определение 5′. Функция ψ называется слабо тотальной, если
ψσf ≤e ψ для некоторой тотальной функции f такой, что ψ ⊆ f и f ≤e ψ.

Определение 6′. Функцияψ называется ко-тотальной, еслиψ≤eψσf
для некоторой тотальной функции f такой, что ψ ⊆ f и f ≤e ψ.

Определение 7′. Функция ψ называется слабо ко-тотальной, если
(∃g ∈ TF )[ψσf ≡e g] для некоторой тотальной функции f такой, что ψ ⊆ f
и f ≤e ψ.
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С.И.Хашин

СРАВНЕНИЕ АКТИВАТОРНЫХ ФУНКЦИЙ
НЕЙРОСЕТИ

Сравнивается эффективность различных функций активации нейронной
сети. Рассматривается 3-слойная нейросеть с двум входами для задачи регрессии:
по 10 нейронов в первом и втором слоях. В 3-м, выходном, слое всегда 1 нейрон.
Для всех нейронов в каждом внутреннем слое выбирается одна и та же функция
активации. Мы рассматриваем по 9 различных активаторных функций в каж-
дом слое, всего 81 вариант. Для примера рассматриваются три различные обу-
чающие матрицы (4096 обучающих векторов в одной, 255 025 в другой и 70 000
в третьей). Сравниваются результаты обучения для разных пар активаторных
функций в каждом слое.

Ключевые слова: нейрон, нейросеть, передаточная функция, активатор-
ная функция.

S. I.Khashin

A COMPARISON OF THE ACTIVATION FUNCTIONS
OF THE NEURAL NETWORK

We consider a 3-layer neural network with two inputs for the regression prob-
lem: 10 neurons in the first and the second layers. The 3rd, output, layer always con-
tains 1 neuron. For all neurons in each inner layer, the same activation function is se-
lected. We consider 9 different activator functions in each layer, 81 options in total.
As an example, three different training matrices are considered (4096 training vectors
in the first, 255 025 in the second, and 70 000 in the third). The paper compares the
effectiveness of various selections of activator functions.

Key words: neuron, neural network, activation function

1. Введение

Нейронные сети в последнее время активно примеряются во многих
разделах компьютерной графики [1–4]. К сожалению, большинство резуль-
татов в этой области носят экспериментальный характер, выбор той или
иной архитектуры нейросети, выбор активаторных функций основывает-
ся на интуиции разбработчика. Обучение нейронной сети требует боль-
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