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О ФИНИТНОЙ АППРОКСИМИРУЕМОСТИ 
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С ОДНОЙ ОБЪЕДИНЕННОЙ ПОДГРУППОЙ 
Л. Н. Азаров 

Введение 
Пусть (G\)\<z_A — некоторое семейство групп, и пусть Н\ д л я ка

ждого А Е Л — подгруппа группы G\. Предположим также, что д л я 
каждой пары (A,/i) G Л2 существует изоморфизм рх» : Н\ -» Я^, причем 
д л я любых A,/i,i/ G Л выполняются следующие условия: рх\ = id#A> 
^Л/! - V?/iA, P A p W = 4>\v П у с т ь 

G = (Gx (A G Л); h<pXl> = ft (ft G Я А , A,// G A)> 
— группа, порождаемая элементами всех групп Gx (A G Л) и опреде
ляемая определяющими соотношениями этих групп, а также всевоз
можными соотношениями вида h<pxn = ft, где ft G # А и А,^ G Л. Хоро
шо известно, что каждая группа Gx естественным образом вложима 
в группу G, и если отождествить Gx с соответствующей подгруппой 
группы G, то д л я любых A,/i G Л 

Обозначим через Я подгруппу группы G, совпадающую с каждой из 
э т и х подгрупп Яд. Будем говорить, что группа G является свобод
ным произведением групп Gx (A G Л) с одной объединенной подгруппой Я (и 
считать , когда это удобно, группы Gx подгруппами группы G). 

В работе Г. Баумслага [1] доказано, что свободное произведение 
двух групп с объединенной подгруппой является финитно аппрокси
мируемой группой, если сомножители конечны (теорема 2) и л и сомно
ж и т е л и финитно аппроксимируемы, а объединяемая подгруппа конеч
на (теорема 3). Доказанные в § 1 условия финитной аппроксимируемо
сти группы G (теоремы 1.1, 1.2) являются обобщением эт их утвержде
ний. 

В §2 исследуется вопрос аппроксимируемости группы G конечны
ми р-группами. Некоторые аппроксимационные свойства группы G 
сформулированы на языке главных рядов. Определение главного ря
д а группы Т в случае, когда Т — конечная р-группа, принимает следу
ю щ и й вид: последовательность 1 = То ^ Т\ ^ • • ^ Тп = Т нормальных 
подгрупп конечной р-группы Т называется главным рядом, если все ее 
факторы Ti/Ti-i (i = 1, . . . ,п) имеют порядок р. Пусть Gx лля каждого 
A G Л — конечная р-группа, и пусть 

1 = GA,O ^ GA,I ^ • • • ^ Gx,jx = Gx 
— некоторый главный ряд группы Gx] будем обозначать его символом 
9\х- Семейство рядов (£НД)А6Л будем называть совместимым, если д л я 
любых A,// G Л изоморфизм (рхц отображает множество пересечений 

{GA.O П Я А , G A ) I П Я Л , . . . , GA)JA П ЯЛ} 
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на множество пересечений 
{G>,o ^ Hpi &ц,1 П Я ^ , . . . , Gpjp П Я^}. 

Критерий аппроксимируемости конечными р-группами свободно
го произведения двух конечных р-групп с объединенной подгруппой, 
полученный Г. Хигменом [2], в этих терминах может быть сформули
рован следующим образом. 

Пусть Gi и G2 — конечные р-группы, Hi ^ Gi, Я2 ^ Gi и <р : Hi -+ 
Я 2 — изоморфизм. Группа G = (Gi * Сг;Ях = Н2,ф) аппроксимируется 
конечными р-группами тогда и только тогда, когда существуют такие 
главные ряды £Hi и 912 групп Gi и G2 соответственно, что семейство 
(JHi, ЭТг) совместимо. 

Доказанные в §2 теоремы 2.1 и 2.2 я в л я ю т с я обобщениями этого 
утверждения . 

Доказанные обобщения теорем Баумслага и Хигмена применяют
ся д л я получения условий финитной аппроксимируемости и аппрокси
мируемости конечными р-группами свободного произведения конечно 
порожденных абелевых групп с одной объединенной подгруппой. 

§ 1. Финитная аппроксимируемость 
свободных произведений групп 

с одной объединенной подгруппой 
Пусть, как и выше, G — свободное произведение групп G\ (А £ 

Л) с одной объединенной подгруппой Я . Следующие две теоремы 
я в л я ю т с я обобщением отмеченных ранее результатов Баумслага . 

Теорема 1.1. Пусть для каждого А £ Л группа G\ является ко
нечной, причем порядки групп G\ ограничены в совокупности. Тогда 
группа G финитно аппроксимируема относительно сопряженности. 

Теорема 1.2. Пусть для каждого А £ Л группа G\ является финит
но аппроксимируемой и объединяемая подгруппа конечна. Группа G 
финитно аппроксимируема тогда и только тогда, когда для каждого 
Л £ Л существует нормальная подгруппа U\ конечного индекса группы 
G\ такая, что U\D H\ = 1 и индексы [Gx : U\] ограничены в совокупно
сти. 

По-видимому, финитная аппроксимируемость группы G из теоре
мы 1.1 хорошо известна [3]. 

Отметим ряд следствий из теоремы 1.2. 
Следствие 1.2.1. Пусть Gx лля каждого Л £ Л — конечная простая 

группа и Я ф 1. Группа G финитно аппроксимируема тогда и только 
тогда, когда порядки групп G\ ограничены в совокупности. 

Следствие 1.2.2. Пусть G\ для каждого А £ Л — конечная цикли
ческая группа и Я ф 1. Группа G финитно аппроксимируема тогда и 
только тогда, когда для каждого простого делителя р порядка группы 
Я порядки силовских р-подгрупп групп G\ ограничены в совокупно
сти. 

Следствие 1.2.3. Если для каждого А £ Л группа Gx финитно ап
проксимируема и является расщепляющимся расширением конечной 
группы Яд, то группа G финитно аппроксимируема. 

Следствие 1.2.4. Пусть Gx лля каждого А £ Л — конечная поро
жденная финитно аппроксимируемая группа, Яд — нормальная под
группа конечного индекса группы Gx Если индексы [Gx ' Яд] ограни
чены в совокупности, то группа G финитно аппроксимируема. 
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Следуя Г. Баумслагу [1], семейство S = (A,),Gj нормальных под
групп некоторой группы А назовем фильтрацией, если 

n*=i. 
Теорема 1.3. Пусть G\ лля каждого А £ А — конечно порожденная 

абелева группа и К{ для каждого i £ N — подгруппа объединенной 
подгруппы Я , порожденная множеством 

\J(G\nH). 
Л6Л 

Группа, G финитно аппроксимируема тогда и только тогда, когда, се-
мейство (Ki)i£N является фильтрацией. В частности, если Я — ко
нечная группа, то группа G финитно аппроксимируема тогда, и толь
ко тогда, когда существует целое полоткительное число п такое, что 
G" П Н\ = 1 для любого А £ Л. 

Следствие 1.3.1. Пусть G\ для каждого А £ Л — свободная абе
лева группа конечного ранга, F\ — изолятор подгруппы Н\ в группе 
G\- Если существуют простое число р и целое положительное число 
s такие, что [Fx : ЯА] для любого Л £ Л не делится на, р8, то группа, G 
финитно аппроксимируема. 

Если Я — бесконечная циклическая группа, то группа G финитно 
аппроксимируема тогда и только тогда, когда существуют простое 
число р и целое положительное число s такие, что [FA : Яд] д л я любого 
Л £ Л не делится на ps. 

Перейдем теперь к доказательству теоремы 1.1. Пусть Gx для ка
ждого Л £ Л — конечная группа и порядки групп Gx ограничены в 
совокупности. Тогда семейство (GA)A^A разбивается на конечное чи
сло классов изоморфности (Gx)xeAx, • • •, {G\)\€A,- Пусть Dj — изоморф
ная копия групп семейства (GA)A€AJ 0 = l , . . . , s ) . Д л я каждого А £ Aj 
зафиксируем изоморфизм тх : Gx —* Dj. 

Пусть Go — фиксированная группа семейства (GA)A€A- ЛЛЯ эле
ментов подгруппы Яо группы Go введем обозначения Аоь • • •» ^ot- Обо
значим элемент Аог̂ ол через hxi (А £ Л,г = 1,...,/). Тогда Ихнрхц = h»i 
для л ю б ы х А,/х £ Л. Элементы А, р из Л назовем эквивалентными, 
если существует число j £ { l , . . . , s } такое, что А, р £ Aj и для лю
бого i = \,...,t имеет место равенство hxiTx = h^r^. Введенное от
ношение эквивалентности разбивает множество Л на конечное число 
классов эквивалентности A i , . . . , Am . Пусть fi = {(6k,6i)\k,' = 1» • • • >га}, 
6i,. - .,6т — фиксированная система представителей классов A i , . . . , A m 
соответственно. 

Пусть А С А 2 . Будем обозначать через Ф(А) множество всех соот
ношений в и д а hxi = h^i, где (A,/i) £ A, i = 1,. . .,t. 

Тогда 
G = (GA(A £ Л); Ф(П) U Ф(А2) U • • • U Ф(А^)) , 

т. е. 
G = ( P b . . . , P m ; Ф(П)>, 

где 
Pk = (Gx(\eAk); Ф(Д2)>, * = 1 , . . . , т . 

В работе [4] показано, что свободное произведение двух групп с ко
нечной объединенной подгруппой будет финитно аппроксимируемым 
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относительно сопряженности, если этим свойством обладают сомно
ж и т е л и . Поэтому для завершения доказательства теоремы достаточ
но проверить, что группы P i , . . . , P m финитно аппроксимируемы отно
сительно сопряженности. 

Поскольку множество Д* содержится в подходящем множестве Л ; , 
то для любых Л, р Е Ak заданы изоморфизмы т\ : G\ —•*• Dj и Гц : 
Gp —• Dj, причем h\iT\ = h^r^, г = l,...,tf. Рассмотрим изоморфизм 
т\ц = гдг"1 . Очевидно, что /u,rA/i = {hxiTx)T~l = А^-, где г = 1 , . . . , / , А, 
Р еАк. 

Пусть а, 6 — несопряженные элементы из Р&. Тогда существует 
конечное подмножество Г* множества Д& такое, что элементы а и Ъ 
п р и н а д л е ж а т подгруппе 

Pk = (Gx (А Е Г О ; hxi = h»i (А,//ЕГ*, t = 1,...,<)), 
порожденной в группе Р^ подгруппами Сд (А Е Г*). 

Зафиксируем элемент у € Г к- Если А Е Д* \ Г*;, ТО обозначим изо
морфизм гд7 через />д. Если А Е Г&, то обозначим через рх тожде
ственное отображение группы Gx- Можно считать , что для каждо
го А Е Д* отображение />д является вложением группы Од в группу 
Р*. Если А Е Г*, то hxipx = йд, = /г7, = /i7 lp7 . Если А Е Д* \ Г*, ТО 
hxipx = hxiTxy = /i7l = /i7,p7. В любом случае hxipx = ^7а7?7' ^ € А*» 
г = 1 , . . . , / . Поэтому д л я любых A,/i E Д& выполняется равенство 
hxiPx = hpipn. Следовательно, вложения рх можно продолжить до го
моморфизма р : Pk —• Р ь Так как ограничение гомоморфизма р на Р& 
я в л я е т с я тождественным отображением, то элементы ар и Ьр не сопря
жены в Р*. Согласно [4] группа Р* финитно аппроксимируема относи
тельно сопряженности. Поэтому существует гомоморфизм с группы 
Pk на конечную группу такой, что ара и Ьрс не сопряжены. 

Таким образом, группы Pk финитно аппроксимируемы относитель
но сопряженности, и теорема 1.1 доказана. 

Напомним еще одно понятие, восходящее к Г. Баумслагу [1]. Пусть 
Ux лля каждого А Е Л — нормальная подгруппа группы Gx- Семей
ство U = (Ux)xeA называется совместимым , если для л ю б ы х А, р Е Л 
имеет место равенство (Ux П Яд)^дА4 = ии П Ям . Пусть £/ = (£/Д)АЕЛ — 
совместимое семейство. Символом Gu будем обозначать свободное 
произведение с одной объединенной подгруппой групп Gx/Ux (A E Л), 
склеивающие изоморфизмы которого индуцируются изоморфизмами 
V̂ A/i- Очевидно, что естественные гомоморфизмы Gx —* Gx/Ux можно 
однозначно продолжить до гомоморфизма G —• Gx/. Этот гомомор
физм будем обозначать через ри-

Перейдем к доказательству теоремы 1.2. Пусть д л я каждого А Е Л 
группа Gx финитно аппроксимируема и объединяемая подгруппа Я 
конечна. 

Если группа G финитно аппроксимируема, то существует нормаль
ная подгруппа N конечного индекса группы G такая, что N П Н = 1. 
Тогда д л я каждого А Е Л подгруппа Ux = Gx П N является нормаль
ной подгруппой конечного индекса группы Gx, U\D Н\ = 1 и индексы 
[Gx - Ux] ограничены. 

Пусть теперь Ux лля каждого А Е Л — нормальная подгруппа ко
нечного индекса группы Сд, t/дПЯд = 1 и индексы [Gx - Ux] ограничены. 
Тогда семейство U = (Ux)xeA совместимо и по теореме 1.1 группа Gu 
финитно аппроксимируема. Поэтому существует гомоморфизм а груп
пы Gu на конечную группу, инъективный на подгруппе Яри- Так как 
гомоморфизм ри инъективен на Я , то и гомоморфизм рис инъективен 
на Я , т. е. его ядро М пересекается тривиально с любой подгруп
пой группы G, сопряженной с Я . Из условия и теоремы Нейман (см., 
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например, [5 с. 122]) следует, что группа М является свободным про
изведением финитно аппроксимируемых групп. Поскольку группа G 
я в л я е т с я конечным расширением группы М, то группа G финитно ап
проксимируема. Теорема доказана. 

Из доказанных теорем непосредственно вытекают следствия 1.2.1 
и 1.2.2. Докажем следствие 1.2.3. Пусть д л я каждого А Е Л группа G\ 
финитно аппроксимируема и является расщепляющимся расширени
ем конечной группы Н\ с помощью подгруппы К\ группы G\. Обозна
ч и м через п порядок объединяемой подгруппы. Тогда [G\ : К\] = п 
д л я любого А £ Л. Пусть U\ — пересечение всех подгрупп группы G\, 
сопряженных с К\. Тогда U\ — нормальная подгруппа конечного ин
декса группы G\, тривиально пересекающая Яд, и индексы [G\ : U\] 
ограничены числом пп . По теореме 1.2 группа G финитно аппроксими
руема. 

Докажем следствие 1.2.4. Пусть G\ д л я каждого Л 6 Л — конечно 
порожденная финитно аппроксимируемая группа, Яд — нормальная 
подгруппа конечного индекса группы G\ и индексы [G\ : Яд] огра
ниченны. Пусть д — неединичный элемент группы G. Группа G/H 
является свободным произведением конечных групп и потому финит
но аппроксимируема. Отсюда следует, что если д £ Я , то существует 
гомоморфизм группы G на конечную группу, переводящий д в элемент, 
о т л и ч н ы й от 1. Пусть теперь д £ Я . Поскольку группа Я финитно 
аппроксимируема, то существует нормальная подгруппа U конечного 
индекса s группы Я , не содержащая д. Так как Я имеет конечный 
индекс в конечно порожденной группе G\, группа Я конечно порожде
на. Поэтому существует конечное число подгрупп индекса s группы 
Я (см., например, [6, с. 252]). Пусть V — пересечение всех подгрупп 
группы Я индекса s. Тогда V — характеристическая подгруппа груп
пы Я конечного индекса. Поскольку Н < G, имеем V < G. Группа 
G/V является свободным произведением групп G\/V с одной объеди
ненной подгруппой. Поскольку [G\ : V] = [G\ : Н][Н : К], [Я : V) < оо 
и индексы [G\ : Я] ограничены в совокупности, порядки групп G\/V 
ограничены. По теореме 1.1 группа G/V финитно аппроксимируема. 
Так как д $. V, существует гомоморфизм группы G на конечную груп
пу, переводящий элемент д в элемент, отличный от 1. Следствие 1.2.4 
доказано. 

Д л я доказательства теоремы 1.3 нам потребуется следующее ут
верждение. 

Предложение 1.1. Пусть G\ для каждого Л Е Л — конечная абелева 
группа. Если экспоненты групп G\ ограничены в совокупности, то 
группа G финитно аппроксимируема. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть экспоненты групп G\ ограничены числом 
т . Разложим группу G\ в прямое произведение циклических под
групп: G\ = А\ х • • • х Аг. Пусть 7гг — проекция группы G\ на подгруппу 
А{ (г = 1,. . . ,г). Д л я каждого элемента h £ Н\ \ 1 существует число 
ih € {1, • • •, г) такое, что /i7rt/i ф 1. Пусть 

U\ = р | кег щк. 
Л€ЯЛ\1 

Тогда Яд П U\ = 1 и [G\ : U\] < 7п'я1. По теореме 1.2 группа G финитно 
аппроксимируема. 

Докажем теорему 1.3. Пусть G\ для каждого А £ Л — конечно поро
жденная абелева группа. Для каждого натурального числа г рассмо
трим подгруппу К{ объединенной подгруппы Я, порожденную множе-



8 Д. Я. Азаров 

ством 

Л€Л 

Если группа G финитно аппроксимируема, то семейство {K%)I^N 
я в л я е т с я фильтрацией, поскольку любая нормальная подгруппа ин
декса i группы G содержит А',-. 

Докажем обратное утверждение. Пусть (Ki)i^N — фильтрация . Из 
очевидной финитной аппроксимируемости группы G/H следует, что 
для любого элемента д £ G \ Я существует гомоморфизм группы G 
на конечную группу, переводящий элемент д в элемент, о т л и ч н ы й 
от 1. Рассмотрим теперь случай, когда д £ Я \ 1. Поскольку семейство 
(Ki)i€N является фильтрацией, то существует натуральное число п та
кое, что д £ Кп. Л л я каждого А £ Л рассмотрим подгруппу U\ = G"Kn 
группы G\. Легко проверить, что U\ П Я = Кп. О т с ю д а следует, что 
семейство U — (^л)лел совместимо и д £ U\ лля любого А £ Л. Поэтому 
гомоморфизм ри : G —• Gc/ переводит элемент # в элемент, о т л и ч н ы й 
от 1. Лля завершения доказательства достаточно заметить , что груп
па Gu финитно аппроксимируема в силу предложения 1.1. 

В заключение приведем доказательство следствия 1.3.1. Пусть G\ 
д л я каждого А £ Л — свободная абелева группа конечного ранга и ^ д — 
изолятор подгруппы Яд в группе G\. Предположим, что существуют 
простое число р и натуральное s такие, что р3 для любого А £ А не 
д е л и т [F\ : Яд]. Л л я любого натурального t и любого А £ Л 

Gp
x'+t Г) Н С Нр'. 

Поэтому 
#р.+« С Hpt 

и, следовательно, семейство (A',),e7V является фильтрацией. По теоре
ме 1.3 группа G финитно аппроксимируема. 

Утверждение, обратное к доказанному, вообще говоря не верно. 
Тем не менее, если Я — циклическая подгруппа, то из финитной ап
проксимируемости группы G следует, что существует простое число р 
и целое s такие, что р* для любого А £ Л не д е л и т [F\ : Яд]. В самом 
делеу предположим противное. Пусть Я = (/г). Тогда для любого про
стого ч и с л а р и для любого натурального s существует А £ Л такое, 
что h £ Gp

x . Пусть N — нормальная подгруппа конечного индекса п 
группы G и 

п = р['...р'к\ 
где pi — простые числа. Обозначим 

5 1 "*i— 1 ^ t-M Sк 

»»i=Pl l . . . f t .1f t+
+

1
1 . . .p f c

f c , 
где i = 1 , . . . , к. По предположению для каждого i = 1 , . . . , к существует 
А £ Л такое, что 

и, следовательно, hnt £ N. Поскольку числа п\, П2,..., rik взаимно про
сты в совокупности, то h £ N, что противоречит финитной аппрокси
мируемости группы G. 

§ 2. Аппроксимируемость конечными р-группами 
свободных произведений групп 

с одной объединенной подгруппой 
Пусть, как и выше, G — свободное произведение групп G\ (A £ Л) 

с одной объединенной подгруппой Я . Следующая теорема я в л я е т с я 
обобщением отмеченного выше результата Хигмена. 
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Теорема 2.1. Пусть для каждого А Е Л группа GA является конеч
ной р-группой, причем порядки групп Gx ограничены в совокупности. 
Группа G аппроксимируется конечными р-группами тогда и только 
тогда, когда для каждого A G Л существует главный ряд 9Чл группы 
Gx такой, что семейство (1Нл)лел совместимо. 

Следствие 2.1.1. Пусть для каждого Л € Л группа Gx является 
конечной р-группой и порядки групп Gx ограничены в совокупности. 
Если для каждого А Е Л подгруппа Нх лежит в центре группы Gx или 
для каждого А Е Л подгруппа Нх является циклической, то группа G 
аппроксимируется конечными р-группами. 

Следствие 2.1.2. Пусть для каждого А Е Л группа Gx аппроксими
руется конечными р-группами и подгруппа Нх лежит в центре группы 
Gx- Если все фактор-группы Gx/Hx являются конечными р-группами 
и их порядки ограничены в совокупности, то группа G аппроксимиру
ется конечными р-группами. 

Д л я формулировки дальнейших применений теоремы 2.1 нам по
требуется понятие р-совместимого семейства подгрупп, предложенное 
Д. И. Молдаванским. Роль этого понятия для изучения аппрокси
мируемости конечными р-группами свободных произведений групп с 
объединенной подгруппой аналогична роли, которую играет понятие 
совместимого семейства подгрупп для изучения обычной финитной 
аппроксимируемости. 

Пусть Ux д л я каждого А Е Л — нормальная подгруппа группы Gx 
и семейство U = (Ux)xeA совместимо. Семейство U будем называть р-
совмсстимым, если для любого А Е Л существует последовательность 

Ux = 1/А.О ^ ихл ^ • • • ^ UX}jx = Gx 
нормальных подгрупп группы GA, удовлетворяющая следующим тре
бованиям: 

1) \Uxti+i/Uxti\ = р (А Е Л, i = 0,1, • - •, JA - 1); 
2) д л я любых А, р Е Л изоморфизм <рхц отображает множество пе

ресечений 
{Ux,0nHx,UXilnHb,...,UxjxnHx} 

на множество пересечений 

{^,о П Hfi, U^x П # „ , . . . , и^н П Я„}. 

Следующее утверждение является аналогом теоремы 1.2. 
Теорема 2.2. Пусть для каждого А Е Л группа Gx аппроксимирует

ся конечными р-группами и объединяемая подгруппа конечна. Группа 
G аппроксимируется конечными р-группами тогда и только тогда, ко
гда для каждого А Е Л существует нормальная подгруппа Ux группы 
Gx такая, что £ / \ П # А = 1, индексы [Gx ' Ux] ограничены в совокупности 
и семейство (Ux)xeA р-совместимо. 

Как и д л я обычной финитной аппроксимируемости, в случае сво
бодного произведения конечно порожденных абелевых групп можно 
получить более конкретные условия аппроксимируемости конечными 
р-группами. 

Теорема 2.3. Пусть Gx для каждого А Е Л — конечно порожденная 
абелева группа, аппроксимируемая конечными р-группами. Предпо
ложим, что объединяемая подгруппа Н конечна. Тогда следующие 
утверждения равносильны: 

1) группа G финитно аппроксимируема; 
2) группа G аппроксимируется конечными р-группами; 
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3) существует целое положительное число п такое, что G" П Н\ = 1 
для любого А £ Л; 

4) существует целое положительное число к такое, что Gp
x П Н\ = 1 

для любого Л G Л. 

Теорема 2.4. Пусть множество Л содержит более одного элемен
та. Предположим, что G\ для каждого А £ Л — конечно порожденная 
абелева группа, аппроксимируемая конечными р-группами, и Н\ ф G\. 
Пусть, далее, Kpi для каждого i € N — подгруппа объединяемой под-
группы Н, порожденная множеством 

У(с^'пя). 

Группа G аппроксимируется конечными р-группами тогда и только 
тогда, когда семейство (Kpi)i£N является фильтрацией и для каждого 
A G Л подгруппа Н\ р1 -изолирована в G\. 

Д л я доказательства теорем нам потребуется ряд вспомогательных 
утверждений. 

Предложение 2.1. Пусть для каждого А Е Л группа G\ аппроксими
руется конечными р-группами и объединяемая подгруппа Н конечна. 
Группа G аппроксимируется конечными р-группами тогда и только то
гда, когда существует гомоморфизм группы G на конечную р-группу, 
инъективный на подгруппе Н. 

Это предложение легко доказать с использованием теоремы Ней
ман о строении подгрупп свободного произведения с объединенной 
подгруппой [5]. 

Предложение 2.2. Пусть G\, G2 — конечные р-группы, Н\ ^ G\, 
П2 ^ G2, <р ' Н\ —+ #2 — изоморфизм, G — свободное произведение 
групп G\ и (?2 с подгруппами Н\ и Яг, объединенными относительно 
изоморфизма <р. Пусть УК\ и 9̂ 2 — главные ряды групп G\ и G2 такие, 
что семейство (JHi, ^Нг) совместимо. Тогда существует последователь
ность ZQ ^ Z\ ^ • • • ^ Zr — G нормальных подгрупп группы G таких, 
что \Z{+i/Zi\ = р (i = 0 , 1 , . . . , г — 1) и ряд 91А получается из ряда 

GA П Z0 ^ GA П Zi < • • • ̂  GA П Z r 

удалением повторяющихся членов (А = 1,2). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим последовательности 

1 = Ul0 < • • • ^ Uu = Gu I = U2o ^ • • • ^ U2t = G2 

нормальных подгрупп групп G\, G2 такие, что ряды £Hi, 9I2 получают
ся из э т и х последовательностей удалением повторяющихся членов и 
для любого i = l,...,t имеет место равенство (Uu П Н\)<р — LJ2i ПЯ2. 
Тогда д л я % = 0,...,t семейство [/,• = {Uu,U2i) р-совместимо и, следо
вательно, сомножители группы Gut обладают семейством совмести
мых рядов. Ввиду результата Хигмена группа Gu, аппроксимирует
ся конечными р-группами. Тогда существует нормальная подгруппа 
конечного р-индекса группы Gut, тривиально пересекающая сомножи
тели Gi/Uu и G2/U2i- Обозначим ее через Xi. Пусть Х{ — полный 
прообраз подгруппы X, относительно гомоморфизма рих : G —• Gut- То
г д а Xi П Gi = Uu, Xi r\G2 = U2i. Обозначим Yt = Xt, Yt-i = Xt-i П 
Xt,..., YQ = X0 Г1 Xi D • • • П Xt. Тогда Y0 ^ Yx ^ • • • ^ Yu Yi П Gx = Uu, 
Yi flG2 = U2i (i = 0, . . .,t). Очевидно, что все факторы последовательно
сти Уо ̂  Y\ ^ • ^Yt = G я в л я ю т с я конечными р-группами. Уплотняя 
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э т и факторы, получим искомую последовательность ZQ ^ • • • ̂  Zr = G 
нормальных подгрупп группы G. Предложение доказано. 

Перейдем к доказательству теоремы 2.1. Пусть G\ д л я каждого 
Л G Л — конечная р-группа и порядки групп G\ ограничены в совокуп
ности. 

Пусть группа G аппроксимируется конечными р-группами. То
г д а существует нормальная подгруппа N конечного р-индекса груп
пы G, тривиально пересекающая подгруппу Я . Последовательность 
подгрупп группы G, составленная из полных прообразов членов неко
торого главного ряда группы G/N (относительно естественного гомо
морфизма G —• G/N) высекает в каждой группе G\ последовательность 
подгрупп %\. Удаляя из последовательности %\ повторяющиеся чле
ны, получаем последовательность 

GxnN=Tx,o^TX}l ^ • • • ^ G A . 

Пусть 
1 = SA.O ^ S\,i ^ • • • ^ G\ 

— главный р я д группы G\, проходящий через ТА,о и Т\,о = «5л,ГА • Обо
значим через 91л РЯД 

1 = S\}o ^ 5л,1 ^ • • • ^ S\trx = Тл,о ^ Тлд ^ • • • ^ G\. 
Легко проверить, что семейство (91л)лел р-совместимо. 

Пусть д л я каждого А Е Л существует главный ряд 91А группы GA 
такой, что семейство (91л)лел совместимо. 

Если Л — конечное множество, то финитную аппроксимируемость 
группы G легко доказать методом математической индукции с помо
щ ь ю предложений 2.1 и 2.2. 

Пусть теперь Л — произвольное множество. Повторяя доказа
тельство теоремы 1.1, разобьем множество Л на классы эквивалент
ности A i , . . . , A m и зафиксируем систему представителей э т и х классов 
<$ь • • • ,<$т- Пусть, как и выше, Q, = {(<5fc,<5/) | k,l = 1, . . . , m } . Тогда 

С = ( Р ь . . . , Р т ; Ф ( П ) > , 
где 

Р* = (С Л (АеД*) ;Ф(Д2)) ( * = 1 , . . . , т ) . 
Как отмечалось в доказательстве теоремы 1.1, лля любых Л, /i Е Д* су
ществует изоморфизм т\ц : GA —• G^ такой, что к\{Т\^ = h^i (г = 1, . . . , t) . 
Так как 

h\iT\sk — hski = h^r^k, 
изоморфизмы T\sk (А Е Д*) можно продолжить до гомоморфизма 9k : 
Pk —• Gbk (k = 1, . . . ,m) . Так как r&k6k — тождественное отображение, 9k 
действует тождественно на Gsk. Можно считать , что гомоморфизмы 
$k отображают группы Pk в группу 

и продолжить до гомоморфизма 9 : G —• 5. По условию сомножи
тели группы S обладают семейством совместимых рядов, и в силу 
рассмотренного выше частного случая группа S аппроксимируется ко
нечными р-группами. Тогда существует гомоморфизм а группы S на 
конечную р-группу, инъективный на Н9. Так как 9 инъективен на всех 
Gbh, то 9(7 инъективен на Я и группа G аппроксимируется конечными 
р-группами по предложению 2.1. Теорема доказана. 

Докажем теорему 2.2. Пусть д л я каждого А Е Л группа GA аппрок
симируется конечными р-группами и объединяемая подгруппа конеч
на. 
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Пусть группа G аппроксимируется конечными р-группами. Тогда 
существует нормальная подгруппа TV конечного р-индекса группы G, 
тривиально пересекающая подгруппу Н. Л л я каждого Л Е Л положим 
U\ = G\f)N. Тогда U\ — нормальная подгруппа группы GA, т р и в и а л ь н о 
пересекающая Яд, индексы [G\ : Ux] ограничены и семейство (£/Д)А€Л р-
совместимо. 

Обратно, пусть U\ для каждого Л Е Л — нормальная подгруппа 
группы GA, U\ П Н\ = 1, индексы [GA : U\] ограничены и семейство 
(^А)А€Л р-совместимо. Тогда сомножители группы Gu и м е ю т огра
ниченные порядки и обладают семейством совместимых рядов. По 
теореме 2.1 группа Gu аппроксимируется конечными р-группами и, 
следовательно, существует гомоморфизм <т группы Gu на конечную р-
группу, инъективный на Нри- Тогда гомоморфизм ри<т инъективен на 
Н и группа G аппроксимируется конечными р-группами в силу пред
ложения 2.1. Теорема доказана. 

Аналогично с помощью следствия 2.1.1 легко доказывается следу
ющее утверждение. 

Предложение 2.3. Пусть для каждого Л 6 Л группа G\ аппрокси
мируется конечными р-группами и объединяемая подгруппа Н конеч
на. Пусть, далее, для любого А Е Л подгруппа Н\ содержится в цен
тре группы G\ или объединяемая подгруппа является циклической. 
Группа G аппроксимируется конечными р-группами тогда и только 
тогда, когда для каждого А Е Л существует нормальная подгруппа 
Ux группы Gx такая, что Gx/Ux — конечные р-группы ограниченных 
порядков и Ux П # А = 1. 

Предложение 2.4. Пусть Gx лля каждого А Е Л — конечная абелева 
р-группа. Если экспоненты групп Gx ограничены в совокупности, то 
группа G аппроксимируется конечными р-группами. 

Доказательство этого предложения легко провести по аналогии с 
доказательством предложения 1.1 с помощью предложения 2.3. 

Перейдем теперь к доказательству теоремы 2.3. Пусть GA ДЛЯ ка
ждого А Е Л — конечно порожденная абелева группа, аппроксимиру
емая конечными р-группами, и объединяемая подгруппа Н конечна. 
Импликация 2 =£> 1 очевидна. Импликация 1 => 3 имеет место в силу 
теоремы 1.3. 

Докажем импликацию 3 => 4. Предположим, что существует целое 
положительное число п такое, что G" П # А = 1 для всех А Е Л. Пусть 
n = pkr, где (р,г) — 1. Пусть T(GA) — конечная часть группы GA- Т о г д а 

СП
ХПНХ = (r(Gx))n П # А = (r(Gx)f Г\НХ = G( П ЯА ) 

т. е. выполняется условие 4. 
Остается проверить импликацию 4 => 2. Пусть существует целое 

к 
положительное число к такое, что Gp

x Г)Нх — 1 для всех А Е Л. Лля ка-
к 

ждого А Е Л обозначим через Ux подгруппу Gp
x . Семейство U = (Ux)xe\ 

совместимо, и по предложению 2.4 группа Gu аппроксимируется ко
нечными р-группами. Пусть р — гомоморфизм группы Gu на конечную 
р-группу, инъективный на Нри- Тогда гомоморфизм pup инъективен 
на Я и по предложению 2.1 группа G аппроксимируется конечными 
р-группами. 

В заключение приведем доказательство теоремы 2.4. Пусть мно
жество Л содержит более одного элемента. Предположим, что GA ДЛЯ 
каждого А Е Л — конечно порожденная абелева группа, аппроксимиру
емая конечными р-группами, и Нх Ф Gx- Пусть Кр* (г Е N) — подгруппа 
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группы Я , порожденная множеством 

U(G*'ntf). 
дел 

Пусть группа G аппроксимируется конечными р-группами. Тогда 
семейство (J£p»)t-€jv является фильтрацией, поскольку любая нормаль
ная подгруппа индекса р* группы G содержит Kpi. Покажем, что д л я 
любого А Е Л подгруппа Н\ р'- изолирована в G\. Допустим противное, 
т. е. пусть существуют А Е Л и простое число q ф р такие, что некото
рый элемент х из G\ имеет порядок q по модулю Яд. Пусть у € G^\H^, 
fi ф А. Если a — произвольный гомоморфизм группы G на конечную 
р-группу V, то ха 6 Н\(т и, значит, ха принадлежит центру группы 
V. Поэтому (х~1у~1ху)а = 1, что противоречит аппроксимируемости 
группы G конечными р-группами. 

Достаточность легко доказать с помощью предложения 2.4 по ана
логии с доказательством теоремы 1.3. 
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