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О б  ап п р оксим ир уем ости п олициклических  гр уп п   
конечным и  p-гр уп п ам и  

 
Д оказан о, что е с ли полицикличе с кая группа аппрокс им ируе м а 

кон е чн ы м и p-группам и хотя бы  для двух различн ы х зн аче н ий чис ла p, то 
е ё ком м утан т н ильпоте н те н . Этот ре зультат дополн яе т изве с тн ую те оре -
м у К . Секс е н бае ва, утве рж дающую, что е с ли полицикличе с кая группа 
аппрокс им ируе м а кон е чн ы м и p-группам и для каж дого прос того чис ла p, 
то он а н ильпоте н тн а. 

 
1. В в едение 

Пус ть p – прос тое  чис ло. Напом н им , что группа G н азы ва-
е тс я аппрокс им ируе м ой кон е чн ы м и p-группам и, е с ли для каж до-
го н е е дин ичн ого эле м е н та a группы   G с уще с твуе т гом ом орфизм  
φ группы  G н а кон е чн ую p-группу такой, что образ эле м е н та  a 
отн ос ите льн о φ отличе н  от 1. 

Напом н им  такж е , что группа G н азы вае тс я полицикличе -
с кой, е с ли он а обладае т с убн орм альн ы м  рядом  с  цикличе с ким и 
факторам и. Зде с ь будут получе н ы  н е которы е  ре зультаты  об ап-
прокс им ируе м ос ти кон е чн ы м и p-группам и полицикличе с ких 
групп. Ис с ле дован ия в дан н ом  н аправле н ии н ачалис ь в 60-е  годы  
прошлого века с  вопрос а А. Л. Ш м е лькин а о том , буде т ли поли-
цикличе с кая группа почти н ильпоте н тн ой, е с ли он а аппрокс им и-
руе м а кон е чн ы м и p-группам и. О тве т н а этот вопрос  оказалс я от-
рицате льн ы м ; с оотве тс твующий прим е р бы л пос трое н  в [4]. За-
м е тим , что пос кольку впос ле дс твии бы ло доказан о, что любая 
полицикличе с кая группа почти аппрокс им ируе м а кон е чн ы м и  
p-группам и для произвольн ого прос того чис ла p (с м ., н апр.,  
[2, с . 200]), прим е ром  такого рода м ож е т с луж ить произвольн ая 
полицикличе с кая группа, н е  являющаяс я почти н ильпоте н тн ой. 

Е с ли полицикличе с кая группа н ильпоте н тн а и н е  им е е т 
круче н ия, то он а аппрокс им ируе м а кон е чн ы м и p-группам и для 
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каж дого прос того чис ла p. Этот ре зультат бы л доказан  Грюн бе р-
гом  [5] в 1957 году. В  1965 году К . Секс е н баев [4] доказал обрат-
н ое  утве рж де н ие : е с ли полицикличе с кая группа G аппрокс им и-
руе м а кон е чн ы м и p-группам и для любого прос того чис ла p, то 
он а н ильпоте н тн а. В  н ас тояще й работе  м ы  рас с м атривае м  поли-
цикличе с кие  группы , аппрокс им ируе м ы е  кон е чн ы м и p-группам и 
хотя бы  для двух различн ы х зн аче н ий чис ла p. Такие  группы  уж е  
н е  обязан ы  бы ть н ильпоте н тн ы м и. Д е йс твите льн о, в работе  
Д . Н. Азарова [1] показан о, что е с ли  

{ }npрp ,...,, 21=π  
– произвольн ое  кон е чн ое  м н ож е с тво прос ты х чис е л и 

npppm L21= , то группа 

2111 ,,;,, +−−− ==== mbabccbaccbaabcbaGπ  

являе тс я полицикличе с кой бе з круче н ия и аппрокс им ируе м а ко-
н е чн ы м и  p-группам и для вс е х прос ты х чис е л из π и только для 
н их. При этом  группа πG  н е  являе тс я н ильпоте н тн ой, пос кольку 
в противн ом  с лучае  он а аппрокс им ировалас ь бы  кон е чн ы м и p-
группам и для любого прос того чис ла p. 

 
Таким  образом , упом ян утая вы ше  те оре м а Секс е н баева н е  

м ож е т бы ть рас прос тран е н а н а с лучай, когда полицикличе с кая 
группа G аппрокс им ируе м а кон е чн ы м и p-группам и хотя бы  для 
двух различн ы х зн аче н ий чис ла p. Т е м  н е  м е н е е , зде с ь буде т до-
казан о с ле дующе е  утве рж де н ие . 

Т еор ема 1. Если полициклическая гр уппа  G аппроксими-
р уем а кон ечн ы м и p-гр уппами хотя бы  д ля д вух р азличн ы х зн аче -
н ий простого числа  p, то коммутан т гр уппы  G н ильпоте н те н . 

У тве рж де н ие , обратн ое  к те оре м е  1, н е ве рн о даж е  в с лучае , 
когда полицикличе с кая группа G н е  им е е т круче н ия. В  с ам ом  
де ле , пус ть G – рас ще пляе м ое  рас шире н ие  бе с кон е чн ой цикличе -
с кой группы  А с  пом ощью бе с кон е чн ой цикличе с кой группы  В , 
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н е  являюще е с я абе ле вой группой. Тогда G – полицикличе с кая 
группа бе з круче н ия, е ё ком м утан т с оде рж итс я в А и поэтом у яв-
ляе тс я абе ле вой группой, т.е . н ильпоте н тн ой группой с тупе н и 1, 
н о при этом  группа G аппрокс им ируе м а кон е чн ы м и p-группам и 
только при  p равн ом   2. 

 
Рас с м отрим  те пе рь полицикличе с кие  группы , аппрокс им и-

руе м ы е  кон е чн ы м и p-группам и хотя бы  для одн ого прос того чис -
ла p. Д ля таких групп н ам и доказы вае тс я с ле дующе е  утве рж де -
н ие . 

Т еор ема 2. Если полициклическая гр уппа  G аппроксими-
р уем а  кон ечн ы м и p-гр уппами, то он а  сод ер ж ит н ор м аль н ую  
под гр уппу H кон ечн ого p-ин д е кса , коммутан т которой н ильпо-
те н те н . Более  точн о, в любой полициклической гр уппе  G сущ е -
ствует н ор маль н ая под гр уппа  H кон ечн ого ин д е кса , уд овлетво-
р яю щ ая след ую щ им  д вум  условиям . 

1. Коммутан т под гр уппы  H н ильпотен те н . 
2. Для к аж д ого простого числа p из того, что гр уппа  G 

аппроксимир уем а  кон ечн ы м и p-гр уппами след ует, что  ф актор -
гр уппа  HG   является  кон ечн ой  p-гр уппой. 

Зам е тим , что те оре м а 1 являе тс я н е пос ре дс тве н н ы м  с ле дс т-
вие м  те оре м ы  2. Д е йс твите льн о, е с ли полицикличе с кая группа G 
аппрокс им ируе м а кон е чн ы м и p-группам и для двух различн ы х 
зн аче н ий чис ла p, то в с илу ус ловия 2 фактор-группа HG  явля-
е тс я кон е чн ой p-группой для двух различн ы х зн аче н ий чис ла p. 
Но тогда  HG  –  е дин ичн ая группа, то е с ть HG = , и поэтом у 
ком м утан т группы  G с овпадае т с  ком м утан том  подгруппы  H. О т-
с юда и из ус ловия 1 с ле дуе т, что ком м утан т группы  G н ильпо-
те н те н . М ы  видим , таким  образом , что в доказате льс тве  н уж дае т-
с я только те оре м а 2. 
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2. Д оказательств о теор емы 2 

Пус ть p – прос тое  чис ло. Подгруппу H группы  G буде м  н а-
зы вать отде лим ой в клас с е  кон е чн ы х p-групп, или короче   
p-отде лим ой, е с ли для каж дого эле м е н та x группы  G, н е  прин ад-
ле ж аще го H, с уще с твуе т гом ом орфизм  φ группы  G н а кон е чн ую 
p-группу такой, что ϕϕ Hx ∉ . Х орошо изве с тн о и ле гко прове -
ряе тс я, что н орм альн ая подгруппа H группы  G являе тс я  
p-отде лим ой тогда и только тогда, когда фактор-группа HG  
аппрокс им ируе м а кон е чн ы м и p-группам и. 

Нам  потре буе тс я с ле дующе е  вс пом огате льн ое  утве рж де -
н ие : 

Лем ма. П усть  н ор м аль н ая под гр уппа  H гр уппы  G уд овле -
твор яет тож д еству   

( ) 1,...,, 21 =nxxxf  
и является м аксималь н ой ср е д и всех н ор м аль н ы х под гр упп гр уппы  
G с этим  тож д еством . Если гр уппа  G аппроксимир уем а  кон еч-
н ы м и p-гр уппами, то H является  p-отд елимой под гр уппой гр уп-
пы  G. 

Д оказате льс тво этой ле м м ы  (даж е   боле е  обще го утве рж де -
н ия) с оде рж итс я в работе  Д . Н. Азарова и  Е . А. Пос пе е вой 
[3, те оре м а 1]. 

 
Прис тупим  те пе рь к доказате льс тву те оре м ы  2. 
Пус ть G – произвольн ая полицикличе с кая группа. О бозн а-

чим  че ре з F подгруппу Ф иттин га группы  G, то е с ть н аибольшую 
н орм альн ую н ильпоте н тн ую подгруппу. 

Х орошо изве с тн о (с м ., н апр.,[2, с . 197]), что в произвольн ой 
полицикличе с кой группе  G с уще с твуе т н орм альн ы й ряд  

GВА ≤≤≤1  
такой, что A – н ильпоте н тн ая группа, AB  – абе лева группа, 

BG  – кон е чн ая группа. О тс юда с ле дуе т, что фактор-группа 
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AG  почти абе ле ва, то е с ть с оде рж ит н орм альн ую абе ле ву под-
группу кон е чн ого ин де кс а. 

Так как A – н орм альн ая н ильпоте н тн ая подгруппа группы  
G и F – подгруппа Ф иттин га группы  G, то FA ⊆ . О тс юда и из 
того, что группа AG  почти абе ле ва с ле дуе т, группа 

AF
AGFG ≅  

такж е  являе тс я почти абе ле вой. Ин ы м и с ловам и, в группе  FG  
м ож н о вы брать н орм альн ую абе ле ву подгруппу FH  кон е чн ого 
ин де кс а. При этом  м ож н о с читать, что  FH  –  м акс им альн ая 
с ре ди вс е х н орм альн ы х абе ле вы х подгрупп группы  FG . Так как 

FH  – н орм альная подгруппа кон е чн ого ин де кс а группы   FG , 
то H – н орм альная подгруппа кон е чн ого ин де кс а группы  G. 

Покаж е м , что подгруппа H удовле творяе т ус ловиям  1 и 2 
из форм улировки те оре м ы  2. 

 
1. Так как фактор-группа FH  абе ле ва, то ком м утан т H' 

группы  H с оде рж итс я в F. О тс юда и из того, что подгруппа F 
н ильпоте н тн а с ле дуе т, что и ком м утан т H' такж е  н ильпоте н те н . 

 
2. О бозн ачим  че ре з n с тупе н ь н ильпоте н тн ос ти группы  F. 

Нильпоте н тн ы е  группы  с тупе н и n и только он и удовле творяют 
тож де с тву   

                               ( ) 1,...,, 121 =+nxxx ,                               (*) 
где   ( )121 ,...,, +nxxx  – прос той  ком м утатор  ве с а 1+n .  Поэтом у  
F  – н аибольшая с ре ди вс е х н орм альн ы х подгрупп группы  G с  
тож де с твом  (*). Пре дполож им , что группа G аппрокс им ируе м а 
кон е чн ы м и p-группам и для н е которого прос того чис ла p. О тс юда 
и из того, что F – н аибольшая с ре ди вс е х н орм альн ы х подгрупп 
группы  G с  тож де с твом  (*) в с илу отм е че н н ой вы ше  ле м м ы  с ле -
дуе т, что подгруппа F группы  G являе тс я p-отде лим ой. Поэтом у 
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фактор-группа FG  аппрокс им ируе м а кон е чн ы м и p-группам и, и 
с н ова прим е н яя ле м м у к подгруппе  FH , являюще йс я м акс и-
м альн ой с ре ди вс е х н орм альн ы х абе ле вы х подгрупп группы  

FG , м ы  видим , что подгруппа FH  группы  FG   являе тс я p-
отде лим ой. Поэтом у фактор-группа  

HGFHFG ≅)()(  
аппрокс им ируе м а кон е чн ы м и p-группам и. О тс юда и из того, что 
фактор-группа  HG   кон е чн а, с ле дуе т, что HG   – кон е чн ая p-
группа. Таким  образом , из аппрокс им ируе м ос ти группы  G кон е ч-
н ы м и p-группам и с ле дуе т, что    фактор-группа HG  являе тс я 
кон е чн ой p-группой. 

Т е оре м а 2 доказан а. 
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