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О б аппр оксим ир уем ости обобщённых с в ободных 
пр оизв едений гр упп  кор нев ым и классам и 

      
П ус ть K – к о р нево й к лас с  гр уп п . Д о к азано , что  с во бо дно е п р о из -

ведение двух K-ап п р о к с имир уемых гр уп п  с  о бъединёнными  р ет р ак тами  
являет с я K-ап п р о к с имир уемо й гр уп п о й. Это  утвер ж дение о бо бщает  из -
вес тный р езультат   Д ж . Бо лер а и   Б. Эванс а о  финитно й ап п р о к с имир уе-
мо с ти  п р о изво льно го  с во бо дно го  п р о изведения двух финитно  ап п р о к с и-
мир уемых гр уп п  с  о бъединёнными  р ет р ак тами .  Д о к азано  так ж е, что  ес -
ли  к о р нево й к лас с  K з амк нут  о тно с ительно  фак то р изации , т о  с во бо дно е 
п р о изведение любых двух гр уп п  из  к лас с а K с  центр альными  о бъеди-
нёнными  п о дгр уп п ами  являет с я K-ап п р о к с имир уемо й гр уп п о й.  

 
1. В в едение 

П ус ть K – абс т р ак тный к лас с  гр уп п , с о дер ж ащий хо тя бы 
о дну неединичную гр уп п у. К лас с  K  называет с я к о р невым, ес ли  
вып о лняют с я с ледующие т р и  ус ло вия. 

1. Ес ли  гр уп п а A п р инадлеж ит  к лас с у K и  B – п о дгр уп п а 
гр уп п ы A, т о  гр уп п а B так ж е п р инадлеж ит  к лас с у K .  

2. П р ямо е п р о изведение любых двух гр уп п  из  к лас с а K 
п р инадлеж ит  к лас с у K .  

3. Ес ли  ABC ≤≤≤1  – с убно р мальный р яд гр уп п ы A та-
к о й, что  фак то р -гр уп п ы BA  и  CB   п р инадлеж ат  к лас с у K, т о  
в гр уп п е A с ущес твует  но р мальная п о дгр уп п а D так ая, что  

CD ⊆  и  фак то р -гр уп п а DA  п р инадлеж ит  к лас с у K. 
Здес ь ис с ледует с я ап п р о к с имир уемо с ть о бо бщённых с во -

бо дных п р о изведений гр уп п  к о р невыми  к лас с ами . Н ап о мним, что  
гр уп п а G называет с я ап п р о к с имир уемо й к лас с о м K, или  к о р о че 
K-ап п р о к с имир уемо й, ес ли  для любо го  элемента g гр уп п ы  G 
о тлично го  о т  единицы с ущес твует  го мо мо р физм гр уп п ы G на 
нек о т о р ую гр уп п у из  к лас с а K, п ер ево дящий элемент  g в элемент  
о тличный о т  1. 
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В [3, с . 429] п р иво дит с я с ледующий р езультат  К . Гр юнбер -
га: для т о го , что бы любо е с во бо дно е п р о изведение гр уп п  ап п р о к -
с имир уемых данным к о р невым к лас с о м K с амо  было  
K-ап п р о к с имир уемо й гр уп п о й нео бхо димо  и  до с тато чно , что бы 
любая с во бо дная гр уп п а была K -ап п р о к с имир уемо й. 

В [1] Д . Н . Азар о в и  Д . Т ьедж о  до к азали , что  любая с во -
бо дная гр уп п а ап п р о к с имир уема любым к о р невым к лас с о м. П о -
это му  с во бо дно е п р о изведение  любо го  с емейс тва гр уп п , ап -
п р о к с имир уемых к о р невым к лас с о м K, с амо  являет с я  K-ап п р о к -
с имир уемо й гр уп п о й. 

Рас с мо т р им теп ер ь с во бо дно е п р о изведение P гр уп п  A и  B 
с  о бъединёнными  п о дгр уп п ами  H и  K . Ес ли  гр уп п ы A и  B ап -
п р о к с имир уемы к о р невым к лас с о м K, т о  гр уп п а P уж е не о бяза-
на быть K-ап п р о к с имир уемо й. Бо льш инс тво  р езультато в п о  
K-ап п р о к с имир уемо с ти  гр уп п ы P  п о лучены в с лучае, к о гда K  
с о вп адает  с  к лас с о м вс ех к о нечных гр уп п  или  с  к лас с о м вс ех к о -
нечных p-гр уп п . О ба эти  к лас с а являютс я к о р невыми . 

Н аибо лее ис с ледо ванным ап п р о к с имацио нным с во йс тво м 
о бо бщённых с во бо дных п р о изведений являет с я финитная ап -
п р о к с имир уемо с ть, т . е. ап п р о к с имир уемо с ть к лас с о м вс ех к о -
нечных гр уп п . И с с ледо вания в данно м нап р авлении  к ак  п р авило  
п р едс тавляют  с о бо й до к азательс тво  финитно й ап п р о к с имир уемо -
с ти  с во бо дно го  п р о изведения P гр уп п  A и  B с  о бъединёнными  
п о дгр уп п ами  H и  K п р и  о п р еделенных о гр аничениях на гр уп п ы A 
и  B и  о бъединяемые п о дгр уп п ы H и  K. Т ак , нап р имер , в [5]  
Д ж . Бо лер   и   Б. Эванс  до к азали , что  ес ли  гр уп п ы A и  B финитно  
ап п р о к с имир уемы, а п о дгр уп п ы H и  K являютс я р ет р ак тами  в 
гр уп п ах A и  B с о о твет с твенно , т о  гр уп п а P финитно  ап п р о к с ими-
р уема. М ы о бо бщаем это т  р езультат  с ледующим о бр аз о м.  

Т еор ема 1. П усть K  – кор н евой класс гр упп. Тогд а  сво-
бод н ое  произвед е н ие  лю бы х д вух K-аппроксимир уем ы х гр упп с 
объед ин ён н ы м и р етр актами является K-аппроксимир уемой 
гр уппой. 
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П о до бным о бр аз о м мо гут  быть о бо бщены и  нек о т о р ые р е-
зультаты о б ап п р о к с имир уемо с ти  о бо бщённых с во бо дных п р о из -
ведений к о нечными   p-гр уп п ами . Т ак , нап р имер , хо р о ш о  извес т -
но е утвер ж дение о б ап п р о к с имир уемо с ти  к о нечными  p-гр уп п ами  
любо го  с во бо дно го  п р о изведения двух к о нечных  p-гр уп п  с  цен-
т р альными  о бъединёнными  п о дгр уп п ами , являющеес я неп о с р ед-
с твенным с ледс твием р езультата  Г. Х игмена [6], до п ус к ает  с ле-
дующее нес ло ж но е о бо бщение. 

Т еор ема 2. П усть K  – кор н евой класс гр упп зам к н уты й 
отн осительн о ф актор изации. Тогд а  свобод н ое  произвед е н ие  лю -
бы х д вух гр упп из класса   K  с це н тр альн ы ми объед ин ён н ы м и 
под гр уппами является K-аппроксимир уемой гр уппой. 

Д о к азательс тва тео р ем 1 и  2 п р иведены ниж е. Заметим, что  
в к аж до й из  этих тео р ем с ущес твенно  т о  о бс т оятельс тво , что  
к лас с  K  являет с я к о р невым. Д ейс твительно , к лас с  K  вс ех ниль-
п о тентных гр уп п  не являет с я к о р невым и  для него  тео р емы 1 и  2 
уж е не вер ны. В с амо м деле, п ус ть A и  B – к о нечные цик личес к ие 
гр уп п ы п р о с тых п о р ядк о в, не с о вп адающих меж ду с о бо й, H и  K 
– единичные п о дгр уп п ы гр уп п  A и  B с о о твет с твенно . Т о гда с во -
бо дно е п р о изведение P гр уп п  A и  B с  о бъединёнными  п о дгр уп -
п ами  H и  K не ап п р о к с имир уемо  к лас с о м K  вс ех нильп о тентных 
гр уп п , но  п р и  это м A, B, H и  K удо влетво р яют  ус ло виям к аж до й 
из  тео р ем 1 и  2. 

Д о с тато чно е ус ло вие ап п р о к с имир уемо с ти  к о р невым к лас -
с о м о бо бщённо го  с во бо дно го  п р о изведения гр уп п  в наибо лее 
о бщем виде мо ж ет  быть с фо р мулир о вано  с ледующим о бр аз о м. 

Т еор ема 3. С вобод н ое  произвед е н ие  P гр упп A и B с объе -
д ин ён н ы м и под гр уппами H и K аппроксимир уемо кор н евы м  клас-
сом  K , если вы полн яю тся след ую щ ие  д ва  условия. 

1. Для к аж д ого н е е д ин ичн ого элем е н та  h гр уппы  P, леж а-
щ его в H, сущ ествует гомомор ф изм  гр уппы  P н а  н е котор ую   
K-гр уппу, пер евод ящ ий h  в элем е н т отличн ы й от 1.    
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2. Для к аж д ого элем е н та  x гр уппы  P, пр ин ад леж ащ его 
BA ∪ , н о н е  леж ащ его в объед ин ён н ой под гр уппе  H, сущ еству-

ет гомомор ф изм  σ  гр уппы  P н а  н е котор ую  K-гр уппу такой, 
что σσ Hx ∉ . 

В с лучае, к о гда K  – к лас с  вс ех к о нечных гр уп п , тео р ема 3, 
к ак  легк о  видеть, р авно с ильна хо р о ш о  извес тно й фильтр ацио н-
но й тео р еме Г. Баумс лага [4], леж ащей в о с но ве р яда ис с ледо ва-
ний п о  финитно й ап п р о к с имир уемо с ти  о бо бщённых с во бо дных 
п р о изведений. 

П ус ть, к ак  и  выш е, P – с во бо дно е п р о изведение гр уп п  A и  
B с  п о дгр уп п ами  H и  K, о бъединёнными  о тно с ительно  из о мо р -
физма ϕ . Рас с мо тр им час тный с лучай, к о гда BA =  и  ϕ  – т о ж -
дес твенно е о т о бр аж ение. В это м с лучае гр уп п а P о бо значает с я 
чер ез  AA

H
∗ . В [7] до к азывает с я, что  эта гр уп п а ап п р о к с имир уе-

ма к о нечными  p-гр уп п ами  т о гда и  т о льк о  т о гда, к о гда гр уп п а A 
ап п р о к с имир уема к о нечными  p-гр уп п ами  и  п о дгр уп п а H гр уп п ы 
A о тделима в к лас с е к о нечных p-гр уп п . Д анный р езультат  так ж е 
до п ус к ает  о бо бщение на с лучай ап п р о к с имир уемо с ти  п р о изво ль-
ным к о р невым к лас с о м [1]. 

Д алее будут  п р иведены до к азательс тва с фо р мулир о ванных 
выш е тео р ем 1-3. 
 

2. О  с в ободном  пр оизв едении гр упп  с  центр альной  
объединённой подгр уппой 

П ус ть A и  B – гр уп п ы, H и  K – из о мо р фные п о дгр уп п ы 
гр уп п  A и  B с о о твет с твенно , ϕ  – из о мо р физм п о дгр уп п ы H на 
п о дгр уп п у K. П ус ть, к ак  и  выш е, P – с во бо дно е п р о изведение 
гр уп п  A и  B с  п о дгр уп п ами  H и  K, о бъединёнными  о тно с ительно  
из о мо р физма ϕ . 

Ес ли  до п о лнительно  п р едп о ло ж ить, что  H и  K – центр аль-
ные п о дгр уп п ы в гр уп п ах A и  B с о о твет с твенно , т о  нар яду с  
о бо бщённым с во бо дным п р о изведением P мо ж но  р ас с матр ивать 
ещё и  о бо бщённо е п р ямо е п р о изведение P  гр уп п  A и  B с  о бъе-
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динёнными  п о дгр уп п ами  H и  K. Гр уп п а  P  п р едс тавляет  с о бо й 
фак то р -гр уп п у п р ямо го  п р о изведения BA×  п о  п о дгр уп п е, с о -
с т о ящей из  вс ево змо ж ных элементо в вида ( ) 1−ϕhh , где Hh ∈ . 
Х о р о ш о  извес тно  и  легк о  п р о вер яет с я, что  гр уп п ы  A и  B ес тес т -
венным о бр аз о м вло ж имы в о бо бщённо е п р ямо е п р о изведение 
P . О чевидно  так ж е, что  т о ж дес твенные о т о бр аж ения AA →  и  

BB →  мо гут  быть п р о до лж ены до  го мо мо р физма ρ : PP → . 

Д оказательств о теор емы 2. П ус ть K – к о р нево й к лас с  
гр уп п  замк нутый о тно с ительно  фак то р изации . И  п ус ть P – с во -
бо дно е п р о изведение гр уп п  A и  B из  к лас с а K  с  центр альными  
о бъединёнными  п о дгр уп п ами  H и  K. П о к аж ем, что  гр уп п а  P ап -
п р о к с имир уема к лас с о м K .  

Рас с мо т р им о бо бщённо е п р ямо е п р о изведение P  гр уп п  A 
и  B с  о бъединёнными  п о дгр уп п ами  H и  K. Т ак  к ак  гр уп п ы A  
и  B п р инадлеж ат  к лас с у  K , т о  их п р ямо е п р о изведение BA×  
так ж е п р инадлеж ит  K. О т с юда и  из  т о го , что  к лас с  K  замк нут  
о тно с ительно  фак то р изации , с ледует , что  гр уп п а P  п р инадлеж ит  
к лас с у K . 

К ак  о тмечало с ь выш е, с ущес твует  го мо мо р физм ρ  гр уп п ы 
P на гр уп п у P , п р о до лж ающий т о ж дес твенные о т о бр аж ения 

AA →  и  BB → . Т ак им о бр аз о м, мы п о лучаем го мо мо р физм ρ  

гр уп п ы P на гр уп п у P  из  к лас с а K  инъек тивный на с во бо дных 
мно ж ителях A и  B. П оэто му K-ап п р о к с имир уемо с ть гр уп п ы P 
вытек ает  из  с ледующей леммы. 

Лем ма 1. С вобод н ое  произвед е н ие  P гр упп A и B с объед и-
н ён н ой под гр уппой H аппроксимир уемо кор н евы м  классом  K , 
если гр уппы  A и B K-аппроксимир уем ы  и сущ ествует гомомор -
ф изм  гр уппы  P н а  н е котор ую  гр уппу из класса  K  ин ъективн ы й 
н а  под гр уппе  H. 
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Д о к азательс тво  это й леммы, о с но ванно е на тео р еме  
Х . Н ейман [2, с . 122], п р иво дит с я в [1]. 

 
3. О дно достаточное усл ов ие аппр оксим ир уем ости  

кор нев ым  классом  обобщённого с в ободного пр оизв едения 
Здес ь будет  до к азана с фо р мулир о ванная выш е тео р ема 3. 
П ус ть A и  B – гр уп п ы, H и  K – из о мо р фные п о дгр уп п ы 

гр уп п  A и  B, ϕ  – из о мо р физм п о дгр уп п ы H на п о дгр уп п у K. И  
п ус ть P – с во бо дно е п р о изведение гр уп п  A и  B с  п о дгр уп п ами  H 
и  K, о бъединёнными  о тно с ительно  из о мо р физма ϕ . 

П ус ть M и  N – но р мальные п о дгр уп п ы гр уп п  A и  B с о о т -
вет с твенно . П о дгр уп п ы M и  N будем называть ϕ -с о вмес тимыми , 
ес ли  ( )ϕMH ∩  = NK ∩ . Д алее будем п р едп о лагать, что  п о д-
гр уп п ы M и  N ϕ -с о вмес тимы. О бо значим чер ез  MNϕ  о т о бр аж е-
ние п о дгр уп п ы  MHM   гр уп п ы MA  на п о дгр уп п у NKN  
гр уп п ы NB , о п р еделенно е п о  п р авилу: 

( ) MNhM ϕ  = Nhϕ , 
где Hh ∈ . Л егк о  видеть, что  о то бр аж ение MNϕ  к о р р ек тно  о п р е-
делено  и  являет с я из о мо р физмо м. П оэто му мо ж но  р ас с мо т р еть 
с во бо дно е п р о изведение MNP  гр уп п  MA  и  NB  с  п о дгр уп п а-
ми  MHM  и  NKN , о бъединёнными  о тно с ительно  из о мо р -
физма MNϕ . П ус ть Mρ : →A MA  и  Nσ : →B NB  – ес тес т-
венные го мо мо р физмы. Рас с мо т р им эти  го мо мо р физмы к ак  о т о -
бр аж ения гр уп п  A и  B в гр уп п у MNP . Т о гда го мо мо р физмы Mρ  
и  Nσ  с о глас о ваны о тно с ительно  ϕ  и  п о это му мо гут  быть п р о -
до лж ены до  го мо мо р физма MNρ  гр уп п ы P на гр уп п у MNP . О че-
видно , что   MNAρ  = MA , MNBρ  = NB  и  

MNHρ  = MHM = NKN = MNKρ . 
О п и с анные выш е п о с т р о ения во с хо дят  к   Г. Баумс лагу [4]. 
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Лем ма 2. П усть P – свобод н ое  произве д е н ие  гр упп A и B с 
под гр уппами H и K объед ин ён н ы м и отн осительн о изомор ф изма 
ϕ , W – н ор м альн ая под гр уппа  гр уппы  P и ф актор -гр уппа  WP  
пр ин ад леж ит кор н евому классу K. Тогд а  под гр уппы  M = WA ∩  
и N = WB ∩  ϕ -совм естим ы  и гр уппа  MNP  K-аппроксимир уем а . 

Д оказательств о. О чевидно , что  ес тес твенный го мо мо р -
физм ε : →P P/W  п р охо дит  чер ез  го мо мо р физм MNρ  , т . е. 

ε  = MNρ σ , 
где σ  –  нек о то р ый го мо мо р физм гр уп п ы MNP  на гр уп п у P/W.  

Гомомо р физм σ  инъек тивен на о бъединяемо й п о дгр уп п е 

MNHρ  гр уп п ы MNP . Д ейс твительно , п ус ть MNHh ρ∈  и  σh =1. 

Т о гда h = MNhρ  для нек о т о р о го  h из  H и   

hε = MNhρ σ = σh =1. 
 П оэто му Wh ∈ . О т с юда и  из  т о го , что  Ah ∈  с ледует , что  

Mh ∈  и  п о это му 1=MNhρ , т . е. 1=h . И нъек тивно с ть го мо -
мо р физма σ  на п о дгр уп п е MNHρ   до к азана. 

Т ак  к ак    
MA = A / WA ∩ ≅ WAW ≤  P/W, 
NB = B / WB ∩ ≅ WWB ≤  P/W 

и  ∈WP K ,  т о  с во бо дные мно ж ители  MA  и  NB  с во бо дно го  
п р о изведения MNP  п р инадлеж ат  к лас с у K. О т с юда и  из  т о го , что  
гр уп п а MNP  о бладает  го мо мо р физмо м σ  на K -гр уп п у P/W, 
инъек тивным на о бъединяемо й п о дгр уп п е MNHρ , п о  лемме 1 
зак лючаем, что  гр уп п а MNP  K-ап п р о к с имир уема. Л емма до к аза-
на.  

Д оказательств о теор емы 3. П ус ть K – к о р нево й к лас с  
гр уп п , P – с во бо дно е п р о изведение гр уп п  A и  B с  п о дгр уп п ами  H 
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и  K о бъединёнными  о тно с ительно  из о мо р физма ϕ , удо влетво -
р яющее с ледующим двум ус ло виям. 

1. Д ля к аж до го  неединично го  элемента h гр уп п ы P, п р и-
надлеж ащего  п о дгр уп п е H, с ущес твует  го мо мо р физм σ  гр уп п ы 
P на нек о т о р ую K-гр уп п у так о й, что  1≠σh . 

2. Д ля к аж до го  элемента x гр уп п ы P  из  BA ∪ , не леж аще-
го  в о бъединённо й п о дгр уп п е H, с ущес твует  го мо мо р физм σ  
гр уп п ы  P  на  нек о т о р ую  K-гр уп п у так о й, что  σσ Hx ∉ . 

П о к аж ем, что  гр уп п а P K-ап п р о к с имир уема, т . е. что  для 
к аж до го  неединично го  элемента g гр уп п ы P с ущес твует  го мо -
мо р физм σ  гр уп п ы P на K-гр уп п у так о й, что  1≠σg . У с ло вие 1 
п о зво ляет  о гр аничитьс я с лучаем, к о гда Hg ∉ . 

П ус ть rxxxg ⋅⋅⋅= 21  – нес о к р атимая зап и с ь элемента g. 
П о с к о льк у Hg ∉ , т о  с ло ги  kx  не леж ат  в H, п р ичём ес ли  r >1, 
т о  с о с едние с ло ги  леж ат  в р азных с во бо дных мно ж ителях.  

Ввиду ус ло вия 2 для к аж до го   rk ,...,2,1=   с ущес твует  го -
момо р физм kσ  гр уп п ы P на K-гр уп п у так о й, что   

kkk Hx σσ ∉ . 
П ус ть  

W = ∩
r

k
kKer

1=
σ . 

Т ак  к ак  для вс ех  rk ,...,2,1=  

P / ∈kKerσ K   и   ∏
=

≤
r

k
kKerPWP

1
σ , 

т о  ∈WP K. П о с к о льк у вс е kσ  п р охо дят  чер ез  ес тес твенный 
го мо мо р физм ε : →P P/W и  kkk Hx σσ ∉ , т о  εε Hxk ∉  для 
вс ех  rk ,...,2,1= .  

Введем о бо значения:  
M = WA ∩ , N = WB ∩ . 



Об аппроксимир уемости обобщ ён н ы х свобод н ы х 
произве д е н ий гр упп кор н евы ми классами 

 

37 

П о с к о льк у P/W∈K, т о  п о  лемме 2 п о дгр уп п ы M и  N ϕ -с о в-
мес тимы и  гр уп п а MNP  K-ап п р о к с имир уема.  

Т ак  к ак  го мо мо р физм ε : →P P/W п р охо дит  чер ез  го мо -
мо р физм MNρ  и  εε Hxk ∉ , т о  MNMNk Hx ρρ ∉  для вс ех 

rk ,...,2,1= . П оэто му вс е с о мно ж ители  в з ап и с и  

MNrMNMNMN xxxg ρρρρ ⋅⋅⋅= 21  
леж ат  в с во бо дных мно ж ителях MA и  NB  гр уп п ы MNP , но  не 
вхо дят  в о бъединённую п о дгр уп п у MNHρ . П р ичём ес ли  r >1, т о  
с о с едние с о мно ж ители  в это й з ап и с и  леж ат  в р азных с во -
бо дных с о мно ж ителях гр уп п ы MNP . П оэто му данная зап и с ь 
нес о к р атима, и  с ледо вательно  1≠MNgρ . О т с юда и  из  т о го , что  
гр уп п а MNP  K-ап п р о к с имир уема с ледует , что  с ущес твует  го мо -
мо р физм ρ  гр уп п ы MNP  на нек о т о р ую K-гр уп п у так о й, что  

1≠ρρMNg . Т о гда го мо мо р физм ρρσ MN=  являет с я ис к о мым. 
Т ео р ема до к азана. 

 
4. О  с в ободном  пр оизв едении гр упп  
с  объединённым и р етр актам и 

Н ап о мним, что  п о дгр уп п а B гр уп п ы G называет с я р ет р ак -
т о м, ес ли  в гр уп п е G с ущес твует  но р мальная п о дгр уп п а A так ая, 
что  ABG =  и  1=∩ BA , т . е. так ая, что  G – р ас щеп ляемо е р ас -
ш ир ение гр уп п ы A с  п о мощью гр уп п ы B. 

Лем ма 3. П усть B – р етр акт гр уппы  G. Если гр уппа  G ап-
проксимир уем а  классом  K, зам к н уты м  отн осительн о под гр упп и 
р асш ир е н ий, то под гр уппа  B гр уппы  G  K-отд елим а , т. е . д ля 
к аж д ого элем е н та  g гр уппы  G, н е  пр ин ад леж ащ его под гр уппе  B, 
в гр уппе  G сущ ествует н ор м альн ая под гр уппа  M так ая, что  

∈MG K  и BMg ∉ . 
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Д оказательств о. П о  ус ло вию в гр уп п е G с ущес твует  но р -
мальная п о дгр уп п а A так ая, что  ABG =  и  1=∩ BA . 

П ус ть гр уп п а G ап п р о к с имир уема к лас с о м K замк нутым 
о тно с ительно  п о дгр уп п  и  р ас ш ир ений. И  п ус ть g – п р о изво льный 
элемент  гр уп п ы G, не п р инадлеж ащий п о дгр уп п е B. П о к аж ем, 
что  в гр уп п е G с ущес твует  но р мальная п о дгр уп п а M так ая, что  

∈MG K  и  BMg ∉ . 
Элемент  g мо ж ет  быть о дно значно  зап и с ан в виде 

00bag = , где Aa ∈0 , Bb ∈0 . Т ак  к ак  Bg ∉ , т о  10 ≠a . О т с юда 
и  из  K-ап п р о к с имир уемо с ти  гр уп п ы G с ледует , что  в гр уп п е G 
с ущес твует  но р мальная п о дгр уп п а N так ая, что  ∈NG K и  

Na ∉0 . П о к аж ем, что  п о дгр уп п а  
( )( )NBNAM ∩∩=  

являет с я ис к о мо й.  
П о к аж ем с начала, что  п о дгр уп п а M но р мальна в гр уп п е G, 

т . е. что   
( ) Mabhkab ∈−1  

для п р о изво льных элементо в a, b, h, k из  п о дгр уп п  A, B, NA ∩  
и  NB ∩  с о о твет с твенно . П ус ть  

( ) hababu 1−= . 
Т о гда  

( ) ( ) uvwkbbbkakaubkababuabhkab === −−−−−− 111111 , 
где  

bkabv ],[ 11 −−= , kbbw 1−= . 
 

Т ак  к ак  NAh ∩∈  и  п о дгр уп п а NA ∩  но р мальна в G, т о  
NAu ∩∈ . П о с к о льк у Aa ∈ , Nk ∈  и  п о дгр уп п ы A и  N но р -

мальны в G, т о   
NAba ∩∈],[ , 
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и , с ледо вательно , NAv ∩∈ . Т ак  к ак  N но р мальна в G, т о  
NB ∩  но р мальна в B и  п о это му NBw ∩∈ . М ы видим, так им 

о бр аз о м, что  элемент  
( ) uvwhkabab =−1  

п р инадлеж ит  п о дгр уп п е M, т . е. M  но р мальна в G. 
П о к аж ем теп ер ь, что  п о дгр уп п а MB не с о дер ж ит  g. Д о п ус -

тим п р о тивно е, т . е. что  MBg ∈ . Т ак  к ак   
( )( ) ( )BNABNBNAMB ∩=∩∩= , 

т о  ( )BNAg ∩∈ . О т с юда и  из  единс твенно с ти  зап и с и  00bag =  
с ледует , что  NAa ∩∈0 , что  нево змо ж но , п о с к о льк у Na ∉0 . 

П о к аж ем теп ер ь, что  фак то р -гр уп п а MG  являет с я р ас ще-
п ляемым р ас ш ир ением гр уп п ы MAM  с  п о мощью гр уп п ы 

MBM . О чевидно , что  MAM  но р мальна в MG  и  MG  яв-
ляет с я п р о изведением п о дгр уп п  MAM  и  MBM . П оэто му 
нам о с таёт с я т о льк о  до к азать, что   

1=∩ MBMMAM . 
Н о  это  п о чти  о чевидно , п о с к о льк у  

( )( )( ) ( )( )( ) =∩∩∩∩∩=∩ BNBNANBNAABMAM  
( )( ) ( )( ) ( )( ) MNBNABNANBA =∩∩=∩∩∩= . 

Т ак  к ак  ( )( )NBNAM ∩∩= , т о  NM ⊆  и  MNA ⊆∩ . 
И з  этих двух вк лючений с ледует , что   

NAMA ∩=∩ . 
 Т о гда  

∈≤≅∩=∩≅ NGNANNAAMAAMAM K . 
О т с юда и  из  т о го , что  к лас с  K  замк нут  о тно с ительно  п о дгр уп п  
с ледует , что  ∈MAM K. Анало гично  п р о вер яетс я, что  

∈MBM K . 
Т ак им о бр аз о м, гр уп п а MG являет с я р ас щеп ляемым р ас -

ш ир ением гр уп п ы MAM  из  к лас с а K  с  п о мощью гр уп п ы 
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MВ M  из  K. О т с юда и  из  замк нуто с ти  к лас с а K  о тно с ительно  
р ас ш ир ений  с ледует , что  ∈MG K . 

И так , M – но р мальная п о дгр уп п а гр уп п ы G, MBg ∉  и  
∈MG K .  Л емма до к азана. 

Лем ма 4. П усть P – свобод н ое  произве д е н ие  гр упп A и B с 
под гр уппами H и K, объед ин ён н ы м и отн осительн о изомор ф изма 
ϕ , пр ичём  K – р етр акт гр уппы  B.  И  пусть  M – н ор м альн ая 
под гр уппа  гр уппы  A. Тогд а  естестве н н ы й гомомор ф изм  

MAA →:ε  мож ет бы ть прод олж е н  д о гомомор ф изм а 
MAP →:σ . 

Д оказательств о. П о  ус ло вию леммы в гр уп п е B с ущес тву-
ет  но р мальная п о дгр уп п а V так ая, что  B – р ас щеп ляемо е р ас ш и-
р ение гр уп п ы V с  п о мощью K. П ус ть 

( )ϕMHL ∩= . 
Т ак  к ак  MH ∩  но р мальна в H, т о  L но р мальна в K. П о дгр уп п а 

VLN =  но р мальна в B, так  к ак  N являет с я п р о о бр аз о м но р маль-
но й п о дгр уп п ы L гр уп п ы K о тно с ительно  го мо мо р физма 

KB →:π , о п р еделенно го  п о  п р авилу:  
( ) kvk =π , 

 где Vv ∈ , Kk ∈ . Т ак  к ак   
( )ϕMHLNK ∩==∩ , 

т о  п о дгр уп п ы M и  N гр уп п  A и  B ϕ -с о вмес тимы. П оэто му мо ж но  
р ас с матр ивать с во бо дно е п р о изведение MNP  гр уп п  MA  и  NB  
с  о бъединёнными  п о дгр уп п ами  MHM  и  NKN , а так ж е го -
момо р физм  

MNMN PP →:ρ , 
п р о до лж ающий ес тес твенные го мо мо р физмы →A MA  и   

NBB → . Т ак  к ак  KVB =  и  NV ⊆ , т о  KNB = . П оэто му 
с во бо дный с о мно ж итель NB  гр уп п ы MNP  с о вп адает  с  о бъеди-
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няемо й п о дгр уп п о й NKN . О т с юда с ледует , что  MAPMN = . 
П оэто му го мо мо р физм MNρ  о т о бр аж ает  P на MA , п р ичём п о  
о п р еделению MNρ  п р о до лж ает  ес тес твенный гомо мо р физм 

→A MA . М ы видим, так им о бр аз о м, что  го мо мо р физм 

MNρσ =  являет с я ис к о мым. Л емма до к азана. 

Лем ма 5. П усть P – свобод н ое  произве д е н ие  гр упп A и B с 
объед ин ён н ы м и р етр актами H и K. Если гр уппы  A и B аппрок -
симир уем ы  классом  K, зам к н уты м  отн осительн о под гр упп и 
р асш ир е н ий, то им ею т м есто след ую щ ие  д ва  утвер ж д е н ия. 

1. Для к аж д ого н е е д ин ичн ого элем е н та  h гр уппы  P, леж а-
щ его в H, сущ ествует гомомор ф изм  σ  гр уппы  P н а н е котор ую  
K-гр уппу такой, что 1≠σh . 

2. Для к аж д ого элем е н та  x гр уппы  P, пр ин ад леж ащ его  
под м н ож еству BA ∪  и н е  леж ащ его в объед ин ён н ой под гр уппе  
H, сущ ествует гомомор ф изм  σ  гр уппы  P н а  н е котор ую  K-
гр уппу такой, что σσ Hx ∉ . 

Д оказательств о. 1. П ус ть Hh ∈  и  1≠h . Т ак  к ак  гр уп п а A 
K-ап п р о к с имир уема, т о  в гр уп п е A с ущес твует  но р мальная п о д-
гр уп п а M так ая, что  Mh ∉  и  ∈MA K.  П о  лемме 4 с ущес твует  
го мо мо р физм MAP →:σ , п р о до лж ающий ес тес твенный го -
момо р физм MAA →:ε . Т ак  к ак  ядр о  го мо мо р физма ε  с о вп а-
дает  с  M  и  Mh ∉ , т о  1≠σh . 

2. П ус ть BAx ∪∈  и  Hx ∉ . Без  п о тер и  о бщно с ти  мо ж но  
с читать, что  Ax ∈ . Т ак  к ак  гр уп п а A K-ап п р о к с имир уема и  
к лас с  K  замк нут  о тно с ительно  п о дгр уп п  и  р ас ш ир ений, т о  п о  
лемме 3 р ет р ак т  H гр уп п ы A являет с я K-о тделимо й п о дгр уп п о й. 
П оэто му в гр уп п е A с ущес твует  но р мальная п о дгр уп п а M так ая, 
что  ∈MA K  и  HMx ∉ . Т ак  к ак  K – р ет р ак т  гр уп п ы B, т о   
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п о  лемме 4 с ущес твует  го мо мо р физм MAP →:σ , п р о до л-
ж ающий ес тес твенный гомо мо р физм  MAA →:ε . Т о гда  

MHMHH == εσ , xMxx == εσ . 
 О т с юда и  из  т о го , что  HMx ∉  с ледует , что  σσ Hx ∉ . Л емма 
до к азана. 

Д оказательств о теор емы 1. П ус ть K – к о р нево й к лас с  
гр уп п , P – с во бо дно е п р о изведение K-ап п р о к с имир уемых гр уп п  
A и  B с  о бъединёнными  р ет р ак тами  H и  K. П о к аж ем, что  гр уп п а 
P K-ап п р о к с имир уема. Т ак  к ак  к о р нево й к лас с  K  замк нут  о тно -
с ительно  п о дгр уп п  и  р ас ш ир ений, т о  к  P п р именима лемма 5. 
П оэто му вып о лняют с я утвер ж дения 1 и  2 из  фо р мулир о вк и  лем-
мы 5. Н о  т о гда в с илу тео р емы 3 гр уп п а P K-ап п р о к с имир уема. 
Т ео р ема до к азана. 
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