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О б аппр оксим ир у ем ости  конечным и  р -гр у ппам и   
р асщепляем ых р асш ир ений  гр у пп  

 
П ус ть G – р а с щ епляемое р а с ш и р ен и е кон ечн о пор ождён н ой 

гр уппы А  с  помощ ью  гр уппы В . И  пус ть гр уппы А  и  В  а ппр окс и м и р уемы 
кон ечн ым и  р -гр уппа м и . Д ока за н о, что ес ли  подгр уппа  В  с убн ор м а льн а  в  
гр уппе G, то гр уппа  G а ппр окс и м и р уем а  кон ечн ым и  р -гр уппа м и . Р а с -
с м а т р и в а ет с я т а кже в опр ос  об обр а т и мос т и  этого р езульт а т а  пр и  допол-
н и тельн ых огр а н и чен и ях н а  гр уппы А  и  В . О дн и м  и з т а ки х огр а н и чен и й 
являет с я кон ечн ос ть гр уппы А . Д ока за н о т а кже, что ес ли  для ка ждого 
пр ос того чи с ла  р  гр уппа  G  а ппр окс и м и р уем а  кон ечн ым и  р -гр уппа м и  и  
являет с я р а с щ епляемым  р а с ш и р ен и ем  с в ободн ой а белевой гр уппы А  ко-
н ечн ого р а н га  с  помощ ью  р а зр еш и мой гр уппы В , то подгр уппа  В  с уб-
н ор м а льн а  в  гр уппе G. 
 

1. В в едение 

П ус ть G – р а с щ епляемое р а с ш и р ен и е гр уппы А  с  помощ ью  
гр уппы В , т .е. А  – н ор м а льн а я подгр уппа  гр уппы G, В  – подгр уп-
па  гр уппы G, ABG =  и  1=∩ BA . 

В [3] А . И . М а льцев  дока за л, что ес ли  гр уппы А  и  В  фи н и т -
н о а ппр окс и м и р уемы и  гр уппа  А  кон ечн о пор ожден а , то гр уппа  
G фи н и т н о а ппр окс и м и р уем а . 

Этот  р езульта т  н е может  быть р а с пр ос т р а н ён   с  фи н и т н ой 
а ппр окс и м и р уемос т и  н а  pF -а ппр окс и м и р уемос ть, т . е. н а  а п-
пр окс и м и р уемос ть кон ечн ым и  р -гр уппа м и . Д ейс тв и тельн о, легко 
в и деть, что гр уппа  11;, −− == aabbbaP  pF -а ппр окс и м и р уем а  

только пр и  2=p . Г р уппа  Р являет с я р а с щ епляемым  р а с ш и р ен и -
ем  гр уппы А  с  помощ ью  гр уппы В , где А  и  В  – бес кон ечн ые ци к-
ли чес ки е подгр уппы гр уппы P, пор ождён н ые элемен т а м и  a и  b 
с оотв ет с т в ен н о. Г р уппы А  и  В  а ппр окс и м и р уемы кон ечн ым и  р -
гр уппа м и  для любого пр ос того чи с ла  р , н о гр уппа  Р эти м  с в ойс т -
в ом  уже н е обла да ет .  
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С ущ ес т вуют  и  более с одер ж а тельн ые пр и мер ы т а кого р ода . 
Т а к в  [1] для ка ждого кон ечн ого м н ожес т в а  π  пр ос тых чи с ел 
с т р ои т с я р а с щ епляемое р а с ш и р ен и е с в ободн ой а белевой гр уппы 
р а н га  2 с  помощ ью  бес кон ечн ой ци кли чес кой гр уппы, котор ое 

pF -а ппр окс и м и р уемо для в с ех пр ос тых чи с ел и з π  и  только для 
н и х. 

Вер н ём с я к с луча ю  пр ои звольн ого р а с щ епляемого р а с ш и -
р ен и я G гр уппы А  с  помощ ью  гр уппы В . Е с ли  дополн и тельн о 
пот р ебов а ть, чтобы подгр уппа  В  гр уппы G была  н ор м а льн ой, то 
G – пр ямое пр ои зведен и е подгр упп А  и  В  и  в  этом  с луча е и з  

pF -а ппр окс и м и р уемос т и  гр упп А  и  В  очев и дн о с ледует   

pF -а ппр окс и м и р уемос ть гр уппы G. О с ла бляя т р ебов а н и е н ор -
м а льн ос т и  подгр уппы В  до т р ебов а н и я с убн ор м а льн ос т и , мы по-
луча ем  с ледующ и й р езульта т . 

Теор ем а 1. П усть G – р асщ епляемое  р асш ир е н ие  кон ечн о 
пор ож д ён н ой pF -аппр оксимир уемой гр уппы  А  с помощью   

pF -аппр оксимир уемой гр уппы  В . Если под гр уппа  В  суб н ор м альн а 

в гр уппе  G, то гр уппа  G является pF -аппр оксимир уемой. 

Этот  р езульта т  позволяет  с ов с ем  пр ос то дока за ть хор ош о 
и звес т н ую  теор ему Г р ю н бер га  [5], утвер жда ющ ую , что кон ечн о 
пор ождён н а я н и льпотен тн а я гр уппа  без кр учен и я  pF -а ппр ок-
с и м и р уем а  для ка ждого пр ос того чи с ла  р . Д ейс тв и тельн о, пус ть 
G – кон ечн о пор ождён н а я н и льпотен т н а я гр уппа  без кр учен и я,  r 
– поли ци кли чес ки й р а н г гр уппы G. Т а к ка к в  н и льпотен т н ой 
гр уппе в с е подгр уппы с убн ор м а льн ы и  гр уппа  G являет с я р а с щ е-
пляемым  р а с ш и р ен и ем  н екотор ой с в оей подгр уппы А  поли ци к-
ли чес кого р а н га  1−r  с  помощ ью  бес кон ечн ой ци кли чес кой 
гр уппы В , то по теор еме 1 и з pF -а ппр окс и м и р уемос т и  гр уппы А  

с ледует  pF -а ппр окс и м и р уемос ть гр уппы G. Т а ки м  обр а зом , 
упомян ута я выш е теор ем а  Г р ю н бер га  может  быть дока за н а  и н -
дукци ей по r. 
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У т в ер жден и е, обр а т н ое к теор еме 1 н ев ер н о. В с а м ом  деле, 
р а с с м от р ен н ое выш е р а с ш и р ен и е Р ци кли чес кой гр уппы А  с  по-
мощ ью  ци кли чес кой гр уппы В  а ппр окс и м и р уемо кон ечн ым и   
2-гр уппа м и , н о в  с и лу теор емы 1 подгр уппа  В  н е с убн ор м а льн а . 

 В с ледующ и х двух теор ем а х, дока за н н ых в  р а боте, в в одят -
с я н екотор ые дополн и тельн ые  огр а н и чен и я н а  подгр уппы А  и  В , 
пр и  котор ых с убн ор м а льн ос ть подгр уппы В  н е только дос т а точ-
н а , н о и  н еобходи м а  для Fp-а ппр окс и м и р уемос т и  гр уппы G. 

Теор ем а 2.  П усть G – р асщ епляемое  р асш ир е н ие  кон ечн ой 
р -гр уппы  А  с помощью  pF -аппр оксимир уемой гр уппы  В . Гр уппа 

G является pF -аппр оксимир уемой тогд а  и только тогд а , когд а 
под гр уппа  В   суб н ор м альн а  в группе  G.  

Теор ем а 3. П усть G – р асщ епляемое  р асш ир е н ие  свобод -
н ой аб елевой гр уппы  А  кон ечн ого р ан га  с помощью  р азр еш имой 
гр уппы  В , аппр оксимир уемой кон ечн ы м и р -группами д ля к аж д ого 
простого числа  р . Т огд а  след ующие  д ва  утверж д е н ия р авн осиль-
н ы  м еж д у собой. 

1. Гр уппа G является pF -аппр оксимир уемой д ля к аж д ого 
простого числа  р . 

2. П од гр уппа  В  суб н ор м альн а  в гр уппе  G. 

Г р ю н бер г [5] дока за л, что с в ободн ые р а зр еш и мые гр уппы 
pF -а ппр окс и м и р уемы для ка ждого пр ос того чи с ла  р . П оэтому и з 

теор емы 3 получа ем  с ледующ ее утвер жден и е. 

Следств ие.  П усть G – р асщ епляемое  р асш ир е н ие  свобод -
н ой аб елевой гр уппы  А  кон ечн ого р ан га  с помощью  свобод н ой 
р азр еш имой группы  В . Гр уппа  G является pF -аппр оксимир уемой 
д ля к аж д ого простого числа  р  тогд а  и только тогд а , когд а  под -
гр уппа  В  суб н ор м альн а  в гр уппе  G. 
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2. Д оказательств о теор ем  

Х ор ош о и звес т н о, что ес ли  Н  – н ор м а льн а я подгр уппа  ко-
н ечн ого р -и н декс а  гр уппы G, то и з pF -а ппр окс и м и р уемос т и  

гр уппы Н  с ледует  pF -а ппр окс и м и р уемос ть гр уппы G [5]. П о-

этому ес ли  GHHHHH s =≤≤≤≤= ...210  и  для ка ждого 
1,...,2,1,0 −= sk  kH  – н ор м а льн а я подгр уппа  кон ечн ого р -

и н декс а  гр уппы 1+kH , то и з pF -а ппр окс и м и р уемос т и  гр уппы Н  

с ледует  pF -а ппр окс и м и р уемос ть гр уппы G. Та ки м  обр а зом , мы 
получа ем  с ледующ ее утвер жден и е. 

Пр едлож ение 1.  П усть Н  – суб н ор м альн ая под гр уппа  ко-
н ечн ого р -ин д е к са  группы  G. Если гр уппа  Н  pF -аппр окси-

мир уем а , то и гр уппа  G  pF -аппр оксимир уем а . 

Д оказательств о теор ем ы  1.  П ус ть  G – р а с щ епляемое 
р а с ш и р ен и е кон ечн о пор ождён н ой pF -а ппр окс и м и р уемой гр уп-

пы А  с  помощ ью  pF -а ппр окс и м и р уемой гр уппы В , и  пус ть под-
гр уппа  В  с убн ор м а льн а  в  гр уппе G. П ока жем , что гр уппа  G  

pF -а ппр окс и м и р уем а . Д ля этого дос т а точн о для ка ждого н ееди -
н и чн ого элемен т а  а  и з G ука за ть н ор м а льн ую  подгр уппу N гр уп-
пы G, н е с одер ж а щ ую  элемен т  а  и  т а кую , что фа ктор -гр уппа  

NG  pF -а ппр окс и м и р уем а .  Е с ли  Аa ∉ , то в  ка чес т в е N мож н о 

взять А , т а к ка к BAG ≅  – pF -а ппр окс и м и р уем а я гр уппа . П ус ть 

тепер ь Aa ∈ . Т а к ка к гр уппа  А   pF -а ппр окс и м и р уем а , то в  А  
с ущ ес т вует  н ор м а льн а я подгр уппа  M кон ечн ого р -и н декс а , н е 
с одер ж а щ а я элемен т  а . Обозн а чи м  чер ез N пер ес ечен и е в с ех 
н ор м а льн ых подгр упп гр уппы А , и н декс  котор ых с ов па да ет  с  
[ ]MG : . Ч и с ло т а ки х подгр упп кон ечн о, пос кольку  гр уппа  А  
кон ечн о пор ожден а . П оэтому NA  – кон ечн а я р -гр уппа . Т а к ка к 
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N  ха р а ктер и с т и чн а  в  А  и  А  н ор м а льн а  в  G, то N н ор м а льн а  в  G, 
пр и чём   Na ∉  пос кольку Ma ∉  и  MN ⊆ . П оэтому для за -
в ер ш ен и я дока за тельс т в а  теор емы н а м  ос т а ётс я пр ов ер и ть   

pF -а ппр окс и м и р уемос ть гр уппы NG . Эта  гр уппа  очев и дн о 

являет с я р а с щ епляемым  р а с ш и р ен и ем  кон ечн ой р -гр уппы NA  с  
помощ ью  гр уппы NBN , и зомор фн ой гр уппе В . П оэтому 

NBN  – pF -а ппр окс и м и р уем а я подгр уппа  кон ечн ого р -и н декс а  

гр уппы NG , пр и чём  подгр уппа  NBN  с убн ор м а льн а  в  NG , 
т а к ка к В  с убн ор м а льн а  в  G. О т с ю да  по пр едложен и ю  1 с ледует  

pF -а ппр окс и м и р уемос ть  гр уппы NG . Теор ем а  дока за н а . 

Пр едлож ение 2.  П усть гр уппа  G  pF -аппр оксимир уем а  и 
является р асщ епляем ы м  р асш ир е н ием  гр уппы  А  с помощью  гр уп-
пы  В . Т огд а под гр уппа  В   pF -отд елим а  в гр уппе  G. 

Это пр едложен и е (да же в  более общ ем  в и де) дока за н о  
Д . Н . Аза р овым   и   Е . А . Тум а н ов ой (с м . лемму 3 и з и х с т а тьи  в  
этом  же с бор н и ке). Вопр ос  о с пр а в едли в ос т и  этого пр едложен и я 
был пос т а в лен   Е . В. С околовым  в  2006 году. 

Пр едлож ение 3. П усть G – р асщ епляемое  р асш ир е н ие  
гр уппы  А  с помощью  гр уппы  В . И  пусть С  – це н тр ализатор  под -
гр уппы  А  в под гр уппе  В , т.е . м н ож ество всех элем е н тов из В , 
пер естан овочн ы х с к аж д ы м  элем е н том  из А . Т огд а  им еют м е -
сто след ующие  утверж д е н ия. 

1. П од гр уппа С  н ор м альн а  в гр уппе  G и ф актор -гр уппа  
СG  является р асщ епляем ы м  р асш ир е н ием  гр уппы  САС  изо-

мор ф н ой гр уппе  А  с помощью  гр уппы  СВ изомор ф н ой н е кото-
р ой под гр уппе  группы  автомор ф измов AAut . 

2. Если гр уппа  G  pF -аппр оксимир уем а  то ф актор -гр уппа 

СG  такж е  pF -аппроксимир уем а . 
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 Д оказательств о. 1. П ус ть  AB Aut: →σ  – с опр ов ож -
да ющ и й гомомор фи зм , т . е. отобр а жен и е, с опос т а в ляющ ее ка ж -
дому элемен ту b гр уппы В  а в томор фи зм  bϕ  гр уппы А , опр еде-

лён н ый по пр а в и лу abba b
1−=ϕ  для ка ждого элемен та  а  и з А . 

Очев и дн о, что C=σKer . П оэтому подгр уппа  С  н ор м а льн а  в  В  и  
фа ктор -гр уппа  СВ  в лож и м а  в  гр уппу AAut . Та к ка к С  н ор -
м а льн а  в  В , ABG =  и  А  поэлемен т н о пер ес т а н ов очн а  с  С , то С  
н ор м а льн а  в  G. Очев и дн о, что фа ктор -гр уппа  СG  являет с я 
р а с щ епляемым  р а с ш и р ен и ем  гр уппы ACAAСАС =∩≅  с  
помощ ью  гр уппы СВ . 

 2. П ус ть гр уппа  G  pF -а ппр окс и м и р уем а . П ока жем , что 

подгр уппа  С  гр уппы G  pF -отдели м а . П ус ть g – пр ои звольн ый 
элемен т  гр уппы G, н е леж а щ и й в  С . 
 Р а с с м от р и м  с н а ча ла  с луча й, когда  Bg ∈ . В этом  с луча е в  
гр уппе А  с ущ ес т вует  элемен т  а  т а кой, что gaag ≠ . Тогда  в  с и лу 

pF -а ппр окс и м и р уемос т и  гр уппы G с ущ ес т вует  гомомор фи зм  φ 
гр уппы G н а  кон ечн ую  p-гр уппу P т а кой, что ϕϕϕϕ agga ≠ . 
Это озн а ча ет , что элемен т  gφ н е пр и н а длеж и т  цен т р а ли за тор у D 
подгр уппы Аφ в  подгр уппе В φ. О т с ю да  и  и з очев и дн ого включе-
н и я  DС ⊆ϕ  с ледует , что ϕϕ Сg ∉ . 
 Р а с с м от р и м  тепер ь с луча й, когда  Bg ∉ . Т а к ка к гр уппа  
G  pF -а ппр окс и м и р уем а  и  являет с я р а с щ епляемым  р а с ш и р ен и ем  
гр уппы А  с  помощ ью  гр уппы В , то в  с и лу пр едложен и я 2 под-
гр уппа  В  гр уппы G  pF -отдели м а . П оэтому с ущ ес т вует  гомо-
мор фи зм  φ гр уппы G н а  кон ечн ую  p-гр уппу т а кой, что 

ϕϕ Вg ∉ . О т с ю да  и  и з того, что ВС ⊆ , с ледует , что ϕϕ Сg ∉ . 
 Т а ки м  обр а зом , в  любом  с луча е с ущ ес т вует  гомомор фи зм  

φ гр уппы G н а  кон ечн ую  p-гр уппу т а кой, что ϕϕ Сg ∉ . П оэтому 
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подгр уппа  С  гр уппы G  Fp-отдели м а . О т с ю да  с ледует , что фа к-
тор -гр уппа  СG   Fp-а ппр окс и м и р уем а . П р едложен и е дока за н о. 

Пр едлож ение 4. П усть гр уппа  G  pF -аппр оксимир уем а  и 
является р асщ епляем ы м  р асш ир е н ием  кон ечн ой гр уппы  А  с по-
мощью  гр уппы  В . Т огд а  под гр уппа  В  суб н ор м альн а в гр уппе  G. 

Д оказательств о. Обозн а чи м  чер ез С  цен т р а ли за тор  под-
гр уппы А  в  подгр уппе В . П о пр едложен и ю  3 фа ктор -гр уппа  СG  

pF -а ппр окс и м и р уем а  и  являет с я р а с щ епляемым  р а с ш и р ен и ем  

гр уппы САС , и зомор фн ой гр уппе А , с  помощ ью  гр уппы СВ , 
и зомор фн ой н екотор ой подгр уппе гр уппы а в томор фи змов  

AAut . О т с ю да  и  и з кон ечн ос т и  гр уппы А  с ледует  кон ечн ос ть 
гр уппы СG . Т а ки м  обр а зом , СG  – кон ечн а я pF -а ппр окс и -

м и р уем а я гр уппа . П оэтому СG  – кон ечн а я р -гр уппа . Х ор ош о 
и звес т н о [2, с . 140],  что в  любой н и льпотен т н ой гр уппе, и , в  ча -
с т н ос т и  в  любой кон ечн ой р -гр уппе, в с е подгр уппы с убн ор м а ль-
н ы. П оэтому подгр уппа  СВ  с убн ор м а льн а  в  гр уппе СG . О т -
с ю да  с ледует , что В  с убн ор м а льн а  в  G. П р едложен и е дока за н о. 

Пр едлож ение 5. П усть д ля к аж д ого простого числа  р  
гр уппа  G  pF -аппр оксимир уем а  и является р асщ епляем ы м  р ас-
ш ир е н ием  свобод н ой аб елевой гр уппы  А  кон ечн ого р ан га  с помо-
щью  р азр еш имой гр уппы  В . Т огд а под гр уппа  В  суб н ор м альн а  в 
гр уппе  G. 

Д оказательств о. П ус ть ка к и  выш е С  – цен т р а ли за тор  под-
гр уппы А  в  подгр уппе В . П о пр едложен и ю  3 фа ктор -гр уппа  СG  
Fp-а ппр окс и м и р уем а  для ка ждого пр ос того чи с ла  р  и  являет с я 
р а с щ епляемым  р а с ш и р ен и ем  гр уппы САС  и зомор фн ой гр уппе 
А  с  помощ ью  гр уппы СВ , в лож и мой в  гр уппу AAut . Т а к ка к  
А  – с в ободн а я а белев а  гр уппа  кон ечн ого р а н га , то гр уппа  AAut  
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с ов па да ет  с  гр уппой целочи с лен н ых м а т р и ц. С ледов а тельн о, 
СВ  – р а зр еш и м а я гр уппа  целочи с лен н ых м а т р и ц и  потому в  

с и лу теор емы М а льцев а  [2, с . 194] гр уппа  СВ  поли ци кли чн а . 
О т с ю да  и  и з того, что гр уппа  СG  являет с я р а с ш и р ен и ем  с в о-
бодн ой а белевой гр уппы АСАС ≅  кон ечн ого р а н га  с  помощ ью  
гр уппы СВ , с ледует , что СG  – поли ци кли чес ка я гр уппа . С ек-
с ен ба ев  [4] дока за л, что ес ли  поли ци кли чес ка я гр уппа  Fp-
а ппр окс и м и р уем а  для ка ждого пр ос того чи с ла  р , то он а  н и льпо-
тен т н а . П оэтому гр уппа  СG  н и льпотен т н а . Та к ка к в  н и льпо-
тен т н ой гр уппе в с е подгр уппы с убн ор м а льн ы, то подгр уппа  СВ  
с убн ор м а льн а  в  гр уппе СG . О т с ю да  с ледует , что подгр уппа  В  
с убн ор м а льн а  в  гр уппе G. П р едложен и е дока за н о. 

Д оказательств а теор ем  2 и  3. Д ос т а точн ос ть в  теор ем а х 2 
и  3 обес печи в а ет с я теор емой 1, а  н еобходи мос ть – пр едложен и я-
м и  4 и  5.  
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