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p = 2

6
��¶�®�¶�¾�°�¹2¾�±L®o±,°�Ô!¾�¶kÝ�¼1¶�àoÑ9°�Ò'®�»�®�²9®o¿�¯2°�±,°�×!à�Ùì¿�Øb°�¹2±5º�Ð2³	¹2°�½#®�²	²2°�·�°�½�¼
	©¾�Ò	¹	³	¶�¾�¹	³	À

Fp
Õ�®�¯	¯	¹2°�Ò�¿�³2±5³	¹	º�¾�±,°�¿�¶�³Â¯2°�Ð2º�¯	¹#À	±,°�·�°Þ¯	¹2°�³	»�½�¾zÑ9¾�²	³	Àk¿�½�°�Ý�°�Ñ2²2°�ÛÂ®�Ý�¾zÐ9¾�½�°�Ûá·�¹	º�¯	¯	¼hÒ�°�²2¾�µ'Õ

²2°�·�°>¹9®�²	·�®>³�Ý�¾�¿�Ò�°�²2¾�µ	²2°�Ûoø	³	Ò'Ð2³	µ2¾�¿�Ò�°�Ûo·�¹	º�¯	¯	¼bÜ7HJ¾�»�®�½�³2¿�³2±,°�¾\Ñ9°�Ò'®�»�®�¶�¾zÐ2à�¿�¶�½�°î¶�¾�°�¹2¾�±5¼ �
¯	¹	³	½�¾zÑ9¾�²2°>½>¹9®�»�Ñ9¾zÐ9¾\þ'Ü

HJ¾�¯2°�¿�¹2¾zÑ9¿�¶�½�¾�²	²	¼_±V¿zÐ9¾zÑ9¿�¶�½�³2¾�±ß¶�¾�°�¹2¾�±5¼ �!À'½�Ð2À	¾�¶�¿�ÀÞ¿zÐ9¾zÑ2º�ÙP×!³	ÛÞ¹2¾�»�º�Ð2à�¶�®�¶�Ü
��� ª�«��
	'v9­uª2D �Q 2��� �

π �
0#" - �2
�
 - ����$ - �î� - $B����$ - �í�5$ - �>������
 - 0#" - ����/#�]���B����� * �

m �0#" - �2
�
'��� ��$	�B�í
'���)�]���B�����ê�2

π
6 �7���	�ñ0 - �� 	0#"��	� - �î0#" - �2
�
'��� ��$	�B�

P
��
 - � - ��$ - �]� �����B��
 - �

��"2 	0	0	/
G
"���$����

2
�%������� - $B����$ - � 
	�	�	�	��������� - � ��"2 	0	0	/

T

��������������ë�b0 - � - - � � ��
'� - � - "

�� �2
����
ϕ
��"2 	0	0	/

G
* �2������-¸��� - 
�$B��� - � - " - � ����
��B��� ��"2 	0	0	/

G
�����z"���
� 

A =

(

0 1
−1 m+ 2

)

,

� -
π

P
= π

6
MQ¶�¿�Ù7Ñ�®�¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶á¿�¯	¹9®�½�¾zÑ	Ð2³	½�°�¿�¶�àk¶�¾�°�¹2¾�±5¼ ï�ÜkWJ°�Ö�¶�°�±5ºT½�Ñ9°�Ò'®�»�®�¶�¾zÐ2à�¿�¶�½�¾Þ²	º�Ô©Ñ�®�ÙP¶�¿�À

¶�°�Ð2à�Ò�°>¶�¾�°�¹2¾�±5¼Úþ!³ �'Ü

CBDPmot���r'q#r
	'ª ��� �
	'v9t�	'ª#t9suª,+�� G
WNº�¿�¶�à

G â ¿�½�°�Ý�°�Ñ2²9®�ÀV®�Ý�¾zÐ9¾�½#®á·�¹	º�¯	¯9®á¹9®�²	·�®Tþ'´
ϕ â ®�½�¶�°�±,°�¹2ØJ³	»�±f·�¹	º�¯	¯	¼

G
´
P â¿�°�°�¶�½�¾�¶�¿�¶�½�º�ÙP×©¾�¾�®�½�¶�°�±,°�¹2ØJ³	»�±5º

ϕ
¯2°�Ð2º�¯	¹#À	±,°�¾Ó¯	¹2°�³	»�½�¾zÑ9¾�²	³2¾Þ·�¹	º�¯	¯	¼

G
³êÝ�¾�¿�Ò�°�²2¾�µ	²2°�Û

ø	³	Ò'Ð2³	µ2¾�¿�Ò�°�Û�·�¹	º�¯	¯	¼
T = (t)

ÜuO °�·�Ñ�®
P â ¹9®�¿�×©¾�¯'Ð2À	¾�±,°�¾�¹9®�¿ 	!³	¹2¾�²	³2¾�·�¹	º�¯	¯	¼ G ¿�¯2°�±,°�×!à�Ù

·�¹	º�¯	¯	¼
T
´'³�Ñ	Ð2ÀîÒ'®�Ô©Ñ9°�·�°�Ö�Ð9¾�±,¾�²	¶�®

g ∈ G ³2±,¾�¾�¶>±,¾�¿�¶�°©¹9®�½�¾�²2¿�¶�½�°
t−1gt = gϕ

Ü�MPÝ�°�»�²9®�µ	³2±
µ2¾�¹2¾�»

A
±L®�¶�¹	³	ø	º¸®�½�¶�°�±,°�¹2ØJ³	»�±L®

ϕ
½J²2¾�Ò�°�¶�°�¹2°�±TÝ�®�»�³2¿�¾1·�¹	º�¯	¯	¼

G
´�®Pµ2¾�¹2¾�»

E â ¾zÑ2³	²	³	µ	²	º�Ù
2× 2

Õÿ±L®�¶�¹	³	ø	º�Ü �!°�Ò'®�Ô!¾�±ê¶�¾�°�¹2¾�±5º �'´'¶�Ü2¾�ÜL¿zÐ9¾zÑ2º�ÙP×!³2¾PÑ2½#®©º�¶�½�¾�¹#Ô©Ñ9¾�²	³	À�Ü
A9D �7���	�

det(A+E) 6= 0
* � - ��"2 	0	0��

P
�'
������������

Fp �
��0	0#" - �2���2�5�#"2 2��� - �k� - �����!�o� - ����� -

� - ����� * � - �����í���B��� -
p
� ���	�B���
���

(A−E)
6

CBD �7���	�
det(A+E) = 0

* � - ��"2 	0	0��
P
�'
������������

Fp �
��0	0#" - �2���2�5�#"2 2��� - �k� - �����!�o� - ����� -

� - ����� * � - �����
p = 2

6
WNº�¿�¶�à

γn(P ) â n
ÕóÛ µ'Ð9¾�² ²	³	Ô�²2¾�·�°Vø2¾�²	¶�¹9®�Ð2à�²2°�·�° ¹#À�Ñ�®ê·�¹	º�¯	¯	¼

P ç ·�Ñ9¾�´©²9®�¯2°�±5²	³2±1´
γ1(P ) = P

³
γn+1(P ) â ½�»�®�³2±5²	¼1ÛÓÒ�°�±,±5º�¶�®�²	¶

γn(P )
³
P
ézÜ

WJ°�Ò'®�Ô!¾�±1´�µ	¶�°1Ñ	Ð2ÀNÐ2ÙNÝ�°�·�°
n > 2

¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯9®
γn(P )

¿�°�½�¯9®�Ñ�®�¾�¶P¿,¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯2°�Û
G(ϕ−id)n−1 ´¶�Ü ¾�Ü�¿¸°�Ý�¹9®�»�°�± ·�¹	º�¯	¯	¼

G
°�¶�²2°�¿�³	¶�¾zÐ2à�²2°�¾�¾>Ö�²'Ñ9°�±,°�¹2ØJ³	»�±L®

(ϕ − id)n−1 ´ ·�Ñ9¾ id â ¶�°�Ô©Ñ9¾zÕ
¿�¶�½�¾�²	²	¼1ÛëÖ�²'Ñ9°�±,°�¹2ØJ³	»�± ·�¹	º�¯	¯	¼

G
ÜáX�¹9®�»�ºá»�®�±,¾�¶�³2±1´Lµ	¶�°ÓÖ�¶�°�º�¶�½�¾�¹#Ô©Ñ9¾�²	³2¾í±5¼@Ñ9°�Ò'®�Ô!¾�±

Ý�¾�»©¯	¹2¾zÑ2¯2°�Ð9°�Ô!¾�²	³	ÀT°>Ñ2½�º�¯2°�¹2°�Ô©Ñ9¾�²	²2°�¿�¶�³k·�¹	º�¯	¯	¼
G
Ü��bÐ2À�²9®�¿!»�Ñ9¾�¿�àÞ¿�º�×©¾�¿�¶�½�¾�²	²9®�¶�°�Ð2à�Ò�°



� ��� - � - "�/N�b��0	0#" - �2���2���	
	� - $	$	/N����
 - �B����
��!0 - �	��
	�	�	�	���������	��� ��"2 	0	0 �

¾�¾�Ò�°�±,±5º�¶�®�¶�³	½�²2°�¿�¶�à2´,Ò�°�¶�°�¹9®�Àk¯2°�»�½�°�Ð2À	¾�¶Ó³2¿�¯2°�Ð2à�»�°�½#®�¶�à�¿�¶�®�²'Ñ�®�¹	¶�²	¼_¾�°�¯2¾�¹9®�ø	³	³Â¿zÐ9°�Ô!¾�²	³	À
³íº'±5²2°�Ô!¾�²	³	ÀÓ½�Ò�°�Ð2à�ø2¾bÖ�²'Ñ9°�±,°�¹2ØJ³	»�±,°�½¸·�¹	º�¯	¯	¼

G
Ü

WNº�¿�¶�à
n > 2

Ü�O °�·�Ñ�®'´uÒ'®�Ò�Ð9¾�·�Ò�°Þ½�³'Ñ9¾�¶�à2´
γn(P ) 6 G

³�¯	¹2°�³	»�½�°�Ð2à�²	¼1ÛTÖ�Ð9¾�±,¾�²	¶Þ³	»>¯2°�Ñ	Õ
·�¹	º�¯	¯	¼

γn(P )(ϕ − id)
³2±,¾�¾�¶>½�³'Ñ

a(ϕ− id) = t−1ata−1,

·�Ñ9¾
a ∈ γn(P ).

WJ°�Ö�¶�°�±5º
γn(P )(ϕ − id) ⊆ γn+1(P ).

^7¾�¹	²2°�³Þ°�Ý�¹9®�¶�²2°�¾b½�Ò'Ð2ÙPµ2¾�²	³2¾�ÜL^V¿�®�±,°�±
Ñ9¾zÐ9¾�´

γn+1(P )
¯2°�¹2°�Ô©Ñ�®�¾�¶�¿�ÀÓÖ�Ð9¾�±,¾�²	¶�®�±5³�½�³'Ñ�®

t−katka−1 (a ∈ γn(G), k ∈ Z),

³�Ö�¶�³áÖ�Ð9¾�±,¾�²	¶�¼@¯	¹	³	²9®�Ñ	Ð9¾�Ô©®�¶
γn(P )(ϕ − id)

´ ¶�®�ÒkÒ'®�Ò�Ñ	Ð2ÀoÐ2ÙNÝ�°�·�°íÖ�Ð9¾�±,¾�²	¶�®
a ∈ γn(P )

³
Ñ	Ð2À�Ð2ÙNÝ�°�·�°�ø2¾zÐ9°�·�°>¯2°�Ð9°�Ô�³	¶�¾zÐ2à�²2°�·�°¸µ	³2¿zÐ�®

l

t−latla−1 = a(ϕl − id) = a(id+ ϕ+ ϕ2 + · · ·+ ϕl−1)(ϕ − id) ∈ γn(P )(ϕ− id);

tlat−la−1 = a(ϕ−l − id) = a(−ϕ−l)(ϕl − id)
= a(−ϕ−l)(id + ϕ+ ϕ2 + · · ·+ ϕl−1)(ϕ− id) ∈ γn(P )(ϕ − id).

Ou®�Ò	³2± °�Ý�¹9®�»�°�±1´
γn+1(P ) = γn(P )(ϕ − id)

¯	¹	³k½�¿�¾zð
n > 2.

UQ²9®�Ð9°�·�³	µ	²2°Ó¯	¹2°�½�¾�¹#À	¾�¶�¿�À�´
µ	¶�°

γ2(P ) = G(ϕ− id) Ü,YN»Q¯2°�¿zÐ9¾zÑ2²	³'ð>Ñ2½�º#ð>°�Ý�¿�¶�°�À'¶�¾zÐ2à�¿�¶�½�¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�´�µ	¶�°JÑ	Ð2À>Ò'®�Ô©Ñ9°�·�° n > 2

γn(P ) = G(ϕ− � � )n−1. (2)

dN°�¹2°"	©°T³	»�½�¾�¿�¶�²2°	´Pµ	¶�°Â¾�¿zÐ2³VÖ�²'Ñ9°�±,°�¹2ØJ³	»�±
ψ
¿�½�°�Ý�°�Ñ2²2°�Û ®�Ý�¾zÐ9¾�½�°�Û ·�¹	º�¯	¯	¼

V
Ò�°�²2¾�µ	²2°�·�°

¹9®�²	·�®Þ³	²���¾�Ò	¶�³	½�¾�²�´,¶�°Þ³	²'Ñ9¾�Ò�¿
[V : V ψ]

¿�°�½�¯9®�Ñ�®�¾�¶o¿¸±,°�Ñ2º�Ð9¾�± °�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ2³	¶�¾zÐ2ÀÂ±L®�¶�¹	³	ø	¼ Ö�²'Õ
Ñ9°�±,°�¹2ØJ³	»�±L®

ψ
ÜêMQ¶�¿�Ù7Ñ�®o³ë³	»í¶�°�·�°	´�µ	¶�°�±L®�¶�¹	³	ø9®oÖ�²'Ñ9°�±,°�¹2ØJ³	»�±L®

(ϕ − � � )n−1 ¿�°�½�¯9®�Ñ�®�¾�¶¿J±L®�¶�¹	³	ø2¾�Û
(A−E)n−1 ´	¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�´2µ	¶�°>¾�¿zÐ2³Þµ	³2¿zÐ9° d = det(A−E)

°�¶�Ð2³	µ	²2°¸°�¶>²	º�Ð2À�´'¶�°
[

G : G(ϕ− � � )n−1
]

= |det(A−E)|n−1 = |d|n−1,

³í¶�°�·�Ñ�®�½>¿�³'Ð2º ç þ�éLÑ	Ð2ÀíÒ'®�Ô©Ñ9°�·�° n > 2

[G : γn(P )] = |d|n−1. (3)

MPÝ�°�»�²9®�µ	³2± µ2¾�¹2¾�»
π(d)

±5²2°�Ô!¾�¿�¶�½�°ê½�¿�¾zðV¯	¹2°�¿�¶�¼7ðñÑ9¾zÐ2³	¶�¾zÐ9¾�Û]µ	³2¿zÐ�®
d
´J®Tµ2¾�¹2¾�»

π
P
â±5²2°�Ô!¾�¿�¶�½�°ß½�¿�¾zðñ¯	¹2°�¿�¶�¼7ðVµ	³2¿�¾zÐ

p
´_Ñ	Ð2ÀñÒ�°�¶�°�¹	¼7ð ·�¹	º�¯	¯9®

P Fp
Õ�®�¯	¯	¹2°�Ò�¿�³2±5³	¹	º�¾�±L®'Ü ��¶�³

°�Ý�°�»�²9®�µ2¾�²	³	ÀÞ¯2°�»�½�°�Ð2À'ÙP¶¸¯2¾�¹2¾�Øb°�¹2±5º�Ð2³	¹2°�½#®�¶�à¸¶�¾�°�¹2¾�±5º �©¿zÐ9¾zÑ2º�ÙP×!³2±ß°�Ý�¹9®�»�°�±1Ü
A9D �7���	�

det(A+E) 6= 0
* � -

π
P
= π(d)

6
CBD �7���	�

det(A+E) = 0
* � -

π
P
= {2} 6

�bÐ2ÀîÑ9°�Ò'®�»�®�¶�¾zÐ2à�¿�¶�½#®>¯2¾�¹	½�°�ÛÞµ9®�¿�¶�³Þ¶�¾�°�¹2¾�±5¼]¯	¹2°�½�¾�¹	³2±ê¿�²9®�µ9®�Ð�®'´2µ	¶�°
det(A+E) 6= 0 ∧ d 6= 0 =⇒ π

P
= π(d). (4)

^ ¿�®�±,°�± Ñ9¾zÐ9¾�´ ¯	º�¿�¶�à
det(A + E) 6= 0

³
d 6= 0

ÜîOu®�ÒTÒ'®�Ò
det(A ± E) 6= 0

´ ¶�°íÑ	Ð2À�Ð2ÙNÝ�°�·�°
²2¾�¾zÑ2³	²	³	µ	²2°�·�°íÖ�Ð9¾�±,¾�²	¶�®

h ∈ G ³2±,¾�¾�±
h(ϕ ± � � ) 6= 1

´B¶�ÜB¾�Ü
t−1ht 6= h±1 ÜJWJ°�Ö�¶�°�±5º�½ G ²2¾�¶

²2¾�¾zÑ2³	²	³	µ	²	¼7ðÞø	³	Ò'Ð2³	µ2¾�¿�Ò	³'ðÞ¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯�´2³	²	½#®�¹	³9®�²	¶�²	¼7ðÞ½
P
Ü

WJ°�Ò'®�Ô!¾�±f¿�²9®�µ9®�Ð�®'´�µ	¶�°
π(d) ⊆ π

P

ÜëWNº�¿�¶�à
p ∈ π(d)

ÜßOu®�ÒßÒ'®�Ò
d 6= 0

´�¶�°o½á¿�³'Ð2º ç ��éÑ	Ð2ÀÞÒ'®�Ô©Ñ9°�·�°
n > 2

·�¹	º�¯	¯9®
Gn = G/γn(P )

À'½�Ð2À	¾�¶�¿�ÀÞÒ�°�²2¾�µ	²2°�Ûá®�Ý�¾zÐ9¾�½�°�Û�·�¹	º�¯	¯2°�ÛÓ¯2°�¹#À�Ñ2Ò'®



$ �P
���" - 
b< 6��>6
|d|n−1 ÜëMQ¶�¿�Ù7Ñ�®�³Â³	»í¶�°�·�°	´Lµ	¶�° p ∈ π(d)

´�¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�´�µ	¶�°
pn−1 Ñ9¾zÐ2³	¶�¯2°�¹#À�Ñ9°�Òß·�¹	º�¯	¯	¼ Gn

Ü
WJ°�Ö�¶�°�±5º�´2¾�¿zÐ2³

Fn â p
ÕóÒ�°�±5¯2°�²2¾�²	¶�®�·�¹	º�¯	¯	¼

Gn
´'¶�° |Fn| > pn−1 Ü,WNº�¿�¶�à Qn â ¯	¹2°�³	»�½�¾zÑ9¾�²	³2¾

½�¿�¾zð�¯	¹	³2±L®�¹	²	¼7ðáÒ�°�±5¯2°�²2¾�²	¶�·�¹	º�¯	¯	¼
Gn
´ °�¶�Ð2³	µ	²	¼7ðk°�¶

Fn
Ü¸O °�·�Ñ�®

Gn/Qn ' Fn â Ò�°�²2¾�µ'Õ
²9®�À

p
Õó·�¹	º�¯	¯9®'Ü�Ou®�ÒëÒ'®�Ò

Qn 6 Gn = G/γn(P )
´,¶�°

Qn = Ln/γn(P )
´,·�Ñ9¾

Ln â ¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯9®
·�¹	º�¯	¯	¼

G
´#¿�°�Ñ9¾�¹#Ô©®�×�®�À

γn(P )
Ü,WJ°�¿�Ò�°�Ð2à�Ò	º

Qn
ð�®�¹9®�Ò	¶�¾�¹	³2¿�¶�³	µ	²9®\½

Gn
³
Gn

³	²	½#®�¹	³9®�²	¶�²9®b½
Pn = P/γn(P )

´2¶�°
Qn

³	²	½#®�¹	³9®�²	¶�²9®>½
Pn
Ü1MQ¶�¿�Ù7Ñ�®¸¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�´9µ	¶�°

Ln
³	²	½#®�¹	³9®�²	¶�²9®¸½

P
Ü�Ou®�Ò

Ò'®�Ò
γn(P )

¿�°�Ñ9¾�¹#Ô�³	¶�¿�Àß½
Ln
´5¶�°oØ\®�Ò	¶�°�¹'Õó·�¹	º�¯	¯9®

P/Ln
²	³'Ð2à�¯2°�¶�¾�²	¶�²9®�³�´,Ò	¹2°�±,¾�¶�°�·�°	´L°�²9®

À'½�Ð2À	¾�¶�¿�ÀÞ¹9®�¿�×©¾�¯'Ð2À	¾�±5¼_±ß¹9®�¿ 	!³	¹2¾�²	³2¾�±ßÒ�°�²2¾�µ	²2°�Û
p
Õó·�¹	º�¯	¯	¼

G/Ln ' (G/γn(P )) / (Ln/γn(P )) = Gn/Qn ' Fn¿N¯2°�±,°�×!à�Ù ¿�º'Ý�²2°�¹2±L®�Ð2à�²2°�Û�Ý�¾�¿�Ò�°�²2¾�µ	²2°�Û�ø	³	Ò'Ð2³	µ2¾�¿�Ò�°�Û�¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯	¼bÜ�WJ°�Ö�¶�°�±5ºî·�¹	º�¯	¯9®
P/Ln

Fp
Õ�®�¯	¯	¹2°�Ò2¿�³2±5³	¹	º�¾�±L®ë½Â¿�³'Ð2ºê¿�Øb°�¹2±5º�Ð2³	¹2°�½#®�²	²2°�Û ½�¼
	©¾Ó¶�¾�°�¹2¾�±5¼ þ'ÜÚOu®�ÒVÒ'®�Ò |G/Ln| =

|Fn| > pn−1 ´'¶�°�³	²'Ñ9¾�Ò�¿�¼]¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯ Ln ½�·�¹	º�¯	¯2¾ G ²2¾J°�·�¹9®�²	³	µ2¾�²	¼bÜ�WJ°�Ö�¶�°�±5ºî¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯9®

L =
∞
⋂

n=2

Ln

³2±,¾�¾�¶Ó½
G
Ý�¾�¿�Ò�°�²2¾�µ	²	¼1ÛÂ³	²'Ñ9¾�Ò�¿�ÜÓMQ¶�¿�Ù7Ñ�®Þ³á³	»>¶�°�·�°	´uµ	¶�°

G â ¿�½�°�Ý�°�Ñ2²9®�ÀÂ®�Ý�¾zÐ9¾�½#®Þ·�¹	º�¯	¯9®
¹9®�²	·�®Þþ'´ ¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�´�µ	¶�°

L â ø	³	Ò'Ð2³	µ2¾�¿�Ò'®�Àá·�¹	º�¯	¯9®'´�À'½�Ð2À'ÙP×�®�À	¿�À�´�Ò�¶�°�±5º�Ô!¾�´�³	²	½#®�¹	³9®�²	¶�²2°�Û
¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯2°�ÛÓ·�¹	º�¯	¯	¼

P
Ü,HJ°�½�¼
	©¾J°�¶�±,¾�µ9®�Ð9°�¿�à2´9µ	¶�°

G
²2¾b¿�°�Ñ9¾�¹#Ô�³	¶�²2¾�¾zÑ2³	²	³	µ	²	¼7ðÞø	³	Ò'Ð2³	µ2¾zÕ

¿�Ò	³'ðk¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯T³	²	½#®�¹	³9®�²	¶�²	¼7ðÂ½
P
ÜÞWJ°�Ö�¶�°�±5º

L = 1
´u¶�Üu¾�Ü

P
®�¯	¯	¹2°�Ò�¿�³2±5³	¹	º�¾�±L®�Ø\®�Ò	¶�°�¹'Õ

·�¹	º�¯	¯9®�±5³
P/Ln

´�Ò�°�¶�°�¹	¼_¾�´'½!¿�½�°�Ù °�µ2¾�¹2¾zÑ2à2´
Fp
Õ�®�¯	¯	¹2°�Ò�¿�³2±5³	¹	º�¾�±5¼bÜ1MQ¶�¿�Ù7Ñ�®!¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�´�µ	¶�°

PÀ'½�Ð2À	¾�¶�¿�À
Fp
Õ�®�¯	¯	¹2°�Ò�¿�³2±5³	¹	º�¾�±,°�Û�´�¶�Ü2¾�Ü

p ∈ π
P

Ü
WJ°�Ò'®�Ô!¾�± ¶�¾�¯2¾�¹	à2´5µ	¶�°

π
P
⊆ π(d)

ÜíWN¹2¾zÑ2¯2°�Ð9°�Ô�³2±1´,µ	¶�°
p ∈ π

P

´ ³k¯2°�Ò'®�Ô!¾�±1´5µ	¶�°Þ¶�°�·�Ñ�®
p ∈ π(d)

Ü"�!°�¯	º�¿�¶�³2±Ú¯	¹2°�¶�³	½�²2°�¾�´L¶�Üu¾�ÜÓÑ9°�¯	º�¿�¶�³2±1´,µ	¶�°
p
½�»�®�³2±5²2°�¯	¹2°�¿�¶�°o¿

d
ÜoWNº�¿�¶�à

ρ â·�°�±,°�±,°�¹2ØJ³	»�±Â·�¹	º�¯	¯	¼
P
²9®\Ò�°�²2¾�µ	²	º�Ù

p
Õó·�¹	º�¯	¯	º�ÜLOu®�ÒîÒ'®�ÒîÐ2ÙNÝ�®�ÀîÒ�°�²2¾�µ	²9®�À

p
Õó·�¹	º�¯	¯9®!²	³'Ð2à�Õ

¯2°�¶�¾�²	¶�²9®'´�¶�°�·�°�±,°�±,°�¹2ØJ³	»�±
ρ
¯	¹2°�ð#°�Ñ2³	¶Þµ2¾�¹2¾�»>¾�¿�¶�¾�¿�¶�½�¾�²	²	¼1Ûá·�°�±,°�±,°�¹2ØJ³	»�±

P → P/γn(P )Ñ	Ð2ÀîÑ9°�¿�¶�®�¶�°�µ	²2°îÝ�°�Ð2à�	©°�·�°
n
Ü�MQ¶�¿�Ù7Ñ�®�³Þ³	»b¶�°�·�°	´2µ	¶�°>¯2°�¹#À�Ñ9°�ÒÓ·�¹	º�¯	¯	¼

G/γn(P )
½¸¿�³'Ð2º ç ��é¿�°�½�¯9®�Ñ�®�¾�¶>¿Pµ	³2¿zÐ9°�± |d|n−1 ´�½�»�®�³2±5²2°!¯	¹2°�¿�¶�¼_±ë¿ p ´�¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�´	µ	¶�° Gρ = 1

Ü ��¶�°!¯	¹2°�¶�³	½�°�¹2¾�µ	³	¶
¶�°�±5º�´	µ	¶�°

p ∈ π
P

Ü,Ou®�Ò	³2±ê°�Ý�¹9®�»�°�±1´
π

P
⊆ π(d) ´	³Þº�¶�½�¾�¹#Ô©Ñ9¾�²	³2¾ ç ú�é�Ñ9°�Ò'®�»�®�²2°	ÜO ¾�¯2¾�¹	à>Ñ	Ð2ÀîÑ9°�Ò'®�»�®�¶�¾zÐ2à�¿�¶�½#®>¯2¾�¹	½�°�ÛÞµ9®�¿�¶�³Ó¶�¾�°�¹2¾�±5¼ ²9®�±ß°�¿�¶�®�¾�¶�¿�ÀÞ¯	¹2°�½�¾�¹	³	¶�à2´9µ	¶�°

�
���
(A+E) 6= 0 ∧ d = 0 =⇒ π

P
= π(d). (5)
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(A+E) 6= 0

³
d = 0

ÜuWJ°�Ò'®�Ô!¾�±1´#µ	¶�°
π

P
= π(d)

Ü5Ou®�Ò©Ò'®�Ò
d = 0

´�¶�°P±5²2°�Ô!¾�¿�¶�½�°
π(d)¿�°�½�¯9®�Ñ�®�¾�¶J¿�±5²2°�Ô!¾�¿�¶�½�°�±�½�¿�¾zðb¯	¹2°�¿�¶�¼7ð\µ	³2¿�¾zÐ Ü5WJ°Q¿�Øb°�¹2±5º�Ð2³	¹2°�½#®�²	²2°�Û©½�¼
	©¾L¶�¾�°�¹2¾�±,¾�e�¹	ÙP²'Õ

Ý�¾�¹	·�®�Ò�°�²2¾�µ	²2°�¯2°�¹2°�Ô©Ñ9¾�²	²9®�Àë²	³'Ð2à�¯2°�¶�¾�²	¶�²9®�Àë·�¹	º�¯	¯9®�Ý�¾�»îÒ	¹	º�µ2¾�²	³	À
Fp
Õ�®�¯	¯	¹2°�Ò�¿�³2±5³	¹	º�¾�±L®

Ñ	Ð2ÀÞÐ2ÙNÝ�°�·�°¸¯	¹2°�¿�¶�°�·�°�µ	³2¿zÐ�®
p
ÜQWJ°�Ö�¶�°�±5ºíÑ9°�Ò'®�»�®�¶�¾zÐ2à�¿�¶�½�°í¹9®�½�¾�²2¿�¶�½#®

πP = π(d)
¿�½�°�Ñ2³	¶�¿�À�Ò

Ñ9°�Ò'®�»�®�¶�¾zÐ2à�¿�¶�½�ºá²	³'Ð2à�¯2°�¶�¾�²	¶�²2°�¿�¶�³Â·�¹	º�¯	¯	¼
P
Ü>Ou®�ÒkÒ'®�Ò

d = 0
´�¶�°íÖ�²'Ñ9°�±,°�¹2ØJ³	»�±

ϕ − � ��²2¾³	²���¾�Ò	¶�³	½�¾�²�Ü7MQ¶�¿�Ù7Ñ�®b³�³	»Q¶�°�·�°	´�µ	¶�°
ϕ− � � â Ö�²'Ñ9°�±,°�¹2ØJ³	»�±Â¿�½�°�Ý�°�Ñ2²2°�ÛÞ®�Ý�¾zÐ9¾�½�°�Ûî·�¹	º�¯	¯	¼

G¹9®�²	·�®�þ>¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�´9µ	¶�°
G(ϕ − � � ) â ø	³	Ò'Ð2³	µ2¾�¿�Ò'®�À�·�¹	º�¯	¯9®'Ü1HJ°>½¸¿�³'Ð2º ç ú�é G(ϕ − � � ) = γ2(P )

Ü
WJ°�Ö�¶�°�±5º

γ2(P )
¯2°�¹2°�Ô©Ñ�®�¾�¶�¿�Àk²2¾�Ò�°�¶�°�¹	¼_±]Ö�Ð9¾�±,¾�²	¶�°�±

h ∈ G Ü¸Ou®�ÒáÒ'®�Ò γ2(P ) ²2°�¹2±L®�Ð2à�²9®í½
P
´�¶�°

t−1ht = h±1 Ü¸WJ°�Ò'®�Ô!¾�±1´uµ	¶�° t−1ht = h
Ü �!°�¯	º�¿�¶�³2± ¯	¹2°�¶�³	½�²2°�¾�Ü�O °�·�Ñ�®

t−1ht = h−1³
h 6= 1

Ü\MQ¶�¿�Ù7Ñ�®î¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�´�µ	¶�°�Ö�²'Ñ9°�±,°�¹2ØJ³	»�±
ϕ + � ��²2¾\³	²���¾�Ò	¶�³	½�¾�²�Ü\HJ°�Ö�¶�°�²2¾�½�°�»�±,°�Ô�²2°	´¯2°�¿�Ò�°�Ð2à�Ò	º �
���

(A + E) 6= 0
Ü Ou®�Ò	³2±f°�Ý�¹9®�»�°�±1´

t−1ht = h
ÜVWJ°�Ö�¶�°�±5º

γ2(P ) â ø2¾�²	¶�¹9®�Ð2à�Õ
²9®�À�¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯9®Þ·�¹	º�¯	¯	¼

P
´�³�´u¿zÐ9¾zÑ9°�½#®�¶�¾zÐ2à�²2°	´5·�¹	º�¯	¯9®

P
²	³'Ð2à�¯2°�¶�¾�²	¶�²9®'Ü�gP¶�½�¾�¹#Ô©Ñ9¾�²	³2¾ ç ��éÑ9°�Ò'®�»�®�²2°	Ü

�!°�Ò'®�Ô!¾�±ê¶�¾�¯2¾�¹	à>½�¶�°�¹	º�ÙÚµ9®�¿�¶�à>¶�¾�°�¹2¾�±5¼b´2¶�Ü2¾�Ü,¿zÐ9¾zÑ2º�ÙP×©¾�¾Jº�¶�½�¾�¹#Ô©Ñ9¾�²	³2¾��
�
���

(A+E) = 0 =⇒ πP = {2}. (6)
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(A+E) = 0
ÜuWJ°�Ò'®�Ô!¾�±1´�µ	¶�°

π
P
= {2} Ü,Ou®�Ò>Ò'®�Ò �
��� (A+E) = 0

´�¶�°N½
G
¿�º�×©¾�¿�¶�½�º#Õ

¾�¶P²2¾�¾zÑ2³	²	³	µ	²	¼1Û>Ö�Ð9¾�±,¾�²	¶
h
¶�®�Ò�°�Û�´�µ	¶�°

t−1ht = h−1 Ü5MPÝ�°�»�²9®�µ	³2±�µ2¾�¹2¾�» x Ö�Ð9¾�±,¾�²	¶J·�¹	º�¯	¯	¼ G ´À'½�Ð2À'ÙP×!³	Û2¿�ÀÞÒ�°�¹	²2¾�±ê³	»
h
±L®�Ò�¿�³2±L®�Ð2à�²2°�Ûo½�°�»�±,°�Ô�²2°�Ûo¿�¶�¾�¯2¾�²	³�Ü1Ou®�ÒÓÒ'®�ÒÓ³	»�½�Ð9¾�µ2¾�²	³2¾\Ò�°�¹	²	À

½
G
°�Ý�Ð�®�Ñ�®�¾�¶á¿�½�°�Û2¿�¶�½�°�±h°�Ñ2²2°�»�²9®�µ	²2°�¿�¶�³ê³

t−1ht = h−1 ´,¶�° t−1xt = x−1 ÜáWJ°�Ö�¶�°�±5ºkø	³	Ò'ÕÐ2³	µ2¾�¿�Ò'®�À�¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯9®
X
·�¹	º�¯	¯	¼

G
´9¯2°�¹2°�Ô©Ñ9¾�²	²9®�ÀoÖ�Ð9¾�±,¾�²	¶�°�±

x
´9³	²	½#®�¹	³9®�²	¶�²9®¸½

G
ÜQ^ ¿�³'Ð2º

½�¼_Ý�°�¹9®�Ö�Ð9¾�±,¾�²	¶�®
x
¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯9®

X
³	»�°�Ð2³	¹2°�½#®�²9®o½

G
ÜTOu®�Ò	³2± °�Ý�¹9®�»�°�±1´

X â Ý�¾�¿�Ò�°�²2¾�µ	²9®�À
ø	³	Ò'Ð2³	µ2¾�¿�Ò'®�ÀÓ³	»�°�Ð2³	¹2°�½#®�²	²9®�À�¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯9®¸¿�½�°�Ý�°�Ñ2²2°�Û�®�Ý�¾zÐ9¾�½�°�ÛÓ·�¹	º�¯	¯	¼

G
¹9®�²	·�®¸þ'Ü�WJ°�Ö�¶�°�±5º

G/X â Ý�¾�¿�Ò�°�²2¾�µ	²9®�Àîø	³	Ò'Ð2³	µ2¾�¿�Ò'®�Àí·�¹	º�¯	¯9®\¯	¹	³	µ2¾�±1´'Ò'®�ÒÞ°�¶�±,¾�µ9®�Ð9°�¿�à�½�¼
	©¾�´
X
³	²	½#®�¹	³9®�²	¶�²9®

½
P
Ü5ZÓ¼ë¯2°�Ð2º�µ9®�¾�±1´#¶�®�Ò	³2±k°�Ý�¹9®�»�°�±1´�½b·�¹	º�¯	¯2¾

P
²2°�¹2±L®�Ð2à�²	¼1Û¸¹#À�Ñ

1 6 X 6 G 6 P
¿7ø	³	Ò'Ð2³'Õ

µ2¾�¿�Ò	³2±5³¸Ø\®�Ò	¶�°�¹9®�±5³�ÜLXLÐ9¾zÑ9°�½#®�¶�¾zÐ2à�²2°	´�·�¹	º�¯	¯9®
P
¿�½�¾�¹�ð'¹9®�»�¹2¾ 	!³2±L®'´#¯	¹	³	µ2¾�±á°�²9®P²2¾7À'½�Ð2À	¾�¶�¿�À

²	³'Ð2à�¯2°�¶�¾�²	¶�²2°�Û�´�¯2°�¿�Ò�°�Ð2à�Ò	º
t−1ht = h−1 ÜuWJ°�Ö�¶�°�±5º\¶�¹2¾�Ý�º�¾�±,°�¾7¹9®�½�¾�²2¿�¶�½�° π

G
= {2} ½�¼1¶�¾�Ò'®�¾�¶³	»¸¿zÐ9¾zÑ2º�ÙP×!³'ðoÑ2½�º#ðoº�Ô!¾¸¿�Øb°�¹2±5º�Ð2³	¹2°�½#®�²	²	¼7ðá½�¼
	©¾�¹2¾�»�º�Ð2à�¶�®�¶�°�½"��Ü Y�Ü�Z�°�Ð	Ñ�®�½#®�²2¿�Ò�°�·�°Ó³

��Ü�H�Ü�UQ»�®�¹2°�½#® � Ð2ÙNÝ�®�À�¿�½�¾�¹�ð'¹9®�»�¹2¾ 	!³2±L®�À>·�¹	º�¯	¯9®JÝ�¾�»_Ò	¹	º�µ2¾�²	³	À
F2
Õ�®�¯	¯	¹2°�Ò�¿�³2±5³	¹	º�¾�±L® � ¾�¿zÐ2³¿�½�¾�¹�ð'¹9®�»�¹2¾ 	!³2±L®�Àá·�¹	º�¯	¯9®

Fp
Õ�®�¯	¯	¹2°�Ò�¿�³2±5³	¹	º�¾�±L®ÞÑ	Ð2Ào²2¾�µ2¾�¶�²2°�·�°Þ¯	¹2°�¿�¶�°�·�°íµ	³2¿zÐ�®

p
´�¶�°Þ°�²9®

²	³'Ð2à�¯2°�¶�¾�²	¶�²9®'Ü�gP¶�½�¾�¹#Ô©Ñ9¾�²	³2¾ ç ��é�Ñ9°�Ò'®�»�®�²2°	Ü

G�DPmot���r'q#r
	'ª ��� �
	'v9t�	'ª#t9suª,+�� C
WNº�¿�¶�à

P â ¹9®�¿�×©¾�¯'Ð2À	¾�±,°�¾>¹9®�¿ 	!³	¹2¾�²	³2¾�Ò�°�²2¾�µ	²2°Þ¯2°�¹2°�Ô©Ñ9¾�²	²2°�Û
Fp
Õ�®�¯	¯	¹2°�Ò2¿�³2±5³	¹	º�¾�±,°�Û

·�¹	º�¯	¯	¼
G
¿!¯2°�±,°�×!à�Ù

Fp
Õ�®�¯	¯	¹2°�Ò�¿�³2±5³	¹	º�¾�±,°�ÛT·�¹	º�¯	¯	¼

T
´�¿�º'Ý�²2°�¹2±L®�Ð2à�²2°�Ûá½

P
Ü\WJ°�Ò'®�Ô!¾�±1´

µ	¶�°�·�¹	º�¯	¯9®
P
À'½�Ð2À	¾�¶�¿�À

Fp
Õ�®�¯	¯	¹2°�Ò�¿�³2±5³	¹	º'¾�±,°�Û�Ü

R5®�¿�¿�±,°�¶�¹	³2±V¿�²9®�µ9®�Ð�®¸µ9®�¿�¶�²	¼1Ûo¿zÐ2º�µ9®�Û�´9Ò�°�·�Ñ�®>·�¹	º�¯	¯9®
G
À'½�Ð2À	¾�¶�¿�ÀÓÒ�°�²2¾�µ	²2°�Û

p
Õó·�¹	º�¯	¯2°�Û�Ü

^ëÖ�¶�°�±T¿zÐ2º�µ9®�¾Q³	²'Ñ9¾�Ò�¿
[P : T ]

Ò�°�²2¾�µ2¾�²î³�À'½�Ð2À	¾�¶�¿�À�¿�¶�¾�¯2¾�²	à�Ù]µ	³2¿zÐ�®
p
Ü5Ou®�ÒîÒ'®�Ò

T â ¿�º'Ý�²2°�¹'Õ
±L®�Ð2à�²9®�Àí¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯9®�·�¹	º�¯	¯	¼

P
´'¶�°>¿�º�×©¾�¿�¶�½�º�¾�¶>¯2°�¿zÐ9¾zÑ9°�½#®�¶�¾zÐ2à�²2°�¿�¶�à

T = P0 6 P1 6 . . . 6 Pn = P

¶�®�Ò'®�À�´Jµ	¶�°ÂÑ	Ð2À Ò'®�Ô©Ñ9°�·�°
k = 1, 2, . . . , n

¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯9®
Pk−1

²2°�¹2±L®�Ð2à�²9®ß½
Pk
ÜìMQµ2¾�½�³'Ñ2²2°	´

µ	¶�°
Pk/Pk−1 â Ò�°�²2¾�µ	²9®�À

p
Õó·�¹	º�¯	¯9®'Ü dN°�¹2°"	©°ñ³	»�½�¾�¿�¶�²2°ñ³ Ð9¾�·�Ò�°ñ¯	¹2°�½�¾�¹#À	¾�¶�¿�À ç ¿�±1Üõ´!²9®�Õ¯	¹	³2±,¾�¹�´Jô ��ö éz´�µ	¶�°�Ð2ÙNÝ�°�¾í¹9®�¿ 	!³	¹2¾�²	³2¾

Fp
Õ�®�¯	¯	¹2°�Ò�¿�³2±5³	¹	º�¾�±,°�Û ·�¹	º�¯	¯	¼ì¿í¯2°�±,°�×!à�Ù Ò�°�²2¾�µ'Õ

²2°�Û
p
Õó·�¹	º�¯	¯	¼ ¿�®�±,°oÀ'½�Ð2À	¾�¶�¿�À

Fp
Õ�®�¯	¯	¹2°�Ò�¿�³2±5³	¹	º�¾�±,°�ÛV·�¹	º�¯	¯2°�Û�ÜëWJ°�Ö�¶�°�±5º�´�³2¿�¯2°�Ð2à�»�º�À

Fp
Õ

®�¯	¯	¹2°�Ò�¿�³2±5³	¹	º'¾�±,°�¿�¶�àk·�¹	º�¯	¯	¼
T
´,³	²'Ñ2º�Ò	ø	³2¾�Ûë¯2°

n
Ð9¾�·�Ò�°o½�³'Ñ9¾�¶�à2´Lµ	¶�°�·�¹	º�¯	¯9®

P
À'½�Ð2À	¾�¶�¿�À

Fp
Õ�®�¯	¯	¹2°�Ò�¿�³2±5³	¹	º�¾�±,°�Û�Ü
�bÐ2ÀîÑ9°�Ò'®�»�®�¶�¾zÐ2à�¿�¶�½#®>¶�¾�°�¹2¾�±5¼]½>°�Ý�×©¾�±ß¿zÐ2º�µ9®�¾NÑ9°�¿�¶�®�¶�°�µ	²2°�Ñ	Ð2ÀíÒ'®�Ô©Ñ9°�·�°>²2¾�¾zÑ2³	²	³	µ	²2°�·�°

Ö�Ð9¾�±,¾�²	¶�®
f ∈ P º�Ò'®�»�®�¶�àÓ²2°�¹2±L®�Ð2à�²	º�Ù ¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯	º

N
·�¹	º�¯	¯	¼

P
´�²2¾�¿�°�Ñ9¾�¹#Ô©®�×!º�Ù Ö�Ð9¾�±,¾�²	¶

f
³Þ¶�®�Ò	º�Ù©´2µ	¶�°¸Ø\®�Ò	¶�°�¹'Õó·�¹	º�¯	¯9®

P/N Fp
Õ�®�¯	¯	¹2°�Ò�¿�³2±5³	¹	º�¾�±L®'ÜQIL¿zÐ2³

f 6∈ G ´2¶�°>½>Ò'®�µ2¾�¿�¶�½�¾ N±,°�Ô�²2°�½�»�À'¶�à�¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯	º
G
´5¶�®�ÒÂÒ'®�Ò

P/G ∼= T â Fp
Õ�®�¯	¯	¹2°�Ò�¿�³2±5³	¹	º�¾�±L®�Àë·�¹	º�¯	¯9®'Ü�WNº�¿�¶�à

¶�¾�¯2¾�¹	à
f ∈ G

ÜoOu®�ÒÂÒ'®�ÒÂ·�¹	º�¯	¯9®
G
À'½�Ð2À	¾�¶�¿�À

Fp
Õ�®�¯	¯	¹2°�Ò�¿�³2±5³	¹	º�¾�±,°�Û�´�¶�°�½�²2¾�ÛÂ¿�º�×©¾�¿�¶�½�º#Õ

¾�¶o²2°�¹2±L®�Ð2à�²9®�ÀÂ¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯9®
R
´5²2¾î¿�°�Ñ9¾�¹#Ô©®�×�®�ÀßÖ�Ð9¾�±,¾�²	¶

f
³Â¶�®�Ò'®�À�´Lµ	¶�°

G/R â Ò�°�²2¾�µ	²9®�À
p
Õó·�¹	º�¯	¯9®'ÜÞWNº�¿�¶�à�¶�¾�¯2¾�¹	à

V â ±5²2°�Ô!¾�¿�¶�½�°o½�¿�¾zðá·�¹	º�¯	¯2°�½�¼7ðT¿zÐ9°�½2´u¶�°�Ô©Ñ9¾�¿�¶�½�¾�²	²2°o¹9®�½�²	¼7ðñï
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