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1. Введение. Пусть K – абстрактный класс групп, содержащий хотя бы одну
неединичную группу. Класс K называется корневым, если выполнены следующие
три условия:

1) если группа 𝐴 принадлежит классу K и 𝐵 – подгруппа группы 𝐴, то группа 𝐵
также принадлежит классу K ;

2) прямое произведение любых двух групп из класса K принадлежит классу K ;
3) если 1 6 𝐶 6 𝐵 6 𝐴 – субнормальный ряд группы 𝐴 такой, что фактор-груп-

пы 𝐴/𝐵 и 𝐵/𝐶 принадлежат классу K , то в группе 𝐴 существует нормальная
подгруппа 𝐷 такая, что 𝐷 ⊆ 𝐶 и 𝐴/𝐷 принадлежит классу K .

Напомним, что группа 𝐺 называется аппроксимируемой классом K (или короче
K -аппроксимируемой), если для любого неединичного элемента 𝑔 группы 𝐺 cуще-
ствует гомоморфизм 𝜙 группы 𝐺 на некоторую группу из класса K , переводящий
элемент 𝑔 в элемент отличный от 1.

Если класс K совпадает с классом F всех конечных групп, то понятие K -аппро-
ксимируемости совпадает с классическим понятием финитной аппроксимируемо-
сти. Наряду с финитной аппроксимируемостью рассматривается также F𝑝-аппро-
ксимируемость, F𝜋-аппроксимируемость и 𝑆-аппроксимируемость, где 𝑝 – простое
число, 𝜋 – множество простых чисел, F𝑝 – класс всех конечных 𝑝-групп, F𝜋 – класс
всех конечных 𝜋-групп, 𝑆 – класс всех разрешимых групп. Заметим, что все пере-
численные классы F , F𝑝, F𝜋, 𝑆 являются корневыми и замкнутыми относительно
факторизации.

Пусть 𝐺 – группа, 𝐻 и 𝐾 – подгруппы группы 𝐺 и 𝜙 : 𝐻 → 𝐾 – изоморфизм
подгруппы 𝐻 на подгруппу 𝐾. Рассмотрим HNN-расширение

𝐺* = ⟨𝐺, 𝑡; 𝑡−1𝐻𝑡 = 𝐾, 𝜙⟩
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группы 𝐺 с подгруппами 𝐻 и 𝐾 связанными изоморфизмом 𝜙. В работе рассматри-
вается вопрос об аппроксимируемости корневым классом K HNN-расширения 𝐺*

в случае, когда подгруппы 𝐻 и 𝐾 являются центральными. Здесь доказана следу-
ющая теорема.

Теорема 1. Пусть 𝐺* – HNN-расширение группы 𝐺 с центральными подгруп-
пами 𝐻 и 𝐾 , связанными изоморфизмом 𝜙, причем 𝐻 ∩𝐾 = 1. Пусть K – кор-
невой класс групп, замкнутый относительно факторизации. Тогда справедливы
следующие утверждения.

1) если группа 𝐺 принадлежит классу K , то группа 𝐺* аппроксимируема клас-
сом K ;

2) если группа 𝐺 аппроксимируема классом K , а подгруппы 𝐻 и 𝐾 конечные,
то группа 𝐺* аппроксимируема классом K .

Поскольку класс F𝜋 всех конечных 𝜋-групп является корневым и замкнутым
относительно факторизации, то непосредственным следствием теоремы 1 является
следующее утверждение.

Следствие 1. Пусть 𝜋 – произвольное множество простых чисел. Любое
HNN-расширение F𝜋-аппроксимируемой группы 𝐺 с конечными центральными под-
группами 𝐻 и 𝐾 , пересекающимися тривиально, является F𝜋-аппроксимируемой
группой.

Это следствие обобщает следующий результат Молдаванского из [1].

Пусть 𝑝 – простое число. Любое HNN-расширение F𝑝-аппроксимируемой груп-
пы 𝐺 с конечными центральными подгруппами 𝐻 и 𝐾 , пересекающимися триви-
ально, является F𝑝-аппроксимируемой группой.

Частным случаем этого утверждения является следующий результат, полученный
Тумановой в статье [2].

Любое HNN-расширение конечной 𝑝-группы 𝐺 с центральными подгруппами 𝐻
и 𝐾 , пересекающимися тривиально, является F𝑝-аппроксимируемой группой.

В приведенных выше результатах предполагается, что связанные подгруппы 𝐻
и 𝐾 пересекаются тривиально. Это предположение существенно. В самом деле,
HNN-расширение конечной 𝑝-группы с центральными связанными подгруппами не
обязано быть F𝑝-аппроксимируемой группой. В качестве соответствующего при-
мера можно рассмотреть группу ⟨𝐺, 𝑡; 𝑡−1𝐺𝑡 = 𝐺, 𝜙⟩, где 𝐺 – неединичная абелева
𝑝-группа, 𝜙 – автоморфизм группы 𝐺, порядок которого взаимно прост с 𝑝.

В случае, когда связанные подгруппы 𝐻 и 𝐾 являются центральными и име-
ют неединичное пересечение, вопрос об K -аппроксимируемости HNN-расширения
K -группы 𝐺 остается неисследованным. Для обобщенных свободных произведений
аналогичный вопрос решается следующим образом.

Теорема 2. Пусть K – корневой класс групп, замкнутый относительно фак-
торизации. Тогда свободное произведение двух групп из класса K с центральными
объединенными подграппами является K -аппроксимируемой группой.

Эта теорема была доказана Азаровым и Тумановой в работе [3].
Вопросам F -аппроксимируемости и F𝑝-аппроксимируемости HNN-расширений

с центральными связными подгруппами посвящены работы Молдаванского [4] и [1].



АППРОКСИМИРУЕМОСТЬ HNN-РАСШИРЕНИЯ С ЦЕНТРАЛЬНЫМИ 667

Так в [4] получен критерий F -аппроксимируемости группы 𝐺* = ⟨𝐺, 𝑡; 𝑡−1𝐻𝑡 = 𝐾, 𝜙⟩
при условии, что 𝐻 и 𝐾 – собственные конечно порожденные центральные подгруп-
пы группы 𝐺 и в группе 𝐺 финитно отделимы все подгруппы, лежащие в подгруппе
𝐻 ·𝐾 и имеющие в ней конечный индекс. Аналогичные утверждения для F𝑝-аппро-
ксимируемости HNN-расширений получены в работе [1].

2. Вспомогательные утверждения. Для доказательства теоремы 1 исполь-
зуется несколько известных результатов. Первые две леммы относятся к известным
свойствам корневых классов. Первая из них была доказана Грюнбергом в [5], вторая
получена Азаровым и Тьеджо в статье [6].

Лемма 1. Пусть K – корневой класс групп. Свободное произведение любого
семейства K -аппроксимируемых групп является K -аппроксимируемой группой.

Лемма 2. Пусть K – корневой класс групп. Расширение K -аппроксимируемой
группы с помощью группы из класса K является K -аппроксимируемой группой.

Следующая лемма является очевидным свойством группы, аппроксимируемой
корневым классом.

Лемма 3. Пусть группа 𝐺 аппроксимируется корневым классом K и 𝑃 – ко-
нечная подгруппа группы 𝐺. Тогда в группе 𝐺 существует нормальная подгруппа 𝑁
такая, что 𝑁 ∩ 𝑃 = 1 и 𝐺/𝑁 ∈ K .

Доказательство. Для любого неединичного элемента 𝑥 подгруппы 𝑃 рассмот-
рим гомоморфизм 𝜙𝑥 группы 𝐺 на некоторую группу из класса K такой, что
𝑥𝜙𝑥 ̸= 1. Обозначим через 𝑁𝑥 ядро гомоморфизма 𝜙𝑥. Очевидно, что 𝑥 /∈ 𝑁𝑥, и
фактор-группы 𝐺/𝑁𝑥 принадлежат классу K . Тогда обозначим через 𝑁 пересече-
ние подгрупп 𝑁𝑥 по всем неединичным элементам 𝑥 подгруппы 𝑃 . Тогда 𝑁 ∩ 𝑃 = 1,
и фактор-группа 𝐺/𝑁 вкладывается в прямое произведение фактор-групп 𝐺/𝑁𝑥.
Отсюда и из замкнутости класса K относительно подгрупп и прямых произведе-
ний следует, что 𝐺/𝑁 ∈ K . Поэтому подгруппа 𝑁 является искомой.

Следующие две леммы относятся к свойствам HNN-расширений. Первая из них
была получена Каррасом и Солитером в статье [7].

Лемма 4. Пусть 𝐺* – HNN-расширение группы 𝐺 с подгруппами 𝐻 и 𝐾 , свя-
занными изоморфизмом 𝜙. Если 𝐿 – подгруппа группы 𝐺* такая, что

𝐿 ∩ 𝑥−1𝐻𝑥 = 1, 𝑥 ∈ 𝐺*, 𝐿 ∩ 𝑦−1𝐾𝑦 = 1, 𝑦 ∈ 𝐺*,

то группа 𝐿 раскладывается в свободное произведение некоторой свободной группы
и некоторых пересечений 𝐿 ∩ 𝑥−1𝐺𝑥, где 𝑥 ∈ 𝐺.

В частности, если 𝐿 – нормальная подгруппа группы 𝐺 и 𝐿 ∩𝐻 = 1 = 𝐿 ∩𝐾 ,
то группа 𝐿 раскладывается в свободное произведение некоторой свободной группы
и некоторых пересечений 𝐿 ∩ 𝑥−1𝐺𝑥, где 𝑥 ∈ 𝐺.

Лемма 5. Пусть 𝐺* = ⟨𝐺, 𝑡; 𝑡−1𝐻𝑡 = 𝐻, id⟩ – HNN-расширение группы 𝐺 с под-
группами 𝐻 и 𝐻 связанными относительно тождественного изоморфизма id :
𝐻 → 𝐻 . Тогда существует гомоморфизм группы 𝐺* на группу 𝐺, который дей-
ствует тождественно на группе 𝐺 и переводит 𝑡 в 1.

Доказательство. Так как группа 𝐺* определяется всеми определяющими соот-
ношениями группы 𝐺 и соотношениями вида 𝑡−1ℎ𝑡 = ℎ, где ℎ∈𝐻, все определяющие
соотношения группы 𝐺* переходят в верные равенства группы 𝐺 при отображени-
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ях id : 𝐺 → 𝐺 и 𝑡 → 1. Поэтому данное отображение может быть продолжено до
гомоморфизма 𝐺* → 𝐺.

3. Доказательство п. 1) теоремы 1. Пусть 𝐺* – HNN-расширение груп-
пы 𝐺 с центральными подгруппами 𝐻 и 𝐾, связанными изоморфизмом 𝜙, причем
𝐻 ∩𝐾 = 1. И пусть группа 𝐺 принадлежит классу K . Докажем, что группа 𝐺*

аппроксимируема классом K .
Рассмотрим нормальную подгруппу 𝑋 группы 𝐺 такую, что 𝑋 ∩𝐻 = 1 = 𝑋 ∩𝐾.

В этом случае отображение 𝜙𝑋 : 𝐻𝑋/𝑋 →𝐾𝑋/𝑋, определенное по правилу ℎ𝑋𝜙𝑋 =
ℎ𝜙𝑋, ℎ ∈ 𝐻, является изоморфизмом подгрупп 𝐻𝑋/𝑋 и 𝐾𝑋/𝑋 фактор-группы
𝐺/𝑋. Следовательно можно рассмотреть HNN-расширение

(𝐺/𝑋)* = ⟨𝐺/𝑋, 𝑡; 𝑡−1𝐻𝑋/𝑋𝑡 = 𝐾𝑋/𝑋,𝜙𝑋⟩

группы 𝐺/𝑋 с подгруппами 𝐻𝑋/𝑋 и 𝐾𝑋/𝑋, связанными изоморфизмом 𝜙𝑋 . Мож-
но рассматривать также гомоморфизм 𝜌𝑋 из 𝐺* в (𝐺/𝑋)*, продолжающий есте-
ственное отображение группы 𝐺 на фактор-группу 𝐺/𝑋 и переводящий элемент 𝑡
в себя.

Так как подгруппы 𝐻 и 𝐾 являются центральными подгруппами, множество 𝑋 =
{ℎ−1ℎ𝜙 | ℎ∈𝐻} является центральной подгруппой группы 𝐺, а поскольку 𝐻 ∩𝐾 = 1,
то 𝐻 ∩𝑋 = 𝐾 ∩𝑋 = 1. Поэтому для данного 𝑋 можно рассматривать введенное
выше HNN-расширение (𝐺/𝑋)* и гомоморфизм 𝜌𝑋 . Заметим, что гомоморфизм 𝜌𝑋

инъективен на 𝐻 и 𝐾.
В силу выбора множества 𝑋 отображение 𝜙𝑋 является тождественным, поэтому

к HNN-расширению (𝐺/𝑋)* можно применить лемму 5, в силу которой существу-
ет гомоморфизм 𝜌 группы (𝐺/𝑋)* на группу 𝐺/𝑋, продолжающий тождественное
отображение группы 𝐺/𝑋 и переводящий элемент 𝑡 в 1.

Теперь обозначим через 𝐿 ядро композиции 𝜌𝑋𝜌 : 𝐺* → 𝐺/𝑋. Поскольку 𝜌𝑋

инъективен на 𝐻 и 𝐾, а гомоморфизм 𝜌 действует инъективно на группе 𝐺/𝑋,
то группа 𝐿 имеет тривиальное пересечение со связанными подгруппами 𝐻 и 𝐾.
Следовательно, по лемме 4 группа 𝐿 раскладывается в свободное произведение сво-
бодной группы 𝐹 и некоторых пересечений 𝐿 ∩ 𝑥−1𝐺𝑥, где 𝑥 ∈ 𝐺*. Все пересечения
𝐿 ∩ 𝑥−1𝐺𝑥 принадлежат классу K , а свободная группа 𝐹 является K -аппроксими-
руемой [6]. Тогда по лемме 1 𝐿 является K -аппроксимируемой группой.

Значит, группа 𝐺* является расширением K -аппроксимируемой группы 𝐿 с помо-
щью группы 𝐺/𝑋, причем 𝐺/𝑋 ∈ K , так как 𝐺 ∈ K и класс K замкнут относи-
тельно факторизации. Поэтому по лемме 2 группа 𝐺* K -аппроксимируема.

4. Доказательство п. 2) теоремы 1. Пусть 𝐺* – HNN-расширение группы 𝐺
с подгруппами 𝐻 и 𝐾, связанными изоморфизмом 𝜙. И пусть группа 𝐺 аппроксими-
руется классом K , подгруппы 𝐻 и 𝐾 – конечные центральные подгруппы группы 𝐺
и 𝐻 ∩𝐾 = 1. Докажем, что группа 𝐺* аппроксимируема классом K .

Рассмотрим подгруппу 𝑃 = 𝐻 ·𝐾 группы 𝐺. Подгруппа 𝑃 представляет собой
прямое произведение подгрупп 𝐻 и 𝐾 и является конечной центральной подгруппой
группы 𝐺. Поскольку подгруппы 𝐻 и 𝐾 конечные, то подгруппа 𝑃 является конеч-
ной подгруппой группы 𝐺. Отсюда и из того, что группа 𝐺 K -аппроксимируема,
по лемме 3 следует, что существует нормальная подгруппа 𝑁 группы 𝐺 такая, что
𝑃 ∩𝑁 = 1 и 𝐺/𝑁 ∈ K .

Рассмотрим естественное отображение 𝜀 группы 𝐺 на фактор-группу 𝐺/𝑁 . По-
скольку 𝑃 ∩𝑁 = 1, то гомоморфизм 𝜀 изоморфно отображает подгруппу 𝑃 на 𝑃𝜀 =
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𝑃𝑁/𝑁 и, поэтому, подгруппа 𝑃𝑁/𝑁 группы 𝐺/𝑁 представляет собой прямое произ-
ведение подгрупп 𝐻𝑁/𝑁 и 𝐾𝑁/𝑁 . Поэтому 𝐻𝑁/𝑁 ∩𝐾𝑁/𝑁 = 1. Подгруппы 𝐻𝑁/𝑁
и 𝐾𝑁/𝑁 изоморфны и отображение 𝜙𝑁 , определенное по правилу ℎ𝑁𝜙𝑁 = ℎ𝜙𝑁 ,
ℎ ∈ 𝐻, является изоморфизмом. Поэтому можно рассмотреть HNN-расширение

(𝐺/𝑁)* = ⟨𝐺/𝑁, 𝑡; 𝑡−1𝐻𝑁/𝑁𝑡 = 𝐾𝑁/𝑁, 𝜙𝑁 ⟩

группы 𝐺/𝑁 с подгруппами 𝐻𝑁/𝑁 и 𝐾𝑁/𝑁 , связанными изоморфизмом 𝜙𝑁 . Мож-
но также рассматривать гомоморфизм 𝜌𝑁 из 𝐺* в (𝐺/𝑁)*, продолжающий есте-
ственное отображение 𝜀 группы 𝐺 на фактор-группу 𝐺/𝑁 и переводящий элемент 𝑡
в себя. Так как 𝐻 ∩𝑁 = 1 = 𝐾 ∩𝑁 , то гомоморфизм 𝜌𝑁 инъективен на 𝐻 и 𝐾.

Получаем, что группа 𝐺/𝑁 принадлежит классу K , ее подгруппы 𝐻𝑁/𝑁 и 𝐾𝑁/𝑁
являются конечными центральными подгруппами и 𝐻𝑁/𝑁 ∩𝐾𝑁/𝑁 = 1. Тогда из
уже доказанного п. 1) теоремы 1 следует K -аппроксимируемость группы (𝐺/𝑁)*.
Отсюда и из того, что подгруппы 𝐻𝑁/𝑁 и 𝐾𝑁/𝑁 конечные, следует, что существует
гомоморфизм 𝜌 группы (𝐺/𝑁)* на некоторую группу 𝑇 из класса K , инъективный
на подгруппах 𝐻𝑁/𝑁 и 𝐾𝑁/𝑁 .

Теперь обозначим через 𝐿 ядро композиции 𝜌𝑁𝜌 : 𝐺* → 𝑇 . Поскольку 𝜌𝑁 инъ-
ективен на 𝐻 и 𝐾, а гомоморфизм 𝜌 действует инъективно на подгруппах 𝐻𝑁/𝑁
и 𝐾𝑁/𝑁 , то группа 𝐿 имеет тривиальное пересечение со связанными подгруппами 𝐻
и 𝐾. Следовательно, по лемме 4 группа 𝐿 раскладывается в свободное произведение
свободной группы 𝐹 и некоторых пересечений 𝐿 ∩ 𝑥−1𝐺𝑥, где 𝑥 ∈ 𝐺*. Все пересече-
ния 𝐿 ∩ 𝑥−1𝐺𝑥 и свободная группа 𝐹 являются K -аппроксимируемыми группами.
Тогда по лемме 1 𝐿 является K -аппроксимируемой группой.

Значит, группа 𝐺* является расширением K -аппроксимируемой группы 𝐿 с помо-
щью группы 𝑇 ∈ K . Поэтому по лемме 2 группа 𝐺* K -аппроксимируема.
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