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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы. В работе рассматривается свойство финит-
ной аппроксимируемости группы, а также ряд его обобщений примени-
тельно к группам, строение которых может быть описано при помощи
свободных конструкций, т. е. свободного произведения с объединенными
подгруппами и HNN -расширения.

Понятие финитно аппроксимируемой группы, как свидетельствуют
В. Чандлер и В. Магнус в историческом обзоре [16], впервые в явном виде
появилось в работе А. И. Мальцева [9], где была установлена финитная
аппроксимируемость конечно порожденных матричных групп и доказа-
на хопфовость конечно порожденных финитно аппроксимируемых групп.
Это понятие обобщалось затем в различных направлениях; в частности, в
статьях А. И. Мальцева [10] и [11] рассматривались свойства апроксими-
руемости групп и отделимости подгрупп в произвольном классе групп. В
настоящее время в наиболее общей форме понятие аппроксимируемости
групп определяется следующим образом (см. [5]):

Пусть G — некоторая группа и ρ — отношение между элементами
и (или) множествами элементов, определенное на группе G и всех ее го-
моморфных образах. Пусть также K — некоторый класс групп. Будем
говорить, что группа G аппроксимируема группами из класса K (или, ко-
роче, K-аппроксимируема) относительно отношения ρ, если для любых
элементов и множеств элементов из G, не находящихся в отношении ρ,
существует гомоморфизм группы G на группу из класса K, при котором
образы этих элементов и множеств также не находятся в отношении ρ.

В работах по этой тематике чаще всего рассматривается аппрок-
симируемость относительно отношения равенства (и в этом случае мы
будем говорить просто о K-аппроксимируемости), отношения сопряжен-
ности элементов и отношения вхождения в подмножество (если группа
G K-аппроксимируема относительно вхождения в подмножество M , го-
ворят, что подмножество M является K-отделимым в G). При этом, как
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правило, в качестве K выступает или класс F всех конечных групп, или
класс Fp всех конечных p-групп, или класс N всех нильпотентных групп.
Таким образом, в частности, понятие F-аппроксимируемой группы сов-
падает с классическим понятием финитно аппроксимируемой группы.

Одним из заметных направлений в исследованиях по аппроксими-
руемости групп является изучение поведения того или иного аппрок-
симационного свойства относительно той или иной теоретико-групповой
конструкции. Так, прямое или декартово произведение произвольного
семейства K-аппроксимируемых или K-аппроксимируемых относительно
сопряженности групп является, очевидно, группой, K-аппроксимируемой
или K-аппроксимируемой относительно сопряженности соответственно.
Вместе с тем, прямое произведение двух свободных групп ранга 2 содер-
жит конечно порожденную подгруппу, не являющуюся F-отделимой (см.,
напр., [17]), тогда как в силу теоремы Холла – Бернса (см. [7, с. 34]) в лю-
бой свободной группе все конечно порожденные подгруппы F-отделимы.

Аппроксимируемость свободного произведения групп рассматрива-
лась К. Грюнбергом в работе [29]. В этой работе вводится понятие корне-
вого класса групп и доказывается, что если класс групп K является корне-
вым, то свободное произведение произвольного семейства K-аппроксими-
руемых групп будет снова K-аппроксимируемой группой тогда и только
тогда, когда произвольная свободная группа K-аппроксимируема. (На-
помним, что класс групп K, содержащий хотя бы одну неединичную груп-
пу, называется корневым, если он замкнут относительно взятия подгрупп
и конечных прямых произведений и для любой последовательности C 6
B 6 A подгрупп группы A такой, что C нормальна в B, B нормальна
в A и фактор-группы B/C и A/B принадлежат классу K, в подгруппе
C содержится некоторая нормальная подгруппа D группы A, такая, что
A/D ∈ K.) Недавно Д. Н. Азаров [1] заметил, что произвольный корневой
класс содержит или все конечно порожденные нильпотентные группы,
или все конечные p-группы, и потому каждая свободная группа является
K-аппроксимируемой для любого корневого класса K. С учетом этого за-
мечания теорема Грюнберга утверждает, таким образом, что для любого
корневого класса K класс K-аппроксимируемых групп замкнут относи-
тельно свободных произведений. В частности, свободное произведение
F-аппроксимируемых групп или Fp-аппроксимируемых групп является
F-аппроксимируемой или Fp-аппроксимируемой группой соответственно.
Свободное произведение N -аппроксимируемых групп далеко не всегда
будет N -аппроксимируемой группой (простейшим примером может слу-
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жить свободное произведение двух циклических групп порядков 2 и 3);
необходимые, а также достаточные условия N -аппроксимируемости сво-
бодного произведения указаны А. И. Мальцевым [10]. Ранее N -аппрокси-
мируемость произвольной свободной группы была установлена В. Маг-
нусом. В. Н. Ремесленников [13] показал, что свободное произведение
произвольного семейства групп, F-аппроксимируемых относительно со-
пряженности, является группой, F-аппроксимируемой относительно со-
пряженности, а в работе Н. С. Романовского [15] доказано, что в свобод-
ном произведении произвольного семейства групп все конечно порожден-
ные подгруппы F-отделимы, если F-отделимыми являются все конечно
порожденные подгруппы в каждой группе этого семейства.

Свободное произведение является исторически первой из так назы-
ваемых свободных конструкций групп; другими свободными конструкци-
ями являются обобщенное свободное произведение, т. е. свободное произ-
ведение групп с объединенными подгруппами, и расширение Хигмана –
Неймана – Нейман (HNN -расширение). Положение с аппроксимацион-
ными свойствами этих конструкций оказывается более сложным, чем для
обычного свободного произведения: свободное произведение с объединен-
ными подгруппами двух F-аппроксимируемых групп и HNN -расширение
F-аппроксимируемой группы далеко не всегда являются F-аппроксими-
руемыми группами.

По-видимому, первым примером обобщенного свободного произведе-
ния двух F-аппроксимируемых групп, не являющегося F-аппроксимируе-
мой группой, можно считать группу Хигмана

〈a, b, c; b−1ab = a2, c−1ac = a2〉,

предложенную им в работе [31] в качестве примера нехопфовой конеч-
но определенной группы. Ввиду нехопфовости и в силу теоремы Маль-
цева эта группа не является F-аппроксимируемой. С другой стороны,
она раскладывается в свободное произведение с объединенной цикличе-
ской подгруппой групп 〈a, b; b−1ab = a2〉 и 〈a, c; c−1ac = a2〉, входящих
в семейство групп, называемых теперь группами Баумслага – Солитэ-
ра, т. е. в семейство групп с одним определяющим соотношением вида
H(l,m) = 〈a, b; b−1alb = am〉, где l и m ненулевые целые числа. Именно
в этом классе групп Г. Баумслаг и Д. Солитэр в 1962 году обнаружили
первые примеры групп с одним определяющим соотношением, не явля-
ющихся F-аппроксимируемыми: оказалось (см. [23] и [38]), что группа
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H(l,m) F-аппроксимируема тогда и только тогда, когда или |l| = 1, или
|m| = 1, или |l| = |m|. Мы видим, таким образом, что группа Хигмана
действительно является обобщенным свободным произведением двух F-
аппроксимируемых групп. Кроме того, поскольку каждая группа H(l,m)
является HNN -расширением с проходной буквой b бесконечной цикличе-
ской группы, порождаемой элементом a, среди групп Баумслага – Со-
литэра мы находим и примеры HNN -расширений F-аппроксимируемых
групп, не являющихся F-аппроксимируемой группой.

Началом систематического изучения F-аппроксимируемости свобод-
ного произведения G =

(
A ∗B; H = K, ϕ

)
двух групп A и B с объединен-

ными подгруппами H и K следует, по-видимому, считать работу Г. Баум-
слага [22]. В этой работе доказано, что если группы A и B конечны, то
группа G является F-аппроксимируемой, и на основе этого результата с
использованием введенного там же понятия пары совместимых подгрупп
из свободных множителей сформулировано весьма общее достаточное (а
также и некоторое необходимое) условие F-аппроксимируемости обоб-
щенного свободного произведения двух произвольных групп. Тем самым
в работе [22] была предложена определенная методика получения кон-
кретных результатов об F-аппроксимируемости обобщенных свободных
произведений. Так, например, эта методика практически сразу приводит
к утверждению об F-аппроксимируемости обобщенного свободного произ-
ведения двух F-аппроксимируемых групп в случае, когда объединяемые
подгруппы конечны, а также позволяет легко доказать F-аппроксимиру-
емость обобщенного свободного произведения двух конечно порожденных
абелевых групп. Подавляющее большинство известных результатов об
F-аппроксимируемости обобщенных свободных произведений групп бы-
ло получено с использованием этой методики.

Развитие исследований F-аппроксимируемости HNN -расширений
началось с работ [19] и [27], в которых практически одновременно и неза-
висимо было показано, что HNN -расширение G∗ =

(
G, t; t−1At = B,ϕ

)
,

базовая группа G которого конечна, является F-аппроксимируемой груп-
пой. Более того, в работе [19] фактически было сформулировано поня-
тие совместимой подгруппы, явившееся аналогом введенного Баумсла-
гом вышеупомянутого понятия пары совместимых подгрупп, и на язы-
ке этого понятия указано достаточное условие F-аппроксимируемости
HNN -расширения с произвольной базовой группой, из которого легко
вытекает, например, F-аппроксимируемость HNN -расширения, базовая
группа которого F-аппроксимируема, а связанные подгруппы конечны.
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Некоторое уточнение формулировок из [19] приводит к методике, ана-
логичной той, которая была указана Баумслагом, и состоящей в том,
что, как и в случае обобщенных свободных произведений, условия F-
аппроксимируемости HNN -расширения могут быть выражены как опре-
деленные свойства семейства всех совместимых нормальных подгрупп
конечного индекса базовой группы. А именно, необходимое условие F-
аппроксимируемости HNN -расширения состоит в том, что базовая груп-
па его является не просто F-аппроксимируемой, а аппроксимируемой
фактор-группами по нормальным совместимым подгруппам конечного
индекса, а достаточное условие F-аппроксимируемости получается, ес-
ли к этому добавить требование отделимости в классе таких фактор-
групп каждой из связанных подгрупп (точные формулировки см. ни-
же). Как и в случае обобщенных свободных произведений, подавляющее
большинство результатов об F-аппроксимируемости HNN -расширений
получено с помощью этой методики. Это относится и к ряду результа-
тов данной работы. Отметим, также что указанное необходимое условие
F-аппроксимируемости HNN -расширения в общем случае не является
достаточным (соответствующие примеры можно найти уже среди HNN -
расширений, базовая группа которых является бесконечной циклической,
т. е. среди групп Баумслага – Солитэра); тем не менее, здесь будет
доказано, что что для так называемых нисходящих HNN -расширений,
т. е. HNN -расширений, в которых одна из связанных подгрупп сов-
падает с базовой группой, это условие является и достаточным для F-
аппроксимируемости.

Переходя к рассмотрению Fp-аппроксимируемости HNN -расшире-
ний, заметим, что в формулировке и обосновании указанных выше усло-
вий F-аппроксимируемости HNN -расширения решающую роль играет
следующее свойство совместимых подгрупп: образы связанных подгрупп
в фактор-группе базовой группы по нормальной совместимой подгруппе
конечного индекса оказываются изоморфными, и соответствующее HNN -
расширение этой фактор-группы является F-аппроксимируемой группой,
будучи HNN -расширением конечной группы. Поскольку как обобщенное
свободное произведение двух конечных p-групп, так и HNN -расширение
конечной p-группы может не быть Fp-аппроксимируемой группой, для по-
лучения аналогов соответствующей методики изучения Fp-аппроксими-
руемости свободных конструкций групп необходимо располагать услови-
ями Fp-аппроксимируемости обобщенного свободного произведения двух
конечных p-групп и HNN -расширения конечной p-группы. Для обобщен-
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ного свободного произведения соответствующий критерий указан Г. Хиг-
маном [32], и модифицированное на его основе понятие пары совмести-
мых подгрупп действительно привело к аналогу методики Баумслага для
изучения Fp-аппроксимируемости обобщенного свободного произведения
(см. [8]).

Критерий Fp-аппроксимируемости HNN -расширения конечной p-
группы, предложенный в работе [41], для указанной цели не подходит. В
данной работе получен другой критерий, формулируемый практически
в тех же терминах, что и вышеупомянутый критерий Хигмана, и осно-
ванная на нем соответствующая модификация понятия совместимой под-
группы позволила получить условия Fp-аппроксимируемости HNN -рас-
ширений, формулировка которых практически дословно повторяет упо-
минавшиеся выше условия F-аппроксимируемости. Это, в свою очередь,
приводит к характеризации Fp-аппроксимируемых HNN -расширений с
произвольной базовой группой при некоторых дополнительных предполо-
жениях, включающих центральность связанных подгрупп, а также групп
с одним определяющим соотношением, принадлежащих классу групп Ба-
умслага – Солитэра и классу групп Бруннера (см. ниже).

Напомним, далее, что группа G называется хопфовой, если она не
может быть изоморфной никакой своей истинной фактор-группе, т. е.
для любой нормальной подгруппы N группы G из G/N ' G следует, что
N = 1. В противном случае группа G называется нехопфовой.

Вопрос о существовании конечно порожденных нехопфовых групп
был сформулирован Хопфом в 1932 году (см. [16]), и первым общим ре-
зультатом по этому вопросу явилась упомянутая выше теорема Маль-
цева [9], утверждающая хопфовость произвольной конечно порожден-
ной F-аппроксимируемой группы. Первый пример конечно порожден-
ной нехопфовой группы принадлежит Б. Нейману [40]; построенная им
нехопфова группа имеет два порождающих, но требует бесконечного мно-
жества определяющих соотношений. Выше приводился пример Г. Хиг-
мана [31] нехопфовой группы с тремя порождающими и двумя опреде-
ляющими соотношениями. Утверждения об F-аппроксимируемости про-
извольной свободной группы и, как следствие, о хопфовости свободной
группы конечного ранга вытекают, очевидно, уже из результатов работы
А. И. Мальцева [9]. Ожидалось, что этими же свойствами обладают и
формально близкие к свободным группы, задаваемые одним определяю-
щим соотношением, но в упоминавшейся уже статье [23] Г. Баумслаг и
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Д. Солитэр обнаружили примеры нехопфовых групп среди групп вида

H(l,m) = 〈a, b; b−1alb = am〉,

где m и n — произвольные целые числа, отличные от 0. Новые приме-
ры нехопфовых групп с одним определяющим соотношением были затем
найдены А. Бруннером [25] среди некоторых HNN -расширений групп
Баумслага – Солитэра, а именно среди групп вида

G(l,m; k) = 〈a, t; t−1a−ktalt−1akt = am〉,

где l, m и k — произвольные целые числа, отличные от нуля. (То, что
группа G(l,m; k) является HNN -расширением группы H(l,m), становит-
ся очевидным после введения в ее представление нового образующего b
вместе с определяющим соотношением b = t−1akt.) Следует, впрочем,
заметить, что на группы этого класса еще в 1969 году обратил внимание
Г. Баумслаг [20], доказав, что все конечные гомоморфные образы группы
G(2, 1; 1) являются циклическими группами (и приведя тем самым наибо-
лее впечатляющий пример группы с одним определяющим соотношением,
не аппроксимируемой конечными группами). Тем не менее, здесь нам бу-
дет удобно называть группы вида G(l,m; k) группами Бруннера.

Второй вопрос Хопфа заключался в существовании конечно порож-
денных неизоморфных групп, гомоморфно отображающихся друг на дру-
га. Примеры таких групп можно построить, исходя из приведенной выше
группы Хигмана (см. [39]). В работе [23] также был приведен пример
двух неизоморфных групп, гомоморфно отображающихся друг на дру-
га, причем одна из них совпадает с некоторой группой H(l, m), а другая,
как удалось установить, не может быть определена одним соотношением.
В связи с этим в 1969 году автором был сформулирован вопрос (см. [6,
вопрос 3.33]), будут ли изоморфны две группы, каждая из которых зада-
ется одним определяющим соотношением и является гомоморфным обра-
зом другой? Здесь будет доказано, что для групп Баумслага – Солитэра
ответ на этот вопрос положителен, и, более того, будет дана классифи-
кация этих групп. Отрицательный ответ на этот вопрос на примерах,
являющихся группами Бруннера, был анонсирован в сообщении [3]. В
порядке уточнения некоторых формулировок из этого сообщения здесь
при |l| 6= |m| будет получена классификация групп Бруннера, а также бу-
дут перечислены все пары неизоморфных групп Бруннера, гомоморфно
отображающихся друг на друга.
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Интересное свойство нехопфовых групп, отвечая на один вопрос
В. Магнуса, рассматривает Р. Хиршон в работе [33]. Из хопфовости ко-
нечно порожденных F-аппроксимируемых групп легко следует, что яд-
ро любого сюръективного эндоморфизма конечно порожденной группы
G содержится в пересечении σ(G) всех нормальных подгрупп конечного
индекса этой группы. Спрашивается, какие нехопфовы группы G с ко-
нечным числом порождающих обладают хотя бы одним таким сюръектив-
ным эндоморфизмом, объединение ядер всех степеней которого совпадает
с σ(G)? В работе [33] такие эндоморфизмы были явно указаны для ряда
известных конечно определенных нехопфовых групп и поставлен вопрос
о существовании эндоморфизма с указанным свойством в произвольной
конечно определенной нехопфовой группе. Здесь будет показано, что от-
вет на этот вопрос отрицателен, а также дано описание групп Баумслага
– Солитэра, таким эндоморфизмом обладающих.

Рассмотрим, далее, еще один подкласс класса групп с одним опреде-
ляющим соотношением, состоящий из групп с нетривиальным центром.
Хорошо известно, что группы этого класса обладают рядом аппроксима-
ционных свойств. Все они F-аппроксимируемы и даже F-аппроксимируе-
мы относительно сопряженности (см., напр., [28]). Критерий Fp-аппрок-
симируемости таких групп получен в работах [36] и [37], причем уста-
новлено, что группа с одним определяющим соотношением и нетриви-
альным центром N -аппроксимируема тогда и только тогда, когда она
является Fp-аппроксимируемой для некоторого простого p. В статье [26]
было доказано, что в группе с одним определяющим соотношением, об-
ладающей нетривиальным центром, все конечно порожденные нормаль-
ные подгруппы F-отделимы. В действительности, требование нормаль-
ности подгрупп излишне: здесь будет доказано, что в группе с одним
определяющим соотношением, обладающей нетривиальным центром, все
конечно порожденные подгруппы F-отделимы. В силу общего замеча-
ния А. И. Мальцева [11] о связи между F-аппроксимируемостью конечно
определенной группы относительно некоторого отношения и алгоритми-
ческой распознаваемостью этого отношения следствием этого результата
является установленная В. Н. Безверхним [2] для групп с одним соотно-
шением и нетривиальным центром разрешимость проблемы вхождения в
конечно порожденные подгруппы.

Говоря о группе, в которой K-отделимы все подгруппы, или все ко-
нечно порожденные подгруппы, или все циклические подгруппы, обычно
тем самым предполагают K-отделимость и единичной подгруппы, т. е.
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K-аппроксимируемость этой группы. Тем не менее, K-отделимость под-
групп оказывается, как правило, более сильным свойством группы, чем
K-аппроксимируемость. Например, группа Баумслага – Солитэра H(l, 1)
при |l| > 1 содержит циклическую подгруппу, не являющуюся F-отдели-
мой. В статье [26] приводится пример группы, являющейся расширением
свободной группы ранга два при помощи бесконечной циклической груп-
пы и содержащей не F-отделимую 2-порожденную подгруппу. С другой
стороны, по теореме 1 из [11] эта группа является F-аппроксимируемой,
а по теореме 4 из [17] — πc-группой (т. е. группой, все циклические под-
группы которой F-отделимы).

Группы, упомянутые в предыдущем абзаце, являются нисходящими
HNN -расширениями, и здесь будет получено необходимое и достаточ-
ное условие принадлежности произвольного нисходящего HNN -расши-
рения классу πc-групп. Это условие, формулируемое практически в тех
же терминах, что и критерий F-аппроксимируемости, означает, что каж-
дая циклическая подгруппа базовой группы HNN -расширения отделима
ее фактор-группами по нормальным совместимым подгруппам конечного
индекса.

Рассмотрим теперь другой вид отделимости подгрупп, который по-
лучается заменой отношения принадлежности подмножеству отношением
быть сопряженным с некоторым элементом этого подмножества. Более
точно, назовем подмножество M группы G сопряженно K-отделимым, ес-
ли для любого элемента a ∈ G, не сопряженного ни с одним элементом
из M , найдется такой гомоморфизм ϕ группы G на некоторую группу из
класса K, что элемент aϕ не сопряжен в группе Gϕ ни с одним элементом
из подмножества Mϕ.

Этот вид отделимости подмножеств также представляет определен-
ный интерес. Хорошо известно, например, что если класс K гомоморфно
замкнут, то для любой нормальной подгруппы N группы G K-аппрокси-
мируемость фактор-группы G/N равносильна K-отделимости подгруппы
N . В работе [4] замечено, что если снова K — гомоморфно замкнутый
класс , то для любой группы G и произвольной ее нормальной подгруп-
пы N фактор-группа G/N является K-аппроксимируемой относительно
сопряженности тогда и только тогда, когда каждый смежный класс груп-
пы G по подгруппе N сопряженно K-отделим.

Дж. Дайер [28] доказала, что в произвольной конечно порожденной
нильпотентной группе и в любой свободной группе все циклические под-
группы сопряженно F-отделимы. Из результатов работы [42] следует, что
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распространить это утверждение на произвольные конечно порожденные
подгруппы любой нильпотентной группы с конечным числом порождаю-
щих нельзя. С другой стороны, в данной работе доказано, что в свободной
группе все конечно порожденные подгруппы сопряженно F-отделимы.

В общую схему понятия аппроксимируемости группы относительно
некоторого отношения между элементами и множествами элементов этой
группы укладывается еще одно естественное аппроксимационное свойство
групп. Будем говорить, что группа G F-аппроксимируема относительно
сопряженности (конечно порожденных) подгрупп, если для любых двух
(конечно порожденных) подгрупп H и K группы G, не сопряженных в
ней, существует гомоморфизм ϕ группы G на конечную группу X такой,
что образы Hϕ и Kϕ подгрупп H и K не сопряжены в группе X.

Это свойство групп рассматривалось в работе В. Н. Ремесленникова
[14], где было доказано, что конечно порожденные нильпотентные группы
финитно аппроксимируемы относительно сопряженности подгрупп. Впо-
следствии этот результат был распространен на класс полициклических
групп в работе [30]. Здесь будет доказано, что произвольная свободная
группа F-аппроксимируема относительно сопряженности конечно порож-
денных подгрупп.

Ряд результатов диссертации относится к близкой к аппроксимаци-
онным свойствам проблеме определяемости F-аппроксимируемой группы
G семейством F(G) ее конечных гомоморфных образов. Хорошо извест-
но, что вопрос о том, будут ли F-аппроксимируемые группы G и H обя-
зательно изоморфны, если F(G) = F(H), в общем случае решается отри-
цательно. В. Н. Ремесленников [14] привел пример двух неизоморфных
2-порожденных 4-ступенно нильпотентных групп с одинаковыми конеч-
ными гомоморфными образами. В работе Г. Баумслага [21] указана серия
пар неизоморфных метациклических групп, также имеющих одни и те же
конечные гомоморфные образы. С другой стороны, имеется не так уж
много результатов противоположного характера. Уместно напомнить, в
частности, что до сих пор неизвестен ответ на вопрос В. Н. Ремесленни-
кова, будут ли изоморфными две конечно порожденные финитно аппрок-
симируемые группы с одинаковыми семействами конечных гомоморфных
образов, если одна из них — свободная или свободная разрешимая (см. [6],
вопрос 5.48).

Цель работы. Целью работы является получение новых крите-
риев F-аппроксимируемости HNN -расширений при некоторых ограни-
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чениях на базовую группу и связанные подгруппы, получение крите-
рия Fp-аппроксимируемости HNN -расширения конечной p-группы, раз-
работка на его основе методики изучения Fp-аппроксимируемости HNN -
расширений с произвольной базой и применение этой методики к характе-
ризации Fp-аппроксимируемости некоторых HNN -расширений и групп с
одним определяющим соотношением, принадлежащих классам групп Ба-
умслага – Солитэра и Бруннера. Будет получена классификация групп
Баумслага – Солитэра и некоторого подкласса групп Бруннера и дано
описание всех пар неизоморфных групп Бруннера, гомоморфно отобра-
жающихся друг на друга, получен критерий хопфовости групп Бруннера
и описание тех групп Баумслага – Солитэра, объединение ядер степе-
ней некоторого сюръективного эндоморфизма которых совпадает с пе-
ресечением всех нормальных подгрупп конечного индекса. Будет до-
казана F-отделимость конечно порожденных подгрупп групп с одним
определяющим соотношением, обладающих нетривиальным центром, F-
аппроксимируемость произвольной свободной группы относительно со-
пряженности конечно порожденных подгрупп, получен ряд результатов
о группах с одинаковыми конечными гомоморфными образами.

Научная новизна работы. Все основные результаты работы яв-
ляются новыми.

Методы исследования. В работе используются обычные мето-
ды комбинаторной теории групп, используемые при изучении свободных
конструкций групп.

Теоретическое и практическое значение работы. Работа но-
сит теоретический характер. Полученные результаты и методы их до-
казательства могут найти применение в дальнейших исследованиях по
теории групп, а также могут быть включены в спецкурсы для студентов
и аспирантов.

Апробация работы. Результаты диссертации докладывались на
Всесоюзных и Международных конференциях в Красноярске (1980, 1993),
Ленинграде (1981), Минске (1983), Свердловске (1989), Новосибирске
(1989), Барнауле (1991), Санкт-Петербурге (1997), Туле (2003), Москве
(2004), на семинаре по теории групп МГУ и на алгебраическом семинаре
Ивановского госуниверситета.

Публикации. Основные результаты опубликованы в работах [44]–
[61]. В статьях, написанных в соавторстве, формулировки результатов и
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идеи доказательств принадлежат соискателю.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из вве-
дения и трех глав, разбитых на 10 параграфов, и изложена на 204 стра-
ницах. Список литературы состоит из 81 наименования.

ОБЗОР СОДЕРЖАНИЯ РАБОТЫ

Как уже отмечалось выше, в работе получен ряд новых результа-
тов по аппроксимируемости HNN -расширений в классах всех конечных
групп и всех конечных p-групп с последующим их применением к ха-
рактеризации аппроксимируемости в этих классах групп с одним опре-
деляющим соотношением, принадлежащих семействам групп Баумслага
– Солитэра и Бруннера. Решается ряд вопросов, связанных с хопфово-
стью этих групп и свойством финитной отделимости подгрупп. Перейдем
к точным формулировкам и более подробному описанию этих и других
результатов работы.

Напомним, прежде всего, что если G — некоторая группа с изоморф-
ными подгруппами A и B и фиксированным изоморфизмом ϕ : A → B,
то HNN -расширением группы G с проходной буквой t и связанными
(относительно изоморфизма ϕ) подгруппами A и B называется груп-
па G∗ =

(
G, t; t−1At = B,ϕ

)
, порождаемая элементами, порождающими

группу G, и еще одним элементом t и определяемая всеми соотношениями
группы G и всевозможными соотношениями вида t−1at = aϕ, где a ∈ A.
Группу G называют базовой группой HNN -расширения.

В первом параграфе работы напоминаются основные свойства этой
конструкции (как и необходимые для доказательств свойства обобщенно-
го свободного произведения групп) и приводятся условия F-аппроксими-
руемости HNN -расширения. Приведем соответствующие определения и
формулировки.

Если снова G — некоторая группа, с подгруппами A и B и изомор-
физмом ϕ : A → B, подгруппа H группы G называется (A,B,ϕ)-совмес-
тимой, если (A ∩ H)ϕ = B ∩ H. FG(A,B,ϕ) будет обозначать семей-
ство всех (A,B,ϕ)-совместимых нормальных подгрупп конечного индекса
группы G.

Следуя Г. Баумслагу [22], семейство X нормальных подгрупп неко-
торой группы G будем называть фильтрацией, если пересечение всех
подгрупп этого семейства совпадает с единичной подгруппой. Если A
— подгруппа группы G, то фильтрация X называется A-фильтрацией,
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если для любого элемента g ∈ G, не принадлежащего подгруппе A, най-
дется подгруппа N ∈ X такая, что g /∈ AN . Если A и B — две подгруппы
группы G, то фильтрацию X будем называть (A,B)-фильтрацией, если
она одновременно является и A-фильтрацией, и B-фильтрацией.

Следующее утверждение, являющееся некоторой модификацией тео-
ремы 4.2 из [19], используется практически в каждом исследовании фи-
нитной аппроксимируемости HNN -расширений (нумерация всех приво-
димых здесь утверждений совпадает с принятой в диссертации):

Предложение 1.16. Пусть G — некоторая группа, A и B — под-
группы группы G и ϕ : A → B — изоморфизм. Пусть

G∗ =
(
G, t; t−1A t = B,ϕ

)
— HNN -расширение группы G. Тогда

(1) если группа G∗ F-аппроксимируема, то семейство FG(A,B, ϕ)
является фильтрацией;

(2) если семейство FG(A,B,ϕ) является (A,B)-фильтрацией, то
группа G∗ F-аппроксимируема.

Простые примеры показывают, что доставляемое утверждением (1)
предложения 1.16 необходимое условие F-аппроксимируемости HNN -рас-
ширения, вообще говоря, не является достаточным. Тем не менее, можно
указать достаточно широкий класс HNN -расширений, для F-аппрокси-
мируемости которых указанное необходимое условие является и достаточ-
ным. Это так называемые нисходящие HNN -расширения, т. е. HNN -
расширения, в которых одна из связанных подгрупп совпадает с базовой
группой. Имеет место

Теорема 1.1. Пусть G — некоторая группа, B — подгруппа груп-
пы G, изоморфная этой группе и ϕ : G → B — изоморфизм. Пусть
G∗ =

(
G, t; t−1Gt = B,ϕ) — нисходящее HNN -расширение группы G.

Группа G∗ является F-аппроксимируемой тогда и только тогда, когда
семейство FG(G, B, ϕ) является фильтрацией.

С помощью теоремы 1.1 можно получить следующее достаточное
условие F-аппроксимируемости нисходящего HNN -расширения:

Теорема 1.2. Пусть G∗ =
(
G, t; t−1G t = B,ϕ

)
— нисходящее

HNN -расширение конечно порожденной группы G, причем подгруппа B
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имеет конечный индекс по модулю коммутанта G′ группы G. Предполо-
жим также, что группа G Fp-аппроксимируема для каждого числа p из
некоторого бесконечного множества простых чисел. Тогда G∗ является
F-аппроксимируемой группой.

Так как свободные группы Fp-аппроксимируемы при любом простом
p, из теоремы 1.2 получаем

Следствие 1. Пусть G∗ =
(
G, t; t−1G t = B,ϕ

)
— нисходящее

HNN -расширение свободной группы G конечного ранга. Если подгруппа
BG′ имеет конечный индекс в группе G, то группа G∗ F-аппроксимируе-
ма.

Если G — свободная нильпотентная группа конечного ранга и B —
подгруппа группы G, изоморфная ей, то, как известно, индекс подгруппы
BG′ в группе G конечен. Поскольку, к тому же, свободные нильпотентные
группы аппроксимируются конечными p-группами при любом простом p,
то имеем

Следствие 2. Произвольное нисходящее HNN -расширение конеч-
но порожденной свободной нильпотентной группы является F-аппрок-
симируемой группой.

Теоремы 1.1 и 1.2 и приведенные здесь следствия из теоремы 1.2 бы-
ли опубликованы в работе [48] в 1992 году. В той же работе отмечался,
как открытый, вопрос о том, будет ли произвольное нисходящее HNN -
расширение свободной группы F-аппроксимируемой группой. Недавно в
работе [24] с помощью методов, отличных от используемых здесь, было
доказано, что любое нисходящее HNN -расширение конечно порожден-
ной свободной группы является F-аппроксимируемой группой. В работе
[34] утверждение следствия 2 было распространено на произвольные по-
лициклические группы.

Условия F-аппроксимируемости HNN -расширения, содержащиеся
в предложении 1.16, несмотря на их весьма общий характер и наличие
существенного пробела между необходимым и достаточным условиями, в
ряде случаев позволяют получать конкретные критерии F-аппроксими-
руемости группы G∗ =

(
G, t; t−1A t = B,ϕ

)
. Так, в случае, когда группа G

является абелевой с конечным числом порождающих, соответствующий
критерий был получен в работе [18]. Здесь такой критерий установлен
при более слабых предположениях:
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Теорема 2.1. Пусть A и B — конечно порожденные центральные
подгруппы группы G, причем A 6= G и B 6= G. Предположим также,
что в группе G все подгруппы, лежащие в подгруппе AB, F-отделимы.
Построим две последовательности Uk и Vk подгрупп группы G, полагая
U0 = A, V0 = B и Uk+1 = Uk ∩ Vk, Vk+1 = Uk+1ϕ.

Группа G∗ =
(
G, t; t−1A t = B, ϕ

)
является F-аппроксимируемой

тогда и только тогда, когда для некоторого n > 0 имеет место равен-
ство Un = Vn.

При ограничениях, накладываемых на группу G и ее подгруппы A
и B в формулировке теоремы 2.1, можно получить еще один критерий F-
аппроксимируемости группы G∗. А именно, из предложения 1.16 без тру-
да получается следующее достаточное условие F-аппроксимируемости:

Предложение 1.17. Пусть G — некоторая группа, A и B — под-
группы группы G и ϕ : A → B — изоморфизм. Если группа G F-
аппроксимируема, подгруппы A и B F-отделимы в G и в каждой нор-
мальной подгруппе конечного индекса группы G содержится некоторая
подгруппа из семейства FG(A,B,ϕ), то группа

G∗ =
(
G, t; t−1A t = B,ϕ

)
является F-аппроксимируемой.

В рассматриваемом случае это условие оказывается и необходимым:

Теорема 2.2. Пусть группа G и ее подгруппы A и B удовлетво-
ряют условиям теоремы 2.1. Если группа G∗ F-аппроксимируема, то в
каждой нормальной подгруппе конечного индекса группы G содержится
некоторая (A,B,ϕ)-совместимая нормальная подгруппа, имеющая в G
конечный индекс.

Приведем два следствия сформулированных утверждений. В пер-
вом из них речь идет о F-отделимости циклических подгрупп.

Напомним, что группа G называется πc-группой, если все ее цикли-
ческие подгруппы F-отделимы. Очевидно, что произвольная πc-группа
является F-аппроксимируемой. Обратное, вообще говоря, не имеет места;
простейший контрпример, как известно, доставляет группа Баумслага –
Солитэра вида H(l, 1), являющаяся HNN -расширением бесконечной цик-
лической группы. С другой стороны, легко показать (см., напр., [35]), что
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если группа G является πc-группой, подгруппы A и B F-отделимы и каж-
дая нормальная подгруппа конечного индекса группы G содержит неко-
торую (A,B,ϕ)-совместимую нормальную подгруппу конечного индекса,
то группа G∗ является πc-группой. Поэтому из теоремы 2.2 получаем

Следствие 1. Пусть группа G и ее подгруппы A и B удовлетворя-
ют условиям теоремы 2.1, и пусть, кроме того, G является πc-группой.
Группа G∗ является πc-группой тогда и только тогда, когда она F-
аппроксимируема.

Второе следствие указывает на более конкретное применение этих
результатов. Из теоремы 6 работы [11] следует, что в произвольной поли-
циклической группе все подгруппы являются финитно отделимыми. Так
как свойство финитной отделимости всех подгрупп сохраняется при ко-
нечных расширениях, имеем

Следствие 2. Пусть группа G является конечным расширением
полициклической группы и A и B — собственные центральные подгруп-
пы группы G. Пусть последовательности Uk и Vk подгрупп группы G
определены как в теореме 2.1. Следующие утверждения равносильны:

(1) для некоторого n > 0 имеет место равенство Un = Vn;
(2) группа G∗ = (G, t; t−1A t = B, ϕ) является F-аппроксимируемой;
(3) группа G∗ является πc-группой.

В случае, когда группа G является конечно порожденной абелевой,
равносильность утверждений (2) и (3) следствия 2 была известна: она вы-
текает из результатов работ [18] и [43]. Равносильность утверждений (1)
и (2) дает для HNN -расширения с конечно порожденной абелевой базой
критерий F-аппроксимируемости, отличный от соответствующего крите-
рия из работы [18]. Можно предположить, что в ряде случаев применение
критерия, указанного здесь, оказывается более предпочтительным.

Доказательства теорем 2.1 и 2.2 используют прием, который мож-
но назвать методом спуска и подъема совместимых подгрупп и который
состоит в следующем.

Пусть, как и выше, G — некоторая группа, A и B — подгруппы
группы G и ϕ : A → B — изоморфизм. Пусть U = A ∩ B и V = Uϕ.
Таким образом, U и V — подгруппы группы B, и ϕ — изоморфизм под-
группы U на подгруппу V (здесь и ниже ограничение отображения ϕ на
произвольную подгруппу группы A обозначается тем же символом ϕ).
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При определенных ограничениях, накладываемых на группу G и ее под-
группы A и B, некоторые свойства семейств FG(A,B,ϕ) и FB(U, V, ϕ)
взаимосвязаны. В самом общем случае имеет место

Предложение 2.4. Для любой подгруппы H ∈ FG(A,B,ϕ) под-
группа D = B ∩H принадлежит семейству FB(U, V, ϕ).

Если семейство FG(A,B,ϕ) является фильтрацией ((A,B)-филь-
трацией), то семейство FB(U, V, ϕ) также является фильтрацией (со-
ответственно, (U, V )-фильтрацией).

Подгруппу H группы G будем называть подъемом подгруппы D ∈
FB(U, V, ϕ), если H входит в семейство FG(A,B,ϕ) и B ∩H = D.

Предложение 2.5. Пусть подгруппы A и B лежат в центре груп-
пы G и пусть все подгруппы группы G, принадлежащие подгруппе K =
AB, финитно отделимы в G. Тогда

(1) для любой подгруппы из семейства FB(U, V, ϕ) существует подъ-
ем;

(2) если каждая нормальная подгруппа конечного индекса группы B
содержит некоторую подгруппу из семейства FB(U, V, ϕ), то и
каждая нормальная подгруппа конечного индекса группы G содер-
жит некоторую подгруппу из семейства FG(A,B,ϕ).

Отсюда вытекает частичное обращение второго утверждения пред-
ложения 2.4:

Предложение 2.6. Пусть подгруппы A и B лежат в центре груп-
пы G и пусть все подгруппы группы G, принадлежащие подгруппе K =
AB, финитно отделимы в G. Тогда если семейство FB(U, V, ϕ) явля-
ется (U, V )-фильтрацией, то семейство FG(A,B,ϕ) является (A,B)-
фильтрацией.

Отметим, что если вместо (U, V )-фильтрации говорить просто о
фильтрации, аналог предложения 2.6 может оказаться неверным.

В третьем параграфе работы рассматриваются условия Fp-аппрок-
симируемости HNN -расширений, и первым результатом, полученным
здесь, является следующий критерий Fp-аппроксимируемости HNN -рас-
ширения, базовая группа которого является конечной p-группой:

Теорема 3.1. Пусть G — конечная p-группа, A и B — подгруп-
пы группы G и ϕ : A → B — изоморфизм. HNN -расширение G∗ =
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G, t; t−1A t = B,ϕ

)
является Fp-аппроксимируемой группой тогда и

только тогда, когда существует главный ряд

1 = G0 6 G1 6 · · · 6 Gn−1 6 Gn = G

группы G, удовлетворяющий следующим двум условиям:
(1) для любого i = 0, 1, . . . , n подгруппа Gi является (A,B,ϕ)-сов-

местимой, т. е. (A ∩Gi)ϕ = B ∩Gi ;
(2) для любого i = 0, 1, . . . , n−1 и для каждого элемента a ∈ A∩Gi+1

элементы aϕ и a сравнимы по модулю подгруппы Gi.

(Напомним, что главным рядом некоторой группы G называется ее
нормальный ряд, не допускающий нетривиальных нормальных уплотне-
ний.)

Этот критерий формулируется практически в тех же терминах, что
и упоминавшийся выше критерий Хигмана для обобщенного свободного
произведения двух конечных p-групп, и в отличие от критерия, указан-
ного в работе [41], позволяет получить методику, аналогичную описанной
выше методике изучения F-аппроксимируемости HNN -расширений. А
именно, формулировка теоремы 3.1 подсказывает возможность введения
следующего аналога понятия (A,B, ϕ)-совместимой подгруппы.

Пусть снова G — некоторая группа, A и B — подгруппы группы
G и ϕ : A → B — изоморфизм. Пусть p — простое число. Подгруппу
H группы G будем называть (A,B,ϕ, p)-совместимой, если существует
последовательность

H = G0 6 G1 6 · · · 6 Gn−1 6 Gn = G

подгрупп группы G такая, что
1) для любого i = 0, 1, . . . , n Gi является нормальной (A,B, ϕ)-сов-

местимой подгруппой группы G и
2) для каждого i = 0, 1, . . . , n − 1 порядок фактор-группы Gi+1/Gi

равен p и для произвольного элемента a ∈ A ∩ Gi+1 элементы aϕ и a
сравнимы по модулю подгруппы Gi.

Пусть Fp
G(A,B,ϕ) обозначает семейство всех (A,B,ϕ, p)-совмести-

мых подгрупп группы G. Имеет место следующий аналог предложения
1.16:
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Предложение 3.5. Пусть G — некоторая группа, A и B — подгруппы
группы G и ϕ : A → B — изоморфизм. Пусть G∗ =

(
G, t; t−1A t = B,ϕ

)
— HNN -расширение группы G. Тогда

(1) если группа G∗ Fp-аппроксимируема, то семейство Fp
G(A,B, ϕ)

является фильтрацией;
(2) если семейство Fp

G(A,B,ϕ) является (A,B)-фильтрацией, то
группа G∗ Fp-аппроксимируема.

Применение этого утверждения вместе с использованием метода
спуска и подъема совместимых подгрупп позволяет получить следующие
результаты:

Теорема 3.2. Пусть A и B — конечно порожденные центральные
подгруппы группы G и ϕ : A → B — изоморфизм, причем A 6= G и B 6= G.
Предположим также, что группа G Fp-аппроксимируема и что все ее
центральные p′-изолированные подгруппы Fp-отделимы. Пусть последо-
вательности Uk и Vk подгрупп группы G определены, как в формулировке
теоремы 2.1, т. е. U0 = A, V0 = B и Uk+1 = Uk ∩ Vk, Vk+1 = Uk+1ϕ.

Группа G∗ =
(
G, t; t−1A t = B, ϕ

)
является Fp-аппроксимируемой

тогда и только тогда, когда

(1) подгруппы A и B p′-изолированы в группе G и
(2) для некоторого n > 0 имеет место равенство Un = Vn и пересече-

ние всех ϕ-инвариантных подгрупп H конечного p-индекса группы
Un таких, что автоморфизм ϕ

H
фактор-группы Un/H, индуци-

рованный отображением ϕ, является p-элементом, совпадает с
единичной подгруппой.

(Напомним, что подгруппа X группы Y называется p′-изолирован-
ной, если для любого простого числа q 6= p и любого элемента y ∈ Y
из yq ∈ X следует, что y ∈ X. Легко видеть, что всякая Fp-отделимая
подгруппа должна быть p′-изолированной.)

Теорема 3.3. Пусть G — Fp-аппроксимируемая группа, A и B —
конечные центральные подгруппы группы G и ϕ : A → B — изомор-
физм. Пусть HG(A,B,ϕ) — наибольшая из подгрупп H группы G та-
ких, что Hϕ = H. Группа G∗ =

(
G, t; t−1A t = B, ϕ

)
является Fp-

аппроксимируемой тогда и только тогда, когда порядок автоморфизма
ϕ группы HG(A,B,ϕ) является p-числом.
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Отметим, что теорема 3.3 обобщает теорему 8 работы [41], где ана-
логичный критерий был получен для случая, когда G является конечной
абелевой p-группой.

Из теорем 3.2 и 3.3 следует также, что если A и B — центральные
подгруппы Fp-аппроксимируемой группы G и A ∩B = 1, то

а) если подгруппы A и B конечны, то группа G∗ является Fp-
аппроксимируемой;

б) если все ее центральные p′-изолированные подгруппы Fp-отдели-
мы, то группа G∗ является Fp-аппроксимируемой тогда и только то-
гда, когда подгруппы A и B p′-изолированы в группе G.

Перечисленные результаты получены в первой главе работы. Во
второй главе рассматриваются различные свойства групп Баумслага –
Солитэра

H(l,m) = 〈a, b; b−1alb = am〉
и групп Бруннера

G(l,m; k) = 〈a, t; t−1a−ktalt−1akt = am〉,

причем и в том, и в другом случае без потери общности можно считать,
что |l| > m > 0, а для групп Бруннера еще и k > 0.

В четвертом параграфе работы собраны предварительные результа-
ты о строении этих групп, а в пятом параграфе рассматривается их ап-
проксимируемость в классах конечных групп и конечных p-групп. Здесь
отмечено, прежде всего, что критерий F-аппроксимируемости групп Ба-
умслага – Солитэра, сформулированный в работе [23], уточненный за-
тем в [38] и утверждающий, что группа H(l,m) (где |l| > m > 0) F-
аппроксимируема тогда и только тогда, когда или m = 1, или |l| = m,
можно получить как непосредственное следствие результатов главы I, а
именно, теорем 1.1 и 2.1. Характеризацию Fp-аппроксимируемых групп
Баумслага – Солитэра дает доказываемая с помощью результатов преды-
дущей главы (в частности, предложения 3.5)

Теорема 5.2. Группа H(l,m) = 〈a, b; b−1alb = am〉 (где |l| > m > 0)
Fp-аппроксимируема тогда и только тогда, когда или m = 1 и l ≡ 1
(mod p), или |l| = m = pr для некоторого r > 0, причем если l = −m, то
p = 2.

Критерии F- и Fp-аппроксимируемости групп Бруннера формули-
руются следующим образом:
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Теорема 5.3. Группа G(l,m; k) (где k > 0 и |l| > m > 0) является
F-аппроксимируемой тогда и только тогда, когда |l| = m.

Теорема 5.4. Группа G(l,m; k) (где |l| > m > 0 и k > 0) является
Fp-аппроксимируемой тогда и только тогда, когда |l| = m = pr и k = ps

для некоторых целых чисел r > 0 и s > 0, причем если l = −m, то p = 2
и s 6 r.

Заметим, что необходимость условия в теореме 5.3 была отмечена
(без доказательства) в работе [25]. Доказательства теорем 5.3 и 5.4 также
опираются на результаты главы I.

В шестом параграфе рассматриваются вопросы хопфовости и клас-
сификации групп Баумслага – Солитэра и Бруннера. Нехопфовы группы
Баумслага – Солитэра описаны в работе [23]: группа H(l,m) (где, на-
помним, |l| > m > 0) не является хопфовой тогда и только тогда, когда
|l| > m > 1 и множество простых делителей числа l не совпадает с мно-
жеством простых делителей числа m. Достаточное условие нехопфовости
групп Бруннера, доказанное в работе [25], оказалось и необходимым:

Теорема 6.2. Группа G(l,m; k) (где |l| > m > 0 и k > 0) ) не
является хопфовой тогда и только тогда, когда |l| > m > 1, число m
является делителем чисел l и k и числа m и l/m взаимно просты.

Нетрудно видеть, что для любой нехопфовой группы H(l,m) мож-
но указать такую неизоморфную ей группу G, что группы H(l,m) и G
будут гомоморфными образами друг друга. Тем не менее, среди групп
Баумслага – Солитэра такой группы найти нельзя:

Теорема 6.3. Группы H(l, m) и H(p, q), где |l| > m > 0 и |p| > q >
0, изоморфны тогда и только тогда, когда l = p и m = q. Если каждая
из групп H(l,m) и H(p, q) является гомоморфным образом другой, то
они изоморфны.

С другой стороны, в сообщении [3] было анонсировано существова-
ние неизоморфных групп Бруннера, гомоморфно отображающихся друг
на друга. Следующий результат работы, уточняя ряд утверждений из [3],
дает перечисление всех таких пар групп Бруннера.

Теорема 6.4.
1. Если группы G1 = G(l1,m1; k1) и G2 = G(l2,m2; k2) гомоморфно

отображаются друг на друга и выполнено хотя бы одно из неравенств
|l1| > m1 и |l2| > m2, то l1 = l2 и m1 = m2.
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2. Если |l| > m, то группы G1 = G(l,m; k1) и G2 = G(l,m; k2)
изоморфны тогда и только тогда, когда выполнено одно из следующих
условий:

(2.1) k1 = k2;
(2.2) m > 1, числа k1 и k2 делятся на наибольший общий делитель

чисел l и m и k1/k2 = ±(l/m)p для некоторого целого числа p 6= 0;
(2.3) m = 1 и частное k1/k2 является l-числом.

3. Группы G1 = G(l,m; k1) и G2 = G(l, m; k2) гомоморфно отоб-
ражаются друг на друга и не изоморфны тогда и только тогда, когда
|l| > m > 1 и число m является делителем каждого из чисел l, k1 и
k2, причем число s = l/m взаимно просто с m и частное k1/k2 явля-
ется s-числом, не совпадающим ни с какой степенью (с целочисленным
показателем) числа ±s.

(Здесь, как обычно, утверждение о том, что целое число m является
n-числом, означает, что m делится лишь на простые числа, делящие целое
число n; рациональное число будем называть n-числом, если n-числами
являются числитель и знаменатель представляющей его несократимой
дроби.)

Таким образом, среди групп вида G(l,m; k) имеется бесконечно мно-
го пар, доставляющих контрпримеры к упоминавшемуся выше вопросу
3.33 из [6]; в некотором смысле минимальную такую пару составляют
группы G(18, 2; 2) и G(18, 2; 6).

В седьмом параграфе работы рассматривается следующий вопрос
В. Магнуса (см. [33]). Пусть σ(G) обозначает пересечение всех нормаль-
ных подгрупп конечного индекса группы G. Из хопфовости конечно по-
рожденных F-аппроксимируемых групп легко следует, что для любого
сюръективного эндоморфизма ϕ конечно порожденной группы G имеет
место включение Kerϕ ⊆ σ(G), а потому — и включение K(ϕ) ⊆ σ(G),
где

K(ϕ) =
∞⋃

i=1

Kerϕi.

Спрашивается, какие нехопфовы группы с конечным числом порождаю-
щих обладают хотя бы одним сюръективным эндоморфизмом ϕ таким,
что K(ϕ) = σ(G)? В работе [33] такие эндоморфизмы были явно указа-
ны для ряда известных конечно определенных нехопфовых групп и по-
ставлен вопрос о существовании эндоморфизма с указанным свойством
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в произвольной конечно определенной нехопфовой группе. Нетрудно по-
казать, тем не менее, что ответ на этот вопрос отрицателен. А именно,
имеет место

Теорема 7.1. Пусть группа G является свободным произведением
групп A и B с объединенной подгруппой H, G = (A ∗ B; H). Предполо-
жим, что

(1) существует сюръективный эндоморфизм τ группы A с нетриви-
альным ядром, действующий тождественно на подгруппе H;

(2) группа A совпадает с нормальным замыканием в этой группе
подгруппы H;

(3) подгруппа σ(B) содержит подгруппу H и совпадает с нормаль-
ным замыканием в группе B некоторого конечного множества ее
элементов.

Тогда группа G нехопфова, и для любого сюръективного эндоморфизма ϕ
группы G подгруппы K(ϕ) и σ(G) различны.

По-видимому, простейшим конкретным примером, удовлетворяю-
щим условиям теоремы 7.1 является, группа

G = 〈a, b, c; b−1a2b = a3, b =
[
b, c−1bc

]
〉.

С другой стороны, один из результатов работы [33] утверждает, что груп-
па Баумслага – Солитэра H(l,m) в случае, когда числа l и m взаимно
просты, таким сюръективным эндоморфизмом ϕ, что K(ϕ) = σ(H(l,m)),
обладает. Основной целью параграфа 7 является доказательство сле-
дующей теоремы, дающей исчерпывающую характеризацию тех групп
H(l, m), которые обладают сюръективным эндоморфизмом с указанным
свойством.

Теорема 7.2. Пусть H(l, m) = 〈a, b; b−1alb = am〉 — произволь-
ная группа Баумслага – Солитэра и пусть числа l и m, определяю-
щие эту группу, записаны в виде l = l1p и m = m1q , где (p, m) =
(q, l) = 1 и положительные числа l1 и m1 имеют одни и те же про-
стые делители. Группа H(l, m) обладает сюръективным эндоморфиз-
мом ϕ таким, что K(ϕ) = σ(H(l,m)), тогда и только тогда, когда
m1 = n1.

Заметим, что если числа l и m взаимно просты, то l1 = m1 = 1,
так что приведенный выше результат из [33] является непосредственным
следствием этой теоремы.
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В формулировке теоремы 7.2 отсутствует предположение о нехопфо-
вости группы H(l,m). Дело в том, что конечно порожденная группа
G, обладающая сюръективным эндоморфизмом ϕ таким, что K(ϕ) =
σ(G), не обязательно является нехопфовой: если группа G является F-
аппроксимируемой (т. е. σ(G) = 1), то любой ее автоморфизм ϕ удовле-
творяет указанному равенству. Более того, очевидно, что если группа G
хопфова и K(ϕ) = σ(G) для некоторого ее сюръективного эндоморфизма
ϕ, то эта группа F-аппроксимируема. Таким образом, класс конечно по-
рожденных групп, обладающих сюръективным эндоморфизмом с указан-
ным свойством, состоит из групп, являющихся либо F-аппроксимируемы-
ми, либо нехопфовыми, причем все конечно порожденные F-аппроксими-
руемые группы этому классу принадлежат. Поэтому для хопфовых групп
H(l, m) утверждение теоремы 7.2 является непосредственным следстви-
ем критериев F-аппроксимируемости и хопфовости групп Баумслага –
Солитэра, и доказательство теоремы 7.2 достаточно провести при допол-
нительном предположении о нехопфовости группы H(l,m). Тем не менее,
в этом доказательстве будет использоваться лишь более слабое предпо-
ложение |l| > m > 0. Пусть α обозначает (сюръективный) эндоморфизм
группы H(l,m), переводящий элемент a в элемент apq и оставляющий эле-
мент b на месте. Теорема 7.2 является очевидным следствием следующих
двух утверждений, которые и доказываются в работе:

Теорема 7.2a. Фактор-группа H(l, m)/K(α) F-аппроксимируема
тогда и только тогда, когда l1 = m1.

Теорема 7.2b. Ядро каждого сюръективного эндоморфизма груп-
пы H(l,m) содержится в подгруппе K(α).

В третьей главе работы рассматриваются свойства F-отделимости
подгрупп и некоторые другие аппроксимационные свойства групп. Как
уже отмечалось выше, произвольная группа вида H(l, 1), где |l| > 1,
не является πc-группой. Все эти группы являются нисходящим HNN -
расширением бесконечной циклической группы, и следующий результат,
доставляющий необходимое и достаточное условие принадлежности нис-
ходящего HNN -расширения классу πc-групп, объясняет, в частности, та-
кое поведение групп H(l, 1) относительно свойства быть πc-группой.

Теорема 8.1. Пусть G — некоторая группа, B — подгруппа груп-
пы G, изоморфная этой группе, и ϕ : G → B — изоморфизм. Пусть
G∗ = (G, t; t−1Gt = B,ϕ) — нисходящее HNN -расширение группы G.
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Группа G∗ является πc-группой тогда и только тогда, когда для каждой
циклической подгруппы A группы G семейство FG(G, B, ϕ) всех (G, B, ϕ)-
совместимых нормальных подгрупп конечного индекса группы G являет-
ся A-фильтрацией.

Следующий результат относится к группам с одним определяющим
соотношением, центр которой нетривиален.

Теорема 8.2. Пусть G — группа с одним определяющим соотно-
шением, обладающая нетривиальным центром. Тогда произвольная ко-
нечно порожденная подгруппа группы G является F-отделимой.

Заметим, что опустить в формулировке этой теоремы требование
конечной порожденности подгрупп нельзя: каждая группа с одним со-
отношением и нетривиальным центром содержит неотделимую подгруп-
пу, если, разумеется, она вообще содержит хотя бы одну подгруппу, не
являющуюся конечно порожденной (т. е не является циклической и не
изоморфна группе H(±1, 1)).

Решающую роль в доказательстве теоремы 8.2 играет следующее
замечание, имеющее, возможно, и самостоятельный интерес.

Предложение 8.2. Пусть K — гомоморфно замкнутый класс
групп и пусть G — группа, обладающая бесконечным центром, отлич-
ным от квазициклической группы. Предположим далее, что для лю-
бой неединичной центральной подгруппы A группы G все K-подгруппы
фактор-группы G/A F-отделимы. Тогда F-отделимыми будут и все K-
подгруппы группы G.

Отметим еще, что теорема 8.2 была опубликована в 1987 году в ра-
боте [45], а в опубликованной в том же году статье [26] для групп с одним
определяющим соотношением и нетривиальным центром другими метода-
ми была установлена F-отделимость конечно порожденных нормальных
подгрупп.

Следующие два результата относятся к свободным группам.

Теорема 8.3. Произвольная конечно порожденная подгруппа H
свободной группы F является сопряженно F-отделимой.

Напомним здесь еще раз, что подгруппа H некоторой группы G на-
зывается сопряженно F-отделимой, если для любого элемента a ∈ G, не
сопряженного ни с одним элементом из H, найдется такой гомоморфизм
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ϕ группы G на некоторую конечную группу, что элемент aϕ не сопряжен
в группе Gϕ ни с одним элементом из подгруппы Hϕ.

Теорема 9.1. Произвольная свободная группа F-аппроксимируема
относительно сопряженности конечно порожденных подгрупп.

В силу общего замечания А. И. Мальцева [11] следствием этой теоре-
мы является алгоритмическая распознаваемость сопряженности конечно
порожденных подгрупп свободной группы; ранее этот результат был по-
лучен другими методами в работе [12].

Приведем также следующее утверждение, используемое при доказа-
тельстве теоремы 8.3:

Предложение 8.4. Пусть G = A ∗ B — (обычное) свободное про-
изведение групп A и B. Каждый из свободных множителей A и B яв-
ляется сопряженно F-отделимой подгруппой группы G тогда и только
тогда, когда группы A и B F-аппроксимируемы.

Интересной оказалась ситуация с F-аппроксимируемостью относи-
тельно сопряженности конечно порожденных подгрупп для групп Баум-
слага – Солитэра вида H(l, 1). Если l = ±1, группа H(l, 1) является
полициклической, и потому F-аппроксимируема относительно сопряжен-
ности конечно порожденных подгрупп в силу вышеупомянутого резуль-
тата работы [30] (при l = 1 это просто очевидно). В оставшемся случае
соответствующий критерий формулируется следующим образом:

Теорема 9.2. Если |l| > 1, группа H(l, 1) = 〈a, b; b−1alb = a〉 F-
аппроксимируема относительно сопряженности конечно порожденных
подгрупп тогда и только тогда, когда l = ±p для некоторого простого
числа p.

В последнем параграфе работы получено несколько результатов об
F-аппроксимируемых группах с одинаковыми семействами конечных го-
моморфных образов.

Следующее утверждение можно рассматривать как некоторое уси-
ление теоремы А. И. Мальцева о хопфовости конечно порожденных F-
аппроксимируемых групп (напомним, что F(G) обозначает семейство всех
конечных гомоморфных образов группы G).

Теорема 10.1. Пусть G — конечно порожденная F-аппроксими-
руемая группа и N — нормальная подгруппа группы G. Если F(G) =
F(G/N), то N = 1.
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Эта теорема используется при получении следующего результата,
представляющего некоторый интерес в связи с вышеупомянутым вопро-
сом В. Н. Ремесленникова:

Теорема 10.2. Пусть конечно порожденная группа G является
конечным расширением свободной группы. Если F(G) = F(H) для неко-
торой свободной группы H, то группы G и H изоморфны.

Для групп Баумслага – Солитэра вида H(l, 1) доказана

Теорема 10.3. Для любых ненулевых целых чисел k и l равенство
F(H(k, 1)) = F(H(l, 1)) имеет место тогда и только тогда, когда k = l.

Отметим вытекающее отсюда

Следствие. Если G — F-аппроксимируемая группа с одним опре-
деляющим соотношением и если для некоторого целого числа l выполне-
но равенство F(G) = F(H(l, 1)), то G ' H(l, 1).

Если рассматривать лишь те конечные гомоморфные образы, кото-
рые являются p-группами (при фиксированном простом p), утверждение
теоремы 10.3 перестает быть справедливым. Пусть Fp(G) обозначает се-
мейство всех конечных p-групп, являющихся гомоморфными образами
группы G. Имеет место

Теорема 10.4. Пусть p — простое число. Тогда
1. Если Fp(H(k, 1)) = Fp(H(l, 1)) и одно из чисел k−1 и l−1 делится

на p, то и другое делится на p.
(2) Если числа k − 1 и l − 1 не делятся на p, то Fp(H(k, 1)) =

Fp(H(l, 1)).
(3) Если числа k−1 и l−1 делятся на p, то следующие утверждения

равносильны:
(3.1) Fp(H(k, 1)) = Fp(H(l, 1));
(3.2) для любого целого числа s > 0 элементы k + psZ и l + psZ

группы Z∗ps (мультипликативной группы кольца Zps = Z/psZ
вычетов целых чисел по модулю ps) порождают в этой группе
одну и ту же циклическую подгруппу;

(3.3) числа k − 1 и l− 1 делятся на одни и те же степени числа p,
причем в случае, когда p = 2 и числа k − 1 и l − 1 не делятся
на 4, числа k2 − 1 и l2 − 1 делятся на одни и те же степени
числа 2.
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Поскольку всякая конечная p-группа нильпотентна, то в силу пункта
(3.3) этой теоремы из того, что группы H(k, 1) и H(l, 1) имеют одни и те
же нильпотентные гомоморфные образы, следует, что |k − 1| = |l − 1|. В
действительности, имеет место

Следствие. Если множество нильпотентных гомоморфных обра-
зов группы H(k, 1) совпадает с множеством нильпотентных гомоморф-
ных образов группы H(l, 1), то k = l.
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