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О  ф инитно й  ап п р о ксимир уемо сти  о бобщенных  
п р ямых п р о изведений  гр уп п  

 
У казан ы  у сл о вия ф ин итн о й аппро ксимиру е м о сти о бо бщ е н н о го  

прям о го  про изве де н ия двух гру пп, ан ал о гичн ы е  изве стн ы м  у сл о виям   
Г. Бау мсл ага дл я о бо бщ е н н ы х сво бо дн ы х про изве де н ий. 

 
Напо м н им , что  ко н стру кция о бо бщ е н н о го  прям о го   про из-

ве де н ия двух гру пп в рабо те  [3] о пре де л яе тся сл е дующ им  о бра-
зо м .  

П у сть A и B – н е ко то ры е  гру ппы , H – по дгру ппа гру ппы  A, 
K – по дгру ппа гру ппы  B и  KH →:ϕ  – изо м о рф изм  гру ппы  H 
н а гру ппу  K. Обо бщ е н н ы м  прям ы м  про изве де н ие м  гру пп A и B с 
по дгру ппами H и K, о бъе дин е н н ы ми в со о тве тствии с изо м о р-
ф изм о м  ϕ , н азы вае тся гру ппа G с по дгру ппами A и B такая, что  

ABG = , по дгру ппы  A и B по эл е м е н тн о  пе ре стан о во чн ы  и их 
пе ре се че н ие  со впадае т как с по дгру ппо й H, так и с по дгру ппо й K, 
приче м  эл е м е н ты  по дгру ппы  H и K о то жде ствл яются в со о тве т-
ствии с изо м о рф изм о м  ϕ .  

Оче видн ы м  н е о бхо димы м  у сл о вие м  су щ е ство ван ия тако й 
гру ппы  G явл яе тся це н тральн о сть по дгру пп H и K в гру ппах A и 
B со о тве тстве н н о . Не тру дн о  виде ть, что  это  у сл о вие  о казы вае тся 
и до стато чн ы м . Д е йствите л ьн о , в это м  сл учае  в прям о м  про изве -
де н ии BAD ×=  гру пп A и B по дм н о же ство  N, со сто ящ е е  из 
все во зм о жн ы х эл е м е н то в вида 1)( −ϕhh , где  Hh∈ ,  явл яе тся 
(це н тральн о й) по дгру ппо й. Ле гко  про ве ряе мая справе дл иво сть в 
гру ппе  D раве н ств 1=∩=∩ NBNA  и KNHNBNAN ==∩   
го во рит о  то м , что  по дгру ппы  NAN/  и NBN/  ф акто р-гру ппы  

ND /  изо м о рф н ы  гру ппам  A и B со о тве тстве н н о , а их пе ре се че -
н ие  со впадае т с по дгру ппо й NHN/ , так что  факто р-гру ппа ND /  
явл яе тся о бо бщ е н н ы м  прям ы м  про изве де н ие м  гру пп A и B с о бъ-
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е дин е н н ы ми в со о тве тствии с изо м о рф изм о м  ϕ  по дгру ппами H 
и K.  Д л я по л н о ты  картин ы  о тм е тим  также , что  из это го  по стро е -
н ия сл е ду е т и е дин стве н н о сть о бо бщ е н н о го  прям о го  про изве де -
н ия: про изво л ьн ая гру ппа G с по дгру ппами A и B такими, что  

ABG = , 1],[ =BA  и KHBA ==∩ , о казы вае тся изо м о рф н о й 
ф акто р-гру ппе  ND / . 

В дан н о й рабо те  рассматриваются у сл о вия ф ин итн о й ап-
про ксимиру е м о сти о бо бщ е н н о го  прям о го  про изве де н ия гру пп, и 
м ы  о тм е тим , пре жде  все го , су щ е ство ван ие   про сты х прим е ро в 
о бо бщ е н н о го  прям о го  про изве де н ия двух ф ин итн о  аппро ксими-
ру е м ы х гру пп, н е  явл яющ е го ся ф ин итн о  аппро ксимиру е м о й 
гру ппо й. 

Так, пу сть A  – сво бо дн ая абе л е ва гру ппа с м н о же ство м  
сво бо дн ы х по ро ждающ их ,...,, 21 aa  H  – по дгру ппа гру ппы  A , 

по ро жде н н ая эл е м е н тами ...,, 3
31

2
21 aaaa . Че рез B  о бо зн ачим  

сво бо дн у ю абе л е ву  гру ппу  с м н о же ство м  сво бо дн ы х по ро ждаю-
щ их ...,, 21 bb , а че рез K  – е е  по дгру ппу , по ро жде н н у ю эл е м е н -

тами ...,, 3
3

2
2 bb . П о ско л ьку  у казан н ы е  по ро ждающ ие  по дгру пп 

H и K  явл яются, о че видн о , сво бо дн ы ми, су щ е ству е т изо м о р-
ф изм  KH →:ϕ , о пре де л яе м ы й о то браже н ие м   i

i
i
i baa a1  

( ...,3,2=i ). П у сть G  – о бо бщ е н н о е  прям о е  про изве де н ие  гру пп 
A и B с по дгру ппами H и K, о бъе дин е н н ы ми в со о тве тствии с 
изо м о рф изм о м  ϕ . Так как в это й гру ппе  дл я л юбо го  це л о го  чис-

л а 2≥n  вы по л н е н о  раве н ство  n
nnaba )( 1

1
−=  и эл е м е н т 1a  о тл и-

че н  о т 1, гру ппа G н е  явл яе тся ф ин итн о  аппро ксимиру е м о й.  
 
Осн о вн о й це лью дан н о й рабо ты  явл яе тся до казате л ьство  

то го , что  изве стн ы е  у сл о вия Г. Бау мсл ага [2] ф ин итн о й аппро ксими-
ру е м о сти о бо бщ е н н ы х сво бо дн ы х про изве де н ий до сл о вн о  пе ре н о сятся 
н а о бо бщ е н н ы е  прям ы е  про изве де н ия. Напо м н им  н е о бхо димы е  дл я 
ф о рм у л иро вки этих у сл о вий о пре де л е н ия. 

П у сть A  и  B  – н е к о то ры е  гру пп ы ,  H  – п о д гру п -
па гру пп ы  A ,  K  – по дгру ппа гру ппы  B  и  KH →:ϕ  – 
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ф иксиро ван н ы й  изо м о рф изм . П о дгру ппы  AR ≤  и  BS ≤  н а-
зы ваются ( )ϕ,, KH -со вм е стим ы м и , е сл и  ( ) SKRH ∩=∩ ϕ .  
Сл е ду я Бау мсл агу  бу де м  го во рить также , что  н е ко то ро е  се м е йст-
во   { } Λ∈λλN  н о рмальн ы х по дгру пп н е ко то ро й гру ппы  G   явл я-

е тся ф ильтрацие й, е сл и 1=Λ∈∩λ λN , а е сл и дл я н е ко то ро й по д-
гру ппы  H  гру ппы  G  вы по л н е н о  раве н ство  HHN =Λ∈∩λ λ , то  
эта ф ильтрация  н азы вае тся H -ф ильтрацие й. 

В рабо те  [2] до казазан о , что  е сл и ( )ϕ,; KHBAG =∗=  – 
о бо бщ е н н о е  сво бо дн о е  про изве де н ие  и ( ){ } Λ∈λλλ SR ,  – се м е йство  

всех пар ( )ϕ,, KH -со вм е стим ы х н о рмальн ы х по дгру пп ко н е чн о -
го  ин де кса гру пп A  и B , то  дл я ф ин итн о й аппро ксимиру е м о сти 
гру ппы  G  н е о бхо дим о , что бы  каждо е  из се м е йств { } Λ∈λλR  и 

{ } Λ∈λλS  явл ял о сь ф ильтрацие й, а до стато чн о е  у сл о вие  ф ин итн о й 
аппро ксимиру е м о сти это й гру ппы  со сто ит в то м , что  се м е йство  
{ } Λ∈λλR  явл яе тся H -ф ильтрацие й и се м е йство  { } Λ∈λλS  явл яе т-
ся K -ф ильтрацие й. А н ал о гичн о е  у тве ржде н ие  о казы вае тся спра-
ве дл ивы м  и дл я о бо бщ е н н ы х прям ы х про изве де н ий. 

Т ео р ема. Пусть A  и B  – гр уппы , H  – це н тр альн ая под -
гр уппа  гр уппы A , K  – це н тр альн ая под гр уппа  гр уп-
пы B , KH →:ϕ – изомор физм  гр уппы  H  н а  гр уппу K  и G  – 
обобще н н ое  прямое  произве д е н ие  гр упп A  и B  с под гр уппами H  
и K , объед ин е н н ы м и в соответствии с изомор физмом  ϕ . Пусть 

( ){ } Λ∈λλλ SR ,  – сем ей ство всех пар  ( )ϕ,, KH -совместим ы х 
н ор м альн ы х под гр упп кон ечн ого ин д е кса  гр упп A  и B . Тогд а: 

1) если гр уппа  G  фин итн о аппроксимир уем а , то к аж д ое  
из сем ей ств { } Λ∈λλR  и { } Λ∈λλS  является фильтр ацией ; 

2) если сем ейство { } Λ∈λλR  является H -фильтр ацией  и 

сем ей ство { } Λ∈λλS  является K -фильтр ацией , то гр уппа  G  
фин итн о аппроксимир уем а . 
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Д л я до казате л ьства это й те о ре м ы  во спо л ьзу е мся у казан н ы м  

вы ш е  пре дставл е н ие м  гру ппы  G  в виде  ф акто р-гру ппы   прям о го  
про изве де н ия BAD ×=  по  по дгру ппе  N, со сто ящ е й из эл е м е н -
то в вида 1)( −ϕhh  ( Hh∈ ). 

П ре дпо л о жим  сн ачал а, что  гру ппа G  ф ин итн о  аппро кси-
миру е ма, и по каже м , что  то гда каждо е  из се м е йств { } Λ∈λλR  и 

{ } Λ∈λλS  до л жн о  бы ть ф ильтрацие й. В сам о м  де л е , пу сть, ска-

же м , a  – н е е дин ичн ы й эл е м е н т гру ппы  A. То гда эл е м е н т aN  
гру ппы  G  о тл иче н  о т 1 и по то м у  н е  вхо дит в е е  по дгру ппу  NU /  
дл я н е ко то ро й н о рмальн о й по дгру ппы  U ко н е чн о го  ин де кса 
гру ппы  D, со де ржащ е й по дгру ппу  N (и н е  со де ржащ е й эл е м е н та 
a ). П о л агае м  UAR ∩=  и UBS ∩= . П о ско л ьку  по дгру ппа N 
со де ржится в по дгру ппе  U, дл я л юбо го  эл е м е н та Hh∈ эл е м е н ты  
h  и ϕh  вхо дят ил и н е  вхо дят в по дгру ппу  U о дн о вре м е н н о . Так 
как UHRH ∩=∩  и UKSK ∩=∩ , о тсюда сл е ду е т, что  

SKRH ∩=∩ ϕ)( . Таким  о бразо м , R и S явл яются ( )ϕ,, KH -
со вм е стим ы ми н о рмальн ы ми по дгру ппами ко н е чн о го  ин де кса 
гру пп A  и B , и по то м у  λRR =  дл я по дхо дящ е го  Λ∈λ . Так как 

Ra ∉ , этим  до казан о , что  се м е йство  { } Λ∈λλR  явл яе тся ф ильтра-
цие й. 

П ре дпо л о жим  те пе рь, что  се м е йство  { } Λ∈λλR  явл яе тся H-

ф ильтрацие й и се м е йство  { } Λ∈λλS  явл яе тся K-ф ильтрацие й. Д л я 
до казате л ьства ф ин итн о й аппро ксимиру е м о сти гру ппы  G  до ста-
то чн о  по казать, что  в гру ппе  D по дгру ппа N  явл яе тся ф ин итн о  
о тде л им о й, т. е . что  про изво л ьн ы й эл е м е н т Dg ∈ , н е  прин адл е -
жащ ий по дгру ппе  N, н е  вхо дит в н е ко то рую по дгру ппу  ко н е чн о -
го  ин де кса гру ппы   D, со де ржащ ую по дгру ппу  N. 

Запиш е м  эл е м е н т g в виде  abg = , где  Aa ∈ , Bb∈ , и 
пре дпо л о жим  сн ачал а, что  эл е м е н т a  н е  вхо дит в по дгру ппу  H. 
То гда по ско л ьку  се м е йство  { } Λ∈λλR  явл яе тся H-ф ильтрацие й, 
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дл я по дхо дящ е го  Λ∈λ  м ы  бу де м  им е ть  λHRa ∉ . П о каже м , что  
по дгру ппа BHRL λ=  явл яе тся иско м о й. 

В сам о м  де л е , ко н е чн о сть ин де кса по дгру ппы  L в гру ппе  D  
сл е ду е т из ко н е чн о сти ин де кса в это й гру ппе  по дгру ппы  BRλ . 
Включе н ие  LN ⊆ о че видн о , и о стае тся по казать, что  эл е м е н т g 
н е  вхо дит в L. Есл и, н апро тив, Lg ∈ , то  1hrbg = , дл я н е ко то -
ры х Hh∈ , λRr ∈  и Bb ∈1 . Сравн ивая это  вы раже н ие  эл е м е н та 
g с е го  исхо дн о й записью abg = , им е е м  hra = , что  про тиво ре -
чит вы бо ру  по дгру ппы  λR . 

Сл учай, ко гда Kb ∉ , рассматривае тся ан ал о гичн о , и м ы  
бу де м  считать те пе рь, что  Ha ∈  и  Kb ∈ . То гда ϕhb =  дл я 
н е ко то ро го  эл е м е н та Hh∈ , приче м , по ско льку  эл е м е н т  g н е  

вхо дит в по дгру ппу  N, 1−≠ ha .  
Так как се м е йство  { } Λ∈λλR  явл яе тся ф ильтрацие й, то  н ай-

де тся Λ∈λ  тако й, что  λRah ∉ . П о каже м ,  что  то гда по дгру ппа 

λλ SNRL =  явл яе тся иско м о й. 
К о н е чн о сть ин де кса это й по дгру ппы  в гру ппе  D и  включе -

н ие  LN ⊆ сн о ва о че видн ы . Есл и пре дпо л о жить, что  эл е м е н т g  

вхо дит в по дгру ппу  L, то  ( ) rshhg 1
11

−= ϕ , дл я н е ко то ры х эл е -

м е н то в Hh ∈1 , λRr ∈  и λSs ∈ . То гда rha 1=  и ( ) shb 1
1

−= ϕ . И з 
по сл е дн е го  раве н ства сл е ду е т, что  эл е м е н т s  прин адл е жит по д-
гру ппе  K, и по то м у  λSKs ∩∈ . Сл е до вате л ьн о , ϕ1rs =  дл я по д-

хо дящ е го  λRHr ∩∈1 . Отсюда ϕϕ 1
1

1 )( rhh −= , и так как о то бра-

же н ие  ϕ  ин ъе ктивн о , им е е м  1
1

1 rhh −= . Но  то гда λRrrah ∈= 1 , 
что  про тиво ре чит вы бо ру  по дгру ппы  λR . Те о ре ма  до казан а. 



А . В . Агафон ова , Д. И . М олд аван ский  

 

8 

 

В заключе н ие  приве де м  прим е р, по казы вающ ий, что  до ста-
то чн о е  у сл о вие  ф ин итн о й аппро ксимиру е м о сти о бо бщ е н н о го  
прям о го  про изве де н ия, со де ржащ е е ся в пу н кте  2) до казан н о й 
те о ре м ы , н е  явл яе тся н е о бхо дим ы м .  

П у сть A  – гру ппа, задан н ая по ро ждающ ими эл е м е н тами 
...,, 21 aa  и о пре де л яющ ими со о тн о ш е н иями 2

1+= ii aa  
( ...,2,1=i ), и H – е е  по дгру ппа, по ро жде н н ая эл е м е н то м  1a . 
Х о ро ш о  изве стн о , что  гру ппа A  (изо м о рф н ая аддитивн о й гру ппе  
дво ичн ы х дро бе й) ф ин итн о  аппро ксимиру е ма. Ле гко  виде ть так-
же , что  по дгру ппа H  в это й гру ппе  н е  явл яе тся ф ин итн о  о тде л и-
м о й (по ско л ьку  ф акто р-гру ппа HA/  изо м о рф н а квазицикл иче -

ско й гру ппе  типа ∞2  и по то м у  н е  ф ин итн о  аппро ксимиру е ма). 
П у сть е щ е  B  – сво бо дн ая абе л е ва гру ппа ран га 2 со  сво -

бо дн ы ми по ро ждающ ими yx,  и K  – е е  по дгру ппа, по ро жде н н ая 
эл е м е н то м  x . П о ско л ьку  в гру ппе  B  все  по дгру ппы  ф ин итн о  
о тде л им ы , в сил у  пре дл о же н ия 2 из рабо ты  [1] о бо бщ е н н о е  пря-
м о е  про изве де н ие  гру пп A  и  B  с по дгру ппами H  и K , о бъе -
дин е н н ы ми в со о тве тствии с о че видн ы м  изо м о рф изм о м , явл яе тся 
ф ин итн о  аппро ксимиру е м о й гру ппо й. Вм е сте  с те м , так как в 
гру ппе  A  по дгру ппа H  н е  ф ин итн о  о тде л има, н икако е  се м е йст-
во  н о рмальн ы х по дгру пп ко н е чн о го  ин де кса гру ппы  A  н е  м о же т 
бы ть H -ф ильтрацие й, так что  тре бо ван ия у сл о вия 2) те о ре м ы  
зде сь н е  вы по л н е н ы . 
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