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О б  ап п р оксимир уемости  конечными  гр уп п ами 
обобщенных свободных п р оизведений  гр уп п  

 
        Д ля про изв о ль н о г о  м н о ж еств а π  про сты х  чисел рассматрив аю тся 
усло в ия аппроксимируемо сти ко н ечн ы ми π -группами о бо бщен н ы х  св о -
бодн ы х  про изв еден ий дв ух  групп. При допо лн итель н о м  предпо ло ж ен ии 
цен траль н о сти о бъедин яемы х  подгрупп доказан о , что  о бо бщен н о е св о -
бодн о е про изв еден ие дв ух  ко н ечн ы х  π -групп яв ляется группой, аппрок-
симируемо й ко н ечн ы ми π -группами, и н а о сн о в е это г о  результата по лу-
чен ы  усло в ия аппроксимируемо сти ко н ечн ы ми π -группами св о бо дн ы х  
про изв еден ий про изв о ль н ы х  групп с о бъедин яемы ми цен траль н ы ми 
подгруппами, ан ало г ичн ы е усло в иям  Г. Баумслаг а для св о йств а фин ит-
н о й аппроксимируемо сти. 

 
§  1. О сновные р езультаты 

Напо м н им , что  группа G н азы в ается аппроксимируем ой 
группами из н еко торо г о  класса K (или K-аппроксимируем ой), 
если для любо г о  н еедин ичн о г о  элемен та Gg ∈  существ ует такой  
г о м о м орфизм  группы  G н а н еко торую  группу из класса K, образ 
элемен та g о тн о ситель н о  которо г о  о тличен  о т един ицы . Под-
группа H группы  G н азы в ается K-о тделим ой, если для любо г о  
элемен та Gg ∈ , н е прин адлеж ащег о  H, существ ует такой  г о -
м о м орфизм  группы  G н а н еко торую  группу из класса K, о браз 
элемен та g о тн о ситель н о  которо г о  н е прин адлеж ит о бразу под-
группы  H. О тметим , что  если класс K г о м о м орфн о  замкн ут, то  
н о рмаль н ая подгруппа H группы  G K-о тделима то гда и то лько  
то гда, ко гда фактор-группа HG/ яв ляется K-аппроксимируем ой. 

Если K со в падает с классо м  F в сех  ко н ечн ы х  групп, то  
св о йств а K-аппроксимируем о сти и K-о тделим о сти со в падаю т с 
классическими св о йств ами фин итн о й аппроксимируем о сти и фи-
н итн о й о тделим о сти со о тв етств ен н о . Бо лее то н кими яв ляю тся 
св о йств а πF -аппроксимируем о сти и πF -о тделим о сти, где для 
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дан н о г о  м н о ж еств а π  про сты х  чисел сим в о л πF  о бо зн ачает  
класс в сех   ко н ечн ы х  π -групп (если π  со сто ит из един ств ен н о г о  
про сто г о  числа p, будем  писать  pF  в место  πF ). Общая проблема 
описан ия для дан н о й фин итн о  аппроксимируем ой группы  таких  
м н о ж еств  π , что  эта группа яв ляется πF - аппроксимируем ой, 
примен итель н о  к ко н струкции о бобщен н о г о  св о бодн о г о  про изв е-
ден ия м о ж ет бы ть  уто чн ен а следую щим  о бразо м : 

Пусть  группа G яв ляется о бобщен н ы м  св о бо дн ы м  про -
изв еден ием  дв ух  πF -аппроксимируемы х  групп. Верн о  ли, что  
если группа G F-аппроксимируема, то  о н а яв ляется πF -аппрок-
симируем ой? 

Изв естн о , что  для обы чн о г о  св обо дн о г о  про изв еден ия о т-
в ет н а это т в опро с по ло ж ителен . Это  следует из рабо ты  [2], н о  
м о ж ет бы ть  без о собо г о  труда доказан о  и н епо средств ен н о . Д ей-
ств итель н о , если BAG ∗=  – св обо дн о е про изв еден ие πF -ап-
проксимируемы х  групп A  и B , то  проблема πF -аппроксими-
руемо сти группы  G стан дартн ы ми рассуж ден иями св о дится к 
случаю , ко гда группы  A  и B  ко н ечн ы . Но  то гда группа G яв ля-
ется расширен ием  св о бо дн о й группы  при по мо щи ко н ечн о й  
π -группы  BA×  и по то му πF -аппроксимируема. 

В о бщем  ж е случае о тв ет н а сформулиро в ан н ы й в ы ш е в о -
про с о трицателен : легко  по стро ить  пример о бобщен н о г о  св о бод-
н о г о  про изв еден ия  дв ух  ко н ечн ы х  p -групп, н е яв ляю щег о ся 

pF -аппроксимируем ой группой. В св язи с этим  естеств ен н о  
спро сить , н аско лько  следует расширить  м н о ж еств о  π , чтобы  ап-
проксимируем о сть  со о тв етств ую щим  классо м  групп о бобщен н о -
г о  св о бо дн о г о  произв еден ия дв ух  πF -аппроксимируемы х  
групп имела место . Т ак, н етрудн о  доказать , что  св о бо дн о е про из-
в еден ие ( )ϕ,; KHBAG =∗=  дв ух  ко н ечн ы х  групп A  и B  с 
подгруппами H  и K , о бъедин ен н ы ми о тн о ситель н о  изо м ор-
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физма KH →:ϕ , яв ляется группой, πF -аппроксимируем ой для 
н еко торо г о  ко н ечн о г о  м н о ж еств а π . Бо лее то чн о , имеет место  

Теор ема 1. Если гр уппы  A  и B  кон ечн ы  и м н ож ество π  
состоит из всех просты х чисел, н е  пр евосход ящих произвед е н ия 
m  пор яд ков гр упп A  и B , то гр уппа  ( )ϕ,; KHBAG =∗=  яв-
ляется πF -аппроксимир уемой. 

Д оказательств о  это г о  утв ерж ден ия практически со в падает 
с доказательств о м  Г. Баумслаг а  F-аппроксимируем о сти о боб-
щен н о г о  св о бодн о г о  про изв еден ия дв ух  ко н ечн ы х  групп. А  
имен н о , Б. Нейман о м  [4] по стро ен  действ ую щий ин ъектив н о  н а 
подгруппах  A  и B  г о м о м орфизм  группы  G в  группу подстан о -
в ок декарто в а про изв еден ия м н о ж еств  A  и B . По ско льку ядро  
это г о  г о м о м орфизма в  силу изв естн о й теоремы  Х . Нейман  яв ля-
ется св о бо дн о й группой, этим  доказан о , что  группа G есть  рас-
ширен ие св о бо дн о й группы  при по мо щи ко н ечн о й π -груп-
пы  и по то му πF -аппроксимируема. 

К ритерий pF -аппроксимируем о сти о бобщен н о г о  св обо д-

н о г о  про изв еден ия ( )ϕ,; KHBAG =∗=  дв ух  ко н ечн ы х   
p -групп A  и B  бы л по лучен  Г. Х иг ман о м  в  рабо те [3]. Из это г о  
критерия следует, в  частн о сти, что  если о бъедин яемы е подгруп-
пы  H  и K  распо ло ж ен ы  в  цен трах  со о тв етств ую щих  св о бо дн ы х  
м н о ж ителей A  и B , то  группа G яв ляется pF -аппрок-
симируем ой. Здесь  будет по лучен о  следую щее о бобщен ие это г о  
результата: 

Теор ема 2. Пусть A  и B  – кон ечн ы е  π -гр уппы , H  и K  
– це н тр альн ы е  под гр уппы  гр упп A  и B  соответстве н н о. Тогд а  
гр уппа  ( )ϕ,; KHBAG =∗=  πF -аппроксимир уем а .  

Г. Баумслаг  [1] н а о сн о в е св о ег о  в ы ш еупо мян уто г о  ре-
зультата о б F-аппроксимируем о сти  о бобщен н о г о   св о бодн о г о   
про изв еден ия  дв ух   ко н ечн ы х   групп  сформулиро в ал  усло в ия  
F-аппроксимируем о сти для о бобщен н о г о  св обо дн о г о  про изв еде-
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н ия про изв о ль н ы х  групп. Напо м н им  н ео бх о димы е для формули-
ро в ки этих  усло в ий определен ия. 

П усть  A  и  B  – н еко то ры е г руппы ,  H  – по д-
г руппа г руппы  A ,  K  – по дгруппа г руппы  B  и  KH →:ϕ  
фиксиро в ан н ы й изо м о рфизм . П о дгруппы  AR ≤  и  BS ≤  н а-
зы в аю тся ( )ϕ,, KH -со в м естим ы м и , если  ( ) SKRH ∩=∩ ϕ . 
Это  по н ятие позв о ляет указать  ряд ун ив ерсальн ы х , в  определен н о м  
смысле, г о мо морфизмо в  обобщен н о г о  св ободн о г о  произв еден ия 

( )ϕ,, KHBAG =∗= . А  имен н о , если R  и S  н о рмаль н ы е 
( )ϕ,, KH -со в местимы е подгруппы  групп A  и  B , то  о тображен ие 

SKSRHRSR //:, →ϕ  подгруппы  RHR /  фактор-группы  RA /  н а 
подгруппу SKS /  фактор-группы  SB / , перев о дящее элемен тhR  
в  элемен т ( )Shϕ  (где Hh ∈ ), яв ляется изо м орфизмо м . По это му 
мо ж н о  постро ить  обобщен н о е св ободн о е произв еден ие  

( )SRSR SKSRHRSBRAG ,, ,//,// ϕ=∗=  

и г о мо морфизм  SR,ρ  группы  G н а группу SRG , , действ ие которо го  
н а  св ободн ы х  мн ож ителях  группы   G со в падает с естеств ен н ы ми 
о то браж ен иями группы  A  н а факто р- г руппу RA /  и  
г руппы  B  н а факто р- г руппу SB / .  Л егко  в идеть ,  что  для 
любой  н ормаль н о й подгруппы  N группы  G подгруппы  NA ∩  и 

NB ∩ яв ляю тся ( )ϕ,, KH -со в местимы ми, так что  про изв о ль н ый 
г о м о м орфизм  группы  G про х о дит через н еко торый г о м о м ор-
физм  в ида SR,ρ . 

С ледуя Баумслагу будем  г о в о рить  такж е, что  семейств о   
{ } Λ∈λλN  н о рмаль н ы х  подгрупп н еко торой группы  G   н азы в ает-

ся фильтрацией, если 1=Λ∈∩λ λN , а если для подгруппы  H  
группы  G  в ыпо лн ен о  рав ен ств о  HHN =Λ∈∩λ λ , то  эта фильт-
рация  н азы в ается H -фильтрацией. 

У по мян уты е в ы ш е усло в ия Баумслаг а м о гут бы ть  сфор-
мулиро в ан ы  следую щим  о бразо м . 
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Пусть  ( )ϕ,, KHBAG =∗=  – о бобщен н о е св о бо дн о е 
про изв еден ие групп A  и B   и  пусть  ( ){ } Λ∈λλλ SR ,  – семейств о  

в сех  пар ( )ϕ,, KH -со в местимы х  н о рмаль н ы х  подгрупп ко н ечн о -
г о  ин декса групп A  и B . Если группа G  F-аппроксимируема, то  
каждо е из семейств  { } Λ∈λλR  и { } Λ∈λλS  яв ляется фильтрацией. 

Обратн о , если семейств о  { } Λ∈λλR  яв ляется H -фильтрацией и 

семейств о  { } Λ∈λλS  яв ляется K -фильтрацией, то  группа G  F-
аппроксимируема. 

Т еорема 2 позв о ляет по лучить  усло в ия πF -аппрокси-
мируем о сти о бобщен н о г о  св о бо дн о г о  про изв еден ия дв ух  про из-
в о ль н ы х  групп с о бъедин ен н ы ми цен траль н ы ми подгруппами, 
ан ало г ичн ы е этим  усло в иям  Баумслаг а.  

Теор ема 3. Пусть ( )ϕ,; KHBAG =∗=  – свобод н ое  про-
извед е н ие  гр упп A  и B  с объ е д ин ён н ы ми под гр уппами H  и K , 
пр ичем  H  и K  – це н тр альн ы е  под гр уппы  гр упп A  и B  соот-
ветстве н н о. Пусть ( ){ } Λ∈λλλ SR ,  – сем ейство всех пар  под -

гр упп A  и B  соответстве н н о таких, что д ля любого Λ∈λ  λR  
является н ор м альн ой под гр уппой кон ечн огоπ -ин д е кса  гр уппы  A , 

λS является н ор м альн ой под гр уппой кон ечн ого π -ин д е кса  гр уп-
пы  B  и  под гр уппы  λR  и λS  ( )ϕ,, KH -совместим ы . Тогд а  

1) если гр уппа  G  πF -аппроксимир уем а , то к аж д ое  из се -
м ейств { } Λ∈λλR  и { } Λ∈λλS  является ф ильтр ацией; 

2)  если сем ейство { } Λ∈λλR  является H -ф ильтр ацией и 

сем ейство { } Λ∈λλS  является K -ф ильтр ацией, то гр уп-

па  G  πF -аппроксимир уем а. 
Л егко  в идеть , что  перв о е утв ерж ден ие теоремы  3 спра-

в едлив о  и без предпо ло ж ен ия цен траль н о сти о бъедин яемы х  под-
групп. В сам о м  деле, если, скаж ем , a  – н еедин ичн ый элемен т 
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группы  A, то  из πF -аппроксимируем о сти группы  G  следует су-
ществ о в ан ие н ормаль н ой подгруппы  N ко н ечн о г о  π -ин декса 
группы  G , н е со держ ащей элемен та a. Т о гда это т элемен т н е 
прин адлеж ит подгруппе NA ∩ , в х о дящей в  семейств о  
{ } Λ∈λλR , и, таким  о бразо м , пересечен ие в сех  подгрупп это г о  се-
мейств а со в падает с един ичн о й подгруппой.  

Второ е утв ерж ден ие теоремы  3, в  св о ю  о чередь , позв о ля-
ет по лучить  следую щий результат: 

Теор ема 4. Пусть ( )ϕ,; KHBAG =∗=  – свобод н ое  про-
извед е н ие  гр упп A  и B  с объ е д ин ён н ы ми под гр уппами H  и K , 
пр ичем  H  и K  – це н тр альн ы е  под гр уппы  гр упп A  и B  соот-
ветстве н н о и гр уппы  A  и B  πF -аппроксимир уем ы . Пр ед поло-
ж им  такж е , что в гр уппе  A  к аж д ая под гр уппа , леж ащая в H  и 
им ею щая в H  кон ечн ы й π -ин д е кс, πF -отд елим а  и в гр уппе  B  
к аж д ая под гр уппа , леж ащая в K  и им ею щая в K  кон ечн ы й π -
ин д е кс, πF -отд елим а . Тогд а  гр уппа  G  πF -аппроксимир уем а . 

Прив едем  о дн о  ко н кретн о е примен ен ие теоремы  4. 
Теор ема 5. Пусть ( )ϕ,; KHBAG =∗=  – обобщен н ое   

свобод н ое  произвед е н ие πF -аппроксимир уем ы х кон ечн о порож -
д е н н ы х абелевы х гр упп A  и B , пр ичем  AH ≠ , BK ≠ . Гр уппа 
G является πF -аппроксимир уемой тогд а  и только тогд а , когд а 
под гр уппа  H π ′ -изолирован а  в гр уппе  A  и под гр уппа  K  π ′ -
изолирован а  в гр уппе  B . 

Напо м н им , что  подгруппа X н еко торой группы  Y н азы в а-
ется π ′ -изо лиро в ан н о й, если для любо г о  про сто г о  числа q, н е 
прин адлеж ащег о  м н о ж еств у π , и про изв о ль н о г о  элемен та 

Yy ∈  из то г о , что  ,Xyq ∈  следует, что  Xy ∈ . Очев идн о , что  
если группа Y абелев а, то  ее подгруппа X π ′ -изо лиро в ан а в  
то чн о сти то гда, ко гда периодическая часть  фактор-группы  XY /  
яв ляется π -группой. Т ак как, к то му ж е, ко н ечн о  поро ж ден н ая 
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абелев а группа πF -аппроксимируема то гда и то лько  то гда, ко гда 
ее периодическая часть  яв ляется π -группой, то  о тсю да следует, 
что  про изв о ль н ая подгруппа ко н ечн о  поро ж ден н о й абелев о й 
группы  будет π ′ -изо лиро в ан н о й то гда и то лько  то гда, ко гда о н а 
яв ляется πF -о тделим ой. По ско льку подгруппа ко н ечн о г о  
π -ин декса π ′ -изо лиро в ан н о й подгруппы  то ж е яв ляется, о чев ид-
н о , π ′ -изо лиро в ан н о й, часть  «то гда»  в  формулиро в ке теоремы  5 
в ы текает н епо средств ен н о  из теоремы  4.  

Д ля доказательств а н ео бх о дим о сти, предпо ло ж им , рассу-
ж дая о т про тив н о г о , что  для н еко торо г о  элемен та HAa \∈  и 
про сто г о  числа q, н е прин адлеж ащег о  м н о ж еств у π , имеет 
место  в клю чен ие Haq ∈ . Обо зн ачим  через g коммутатор ],[ ba  
элемен то в  a  и b, где KBb \∈ . Элемен т g о тличен  о т един ицы  в  
группе G , т. к. ег о  запись  abbag 11 −−=  н есократима. С  друг ой 
сторо н ы , при любо м  г о м о м орфизме σ  группы  G  н а ко н ечн ую  
π -группу о браз σa  элемен та a, как н етрудн о  в идеть , в х о дит в  
о браз σH  подгруппы  H, и по то му 1=σg . Это  про тив оречит 
предпо ло ж ен ию  о б πF -аппроксимируем о сти группы  G , и ут-
в ерж ден ие о  π ′ -изо лиро в ан н о сти подгруппы  H в  группе G тем  
самы м  доказан о . С прав едлив о сть  со о тв етств ую щег о  утв ерж ден ия 
для подгруппы  K  устан ав лив ается ан ало г ичн о , и теорема 5 дока-
зан а. 

Напо м н им , далее, что  подгруппа X н еко торой группы  Y 
н азы в ается изо лиро в ан н о й, если для любо г о  цело г о  числа n, о т-
личн о г о  о т н уля, и про изв о ль н о г о  элемен та Yy ∈  из то г о , что  

Xyn ∈ , следует, что  Xy ∈ . Изо ляторо м  подгруппы  X в  группе 
Y н азы в ается пересечен ие в сех  изо лиро в ан н ы х  подгрупп 
группы  Y, со держ ащих  X. Если группа Y яв ляется ко н ечн о  
поро ж ден н ой абелев о й, то  ин декс про изв о ль н о й подгруппы  
X в  ее изо ляторе ко н ечен , и легко  в идеть , что  если π  – м н о -
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ж еств о  в сех  про сты х  делителей это г о  ин декса, то   подгруппа X 
π ′ -изо лиро в ан а в  группе Y. По это му из теоремы  5 по лучаем  

Следствие. Пусть ( )ϕ,; KHBAG =∗=  – обобщен н ое   
свобод н ое  произвед е н ие  πF -аппроксимир уем ы х  кон ечн о порож -
д е н н ы х  абелевы х гр упп A  и B . Тогд а гр уппа  G  является  

1πF -

аппроксимир уемой, гд е  м н ож ество 1π , получается пр исоед ин е -
н ием  к  м н ож еству π  н е которого кон ечн ого н абор а просты х чи-
сел. 

В сам о м  деле, если через 1π  о бо зн ачить  результат присо е-
дин ен ия к м н о ж еств у π  в сех  про сты х  делителей ин декса под-
группы  H  в  ее изо ляторе в  группе A  и ин декса подгруппы  K  в  
ее изо ляторе в  группе B , то  подгруппы  H  и K  окаж утся, как 
легко  в идеть , '

1π -изо лиро в ан н ы ми в  группах  A  и B  со о тв етст-
в ен н о . 
 

§  2. Д оказательство теор ем  2, 3 и  4 

Д ля доказательств а теоремы  2 в о спо льзуемся ко н струкци-
ей о бобщен н о г о  прямо г о  про изв еден ия групп.  

Пусть  A и B – н еко торы е группы , H – цен траль н ая под-
группа группы  A, K – цен траль н ая подгруппа группы  B и  

KH →:ϕ  – изо м орфизм  группы  H н а группу K. Обобщен н ы м  
прямы м  про изв еден ием  групп A и B с подгруппами H и K, о бъе-
дин ен н ы ми в  со о тв етств ии с изо м орфизмо м  ϕ , н азы в ается фак-
тор-группа  C  прямо г о  произв еден ия BAC ×=  групп A и B по  
подгруппе N, со сто ящей из в сев о зм о ж н ы х  элемен то в  в ида 

1)( −ϕhh , где Hh∈ . Непо средств ен н о  про в еряется, что  в  группе 
C в ыпо лн ен ы  рав ен ств а 1=∩=∩ NBNA , и по то му о то браж е-
н ия aNa a:α  ( Aa ∈ ) и bNb a:β  ( Bb ∈ ) яв ляю тся в ло ж е-
н иями групп A и B в  группу C . Т ак как, к то му ж е, для любо г о  

Hh∈ имеем  )()( ϕβϕα hNhhNh === , то  существ ует г о м о -
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м орфизм  ρ  группы  ( )ϕ,; KHBAG =∗=  в  группу C ,  продо л-
ж ающий о то браж ен ия α  и β . По ско льку ядро  г о м о м орфизма ρ  
трив иаль н о  пересекается с каж дой подгруппой, сопряж ен н о й с 
любы м  из св обо дн ы х  м н о ж ителей группы  G , в  силу теоремы  
Х . Нейман  о н о  яв ляется св о бо дн о й группой. 

Если теперь  считать , что  группы  A и B яв ляю тся ко н еч-
н ы ми π -группами, то  по ско льку то гда и группа C  будет ко н еч-
н о й π -группой, группа G  оказы в ается расширен ием  св о бо дн о й 
группы  при по мо щи ко н ечн о й π -группы  и по то му яв ляется πF -
аппроксимируем ой. Т еорема 2 доказан а. 

Д ля доказательств а теоремы  3 н ам  о стается доказать  лиш ь  
в торо е утв ерж ден ие из ее формулиро в ки.  

Итак, пусть   ( )ϕ,; KHBAG =∗=  – св о бо дн о е про изв е-
ден ие групп A  и B  с о бъедин ён н ы ми подгруппами H  и K , 
прин адлеж ащими цен трам  групп A  и B  со о тв етств ен н о . Пусть  

( ){ } Λ∈λλλ SR ,  – семейств о  в сех  таких  пар ( )ϕ,, KH -со в мес-

тимы х  подгрупп  групп A  и B , что  для любо г о  Λ∈λ  λR  – 
н о рмаль н ая подгруппа ко н ечн о г о  π -ин декса группы  A  и  λS  – 
н о рмаль н ая подгруппа ко н ечн о г о  π -ин декса группы  B  и пусть  
семейств о  { } Λ∈λλR  яв ляется H -фильтрацией и семейств о  

{ } Λ∈λλS  яв ляется K -фильтрацией. 
В со о тв етств ии со  сказан н ы м  в  параграфе 1 (и упрощая 

о бо зн ачен ия) для любо г о  Λ∈λ  в в едем  в  рассмо трен ие группу 
( )λλλλλλλλ ϕ,//;// SKSRHRSBRAG =∗=  

 и г о м о м орфизм  λρ  группы  G  н а группу λG , продо лж аю щий 
естеств ен н ы е о то браж ен ия группы  A  н а фактор-группу λRA /  и 
группы  B  н а фактор-группу λSB / . Т ак как  группа λG  яв ляется 
св о бо дн ы м  про изв еден ием  дв ух  ко н ечн ы х  π -групп с о бъедин ён -
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н ы ми цен траль н ы ми подгруппами, то  из теоремы  2 следует, что  
для любо г о  Λ∈λ  группа λG  πF -аппроксимируема. 

По это му для доказательств а πF -аппроксимируем о сти 
группы  G  до стато чн о  для любо г о  о тличн о г о  о т един ицы  элемен -
та g  это й группы  указать  такой ин декс Λ∈λ , что  1≠λρg . 

Пусть  nxxxg L21=  – н есократимая запись  в  группе  G  
элемен та g . Предпо ло ж им  сн ачала, что  длин а  n  ег о  рав н а 1, т.е. 
элемен т g  в х о дит в  подгруппу A  или в  подгруппу B ; пусть  для 
определён н о сти Ag ∈ . Т ак как g  – н еедин ичн ый элемен т груп-
пы  A , а семейств о  { } Λ∈λλR  подгрупп это й группы  яв ляется 

фильтрацией, существ ует ин декс Λ∈λ  такой, что  λRg ∉ . По -
ско льку о гран ичен ие г о м о м орфизма λρ  н а подгруппу A  со в па-
дает с естеств ен н ы м  г о м о м орфизмо м  группы  A  н а фактор-
группу λRA / ,  мы  в идим , что  λλρ gRg =  яв ляется н еедин ичн ы м  
элемен то м  группы  λG . Т аким  о бразо м , в  это м  случае существ о -
в ан ие Λ∈λ  с требуемы м  св о йств о м  доказан о . 

Будем  считать  теперь , что  длин а n  элемен та g  бо льш е 
един ицы . В это м  случае в  ег о  записи nxxxg L21=  со м н о ж ители 

nxxx ,,, 21 …  в х о дят по о чередн о  в  подгруппы  A  ( A -сло г и) и B  
( B -сло г и) и н е прин адлеж ат со о тв етств ую щим  о бъедин яемы м  
подгруппам  H  и K . По ско льку семейств о  { } Λ∈λλR  яв ляется 

H -фильтрацией и семейств о  { } Λ∈λλS  яв ляется K -фильтрацией, 

для каждо г о  ni ,,2,1 …=  м о ж н о  указать  тако е Λ∈iµ , что  если 

ix  есть  A -сло г , то  
i

HRxi µ∉ , а если ix  есть  B -сло г , то  

i
KSxi µ∉ . Т ак как семейств о ( ){ } Λ∈λλλ SR ,  со держ ит в се пары  

( )ϕ,, KH -со в местимы х  н о рмаль н ы х  подгрупп  ко н ечн о г о  π -
ин декса групп A  и B , н айдется, как легко  в идеть , ин декс Λ∈λ  
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такой, что  ∩n
i i

RR 1== µλ и ∩n
i i

SS 1== µλ . По ско льку то гда для 

любо г о  ni ,,2,1 …=  из то г о , что  ix  есть  A -сло г , следует, что  

λλλλρ RHRRxx ii /∉= , и из то г о , что  ix  есть  B -сло г , следует, 
что  λλλλρ SHSSxx ii /∉= , запись  λλλλ ρρρρ nxxxg ⋅⋅⋅= L21  

элемен та λρg  яв ляется, о чев идн о , н есократим ой в  группе λG , и 
по то му 1≠λρg . Т еорема 3, таким  о бразо м , доказан а. 

Перех о дя к доказательств у теоремы  4, н апо м н им , что  в  
н ей рассматрив ается св о бо дн о е про изв еден ие  

( )ϕ,; KHBAG =∗=  

πF -аппроксимируемы х  групп A  и B  с о бъедин ён н ы ми под-
группами H  и K , прин адлеж ащими  цен трам  групп A  и B  со -
о тв етств ен н о . Предпо лагается такж е, что  в  группе A  каждая 
подгруппа, леж ащая в  H  и имею щая в  H  ко н ечн ый π -ин декс, 

πF -о тделима и в  группе B  каж дая подгруппа, леж ащая в  K  и 
имею щая в  K  ко н ечн ый π -ин декс, πF -о тделима. Д ля устан о в -
лен ия πF -аппроксимируем о сти группы  G до стато чн о  в  силу 
теоремы  3 (и в  ее о бо зн ачен иях ) показать , что  семейств о  
{ } Λ∈λλR  яв ляется H -фильтрацией и семейств о  { } Λ∈λλS  яв ляет-
ся K -фильтрацией. М ы  покаж ем , что  в  действ итель н о сти из ус-
ло в ий теоремы  4 следует, что  каждо е из этих  семейств   со в падает 
с семейств о м  в сех  н о рмаль н ы х  подгрупп ко н ечн о г о  π -ин декса 
со о тв етств ую щей группы  A  или B , и по то му требуемы е св о йст-
в а этих  семейств  яв ляю тся о чев идн ы ми следств иями предпо ло -
ж ен ий о б πF -аппроксимируем о сти группы  G и πF -о тделим о сти 
подгрупп H  и K . Д ля это г о  н ам  по н адобится следующее заме-
чан ие: 

Пусть  X – подгруппа н еко торой группы  Y  и U – подгруп-
па ко н ечн о г о  π -ин декса группы  X, яв ляю щаяся н о рмаль н о й под-
группой группы  Y. Если подгруппа U πF -о тделима в  группе Y, 
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то  существ ует н о рмаль н ая подгруппа V ко н ечн о г о  π -ин декса 
группы  Y такая, что  UVX =∩ . 

В сам о м  деле, т. к. подгруппа U πF -о тделима в  группе Y, 
фактор-группа UY / яв ляется πF -аппроксимируем ой, и по -
ско льку UX /  – ее ко н ечн ая подгруппа, то  в  группе UY /  н ай-
дется н о рмаль н ая подгруппа UV /  ко н ечн о г о  π -ин декса, пере-
сечен ие которой с подгруппой UX /  трив иаль н о . Л егко  в идеть , 
что  V  – иско мая подгруппа. 

Пусть  теперь  R  –  про изв о ль н ая н о рмаль н ая подгруппа 
ко н ечн о г о  π -ин декса группы  A . Т о гда  RH ∩  – н о рмаль н ая 
подгруппа ко н ечн о г о  π -ин декса в  группе H  и по то му 

( )ϕRHU ∩=  – н о рмаль н ая подгруппа ко н ечн о г о  π -ин декса 
цен траль н о й подгруппы  K  группы  B , яв ляю щаяся, к то му ж е, 
по  усло в ию  πF -о тделим ой в  B . По это му из н аш ег о  замечан ия  
следует существ о в ан ие в  группе B  н о рмаль н о й подгруппы  S  
ко н ечн о г о  π -ин декса  такой, что  VSK =∩ . Т ак как подгруппы  
R  и S  яв ляю тся то гда ( )ϕ,, KH -со в местимы ми, то  подгруппа 
R  в х о дит в  семейств о  { } Λ∈λλR . А н ало г ичн о  доказы в ается, что  
про изв о ль н ая н о рмаль н ая подгруппа ко н ечн о г о  π -ин декса груп-
пы  B  в х о дит в  семейств о  { } Λ∈λλS , и теорема 4 доказан а. 
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