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MATEMATHUKA, PU3UKA U THPOPMATHKA
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06 annpoKCHMHPYEMOCTH KOHeYHbIMH 77 -rpynnaMu cBoGOAHBIX NPOM3BeIeHHI HIILIOTEHTHBIX
TPy KOHEYHOI'0 PAHIa ¢ HEeHTPAJIbHBIMH 00beIMHEHHBIMH MOATPYNIIAMH

/4 G

HyCTb T — MHOXECTBO IIPOCTBIX YUCEII, 7T — KJacC BCEX KOHEYHBIX -rpymnil. n IyCThb - CBO6OZ[HOC TMPOU3BEACHHUC

7 -alMpPOKCUMHUPYEMBIX HUIIBIIOTEHTHBIX TPYIIT A u B KOHEUHOTO pPaHra ¢ COOCTBEHHBIMH LIEHTPAIbHBIMU OOBEANHEHHBIMU

G

MOATPYIITaMH H u K . Jloka3ano, 4To Tpymnma TOrJa M TOJNBKO TOrAa 7 -allpOKCUMHUpYeMa, KOraa (akTop-IPYIIIbI

AlH u B/K F” -alIpPOKCUMUPYEMBL.

KnioueBble cii0Ba: HUJIBIIOTEHTHAS IPYINa KOHEYHOTO PaHra, LEHTpP IPYIIbI, 00001IeHHOEe CBOOOIHOE TPOU3BEICHNUE TPYIII,

T

aAMIPOKCUMHUPYEMOCTh KOHECYHBIMU -IrpynmnamMmu.

A. V. Rozov

On the Residual 7 -Finiteness of Free Products of Nilpotent Groups of the Finite Rank
with Central Amalgamated Subgroups

Let Fff be a class of all finite 77 -groups, where 7 is a set of primes. And let A and B be residually T finite nilpotent
groups of the finite rank and G be a free product of groups A and B with amalgamated subgroups H and K , Where H and
K are proper central subgroups of groups A and B . We proved that G is residually 7 finite if and only if groups A/H
and B/K are residually T finite.

Keywords: a nilpotent group of finite rank, a group center, a generalized free product of groups, residually a finite T -group.

1. BBenenue

[IycTs K _ HEKOTOpPBIX Kiacc rpymm. HamomHum, 4to rpymmna G Ha3bIBACTCS ANNPOKCUMUPYEMOU
rpynmnaMu u3 Kjacca K (mm xopoue — K -anmIpOKCUMHUPYEMOI), €CH AJisl KaKJ0T0 HEeIUHUYHOTO 3Jie-
MEHTa X u3 G CYLIECTBYET FOMOMOPGU3M TPYIIIBI G Ha I'pyIIly U3 KJlacca K , TIpA KOTOpOM 00pa3
J3JIEMEHTA X OTJIWYEH OT eauHuibl. Ecim F 0003HaYaeT KJ1acc BCeX KOHEYHBIX T'PYII, TO IOHSATHE F.
ANMPOKCUMHUPYEMOH TPYIITBI COBMANACT C KIACCHYSCKUM MOHITHEM (DPHHUTHO ammpOKCUMHPYEMOU TPYIIITHL.

Hap;my C (l)HHHTHOfI AMIMPOKCUMHUPYCMOCTBIO, U3YUYACTCA TAKIKC CBOICTBO 7T -alllIPOKCUMHUPYEMOCTH, I'IIC

T _ HCKOTOPOC MHOXXECTBO ITPOCTBIX YHUCECII, 7 — KJIACC BCEX KOHCYHBIX T -Ipy1iIL. HaHOMHI/IM, 49TO KO-

T

HEYHas rpymmna Ha3plBaeTcs /% -TPYIION, eCIIH BCE MPOCThIE ASTUTENH €€ TIopsAKa IPUHAIIEKaT MHOKECT-

Byﬂ-.
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[Tepefinem Teneps kK CBOOOAHBIM MPOU3BEACHHUIM C O00BETUHEHHBIMH ToArpymmamMu. [IycTs A u B -
IMPOU3BOJIbHBIC I'PYIIIIHI, H 158 K — OOATPYIILI TPYIIIT A u B COOTBCTCTBCHHO, ¢ - I/I3OMOp(1)I/13M noa-
CPYIIIIBI H Ha MOATPYIILY K . 1 mycTp

G=(A*B;H =K, ¢)
bl CBO60,I[H0€ MMPOU3BCCHUC TPYIIIL A u B C noArpynmnamMu H nu K, O6LCIII/IHGHHI>IMI/I OTHOCUTCJIBHO
I/I3OMOp(1)I/IBMa (0 HaHOMHI/IM, 4TO Irpyniia G MOPOXKAACTCA BCEMU IMMOPOKAAOIIUMHU T'PYIIIL A u B " OII-

hp=h

peACIACTCA BCEMU OIPEACTIAIOIINMU COOTHOINCHUAMMU 3TUX T'PYIII, a TAKXKC COOTHOIICHUAMU BHUA

JmheH.

OueBuAHBIM HEOOXOAMMBIM YCIIOBHEM (PHHUTHOHM ammpoOKCUMHPYEMOCTH (7 -allpOKCHMUPYEMOCTH)

IpYIIIBI G ABiIsgeTcd (PUHHUTHAS ANNPOKCHMHUPYEMOCTh (- 7 -alIpOKCUMHUPYEMOCTh) TPy Ay B He-
CJIO’KHBIE IPUMEPHI TOKA3bIBAIOT, YTO 3THUX YCIOBUI HEJOCTATOYHO.

Haubonee pacnpocTpaHeHHBI TOAXOA K HW3y4YeHUIO (UHHUTHON ammpokcumupyemoct (- 7-
anMpOKCUMHUPYEMOCTH) IPYIIIBI G COCTOUT B TOM, YTO HA CBOOOZHbBIC MHOXHTEIH AuB , IOMHUMO YCIJIO-
BUSL (PMHUTHOHN aNmpOKCUMHUPYEMOCTH (7 -alMPOKCUMHPYEMOCTH), HAKJIaIbIBAIOTCS €Ile HEKOTOpBIE 10-
MOJTHUTENbHBIE YCJIOBHA. JOTONHUTEIbHbIE OTPaHUYEHHS, KaK MPaBUIO, HAKIAABIBAIOTCS U Ha 00BbeTUHse-

MBI MOATPYIIIHI HuK. Baymcnar B [5] mokasan, 4To cBOOOHOE TMPOU3BEACHHUE JIBYX MMOJIAIIUKINYC-
CKUX TPYII C HOPMAJIBHBIMH 00bEIMHEHHBIMH MOATPYIITaMy (PMHUTHO alMpPOKCHMHAPYEMO.
OpanM 13 0000IIEHNH TOHATHUS MOTUIUKIMYECKON TPYIIIBI ABISETCS MOHATHE Pa3peIlIuMOM TPYIIBI KO-

He4yHOro panra. Hamomumum, uro rpymnma G Ha3bIBAETCS TPYMIIOI KOHEYHOTO PaHTa, €CIU CYIIECTBYET Ie-

Joe TonoKuTeNbHOE uncio | Takoe, uTo moGas KOHEUHO TOPOKICHHAS TIOATPYTITIA TPYIITBI G HOpOX[a-
etcst He Gonee uem I snemenramu. Panee B paGote [1] Hamu GbLIO TONTYYEHO CrleAyIONIee 000BIICHNE YKa-
3aHHOTO BBINIE pe3ynbpTaTa baymcnara.

Teopema 1. I[Tycme G _ ceodoonoe npouseeoenue GUHUMHO anNPOKCUMUPYEMBIX SPYNN Ay,B¢ HOp-
ManbHLIMU 00bEOUHEHHBIMU NOOSPYNNAMU H ., K , He COBNAdarwumu ¢ 2pynnamu A u B coomsemem-
senno. Eciu epynnoi A u B ssrmiomes PAa3peUUMBIMU SPYRNAMU KOHEYHO20 PaHed, Mo epynna G ocoau
MONLKO M020a (PUHUMHO ARNPOKCUMUPYEMA, K020a (hakmop-epynnbl A/H u B/K Gunumno annpox-
cumupyembl.

3aMeTHM, 4TO TeopeMa | He MOXKET OBITh pacmpocTpaHeHa ¢ GUHUTHOW ANMPOKCUMUPYEMOCTH HA 7 -
aNMpOKCHMUPYEMOCTb, TOCKOJIBKY JaXe B CTydae, KOTa MHOXKECTBO 70 COCTOHMT M3 OJHOTO HPOCTOTO YHC-

na P , CBOBOIHOE TIPOU3BEIEHUE IBYX KOHEUHBIX 70 -IpyIN ¢ HOPMATbHBIMH 00beJMHEHHBIMH HOATPYIITIA-

MH HE 00s13aHO OBITH 7 -aNMpPOKCUMHPYeMOi Tpymmoit. TeM He MeHee, TpeOysl JOIMOTHUTEIFHO OT 00hEIH-

HSIEMBIX TTOJIPYTIIT HuK , 9TOOBI OHH COZIEP)KATNCH B LIEHTPAX TPYIII A,B , MBI JIOKQ)XE€M 3/IeCh Cle-
JyIollee yTBepKIeHHE Al 0000IIEeHHOr0 CBOOOAHOTO MPOM3BEICHHUS HHJIBIOTEHTHBIX TPYII KOHEYHOTO
panra.

Teopema 2. Ilycmeo G_ €80000HOe npouzgedenue — © -annpoKCUMUPYeMbIX epynn A,B¢ yenmpano-
HBIMU 00bEOUHEHHBIMU NOOZPYNNAMU H K, He co8nadarwumMu ¢ 2pynnamu A u B coomsememesento.

Ecnu epynnut A u B ssnsiomes nursnomenmmvinu 2PYNnAmMu KOHEe4YHO20 paHea, mo 2pynna G mozoa u
MONbKO M020d — ™ -annpoKCuMupyema, Ko2oa hakxmop-epynnvl AlH u B/K 7 -QnIpOKCUMUDYEMBL.

3amMeTuM, 9TO HEOOXOIUMOCTh B 3TOH TEOopeMe MMEET MECTO Jake B Oojiee oOIel cUTyaruu: u3 7 -
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ANMPOKCUMHUPYEMOCTH CBOOOTHOTO IPOW3BEIEHUS G MIPOM3BOJIBHBIX TPYII A u B ¢ cobersennpivu

LEHTPaJIbHBIMU OO0BENWHEHHBIMU TOATPYTIIIaMU H 4 K CIeyeT 7 -amlpOKCHMHUPYEMOCTb TPYII

A/H , B/K

XOpOH.IO HU3BCCTHO U JICTKO MPOBEPACTCA, YTO KOHCYHO MNOPOXKACHHAA HUIBIIOTCHTHAA I'PYyIIia -

7(G y
anmpOKCUMHUpPYEMa TOTIa U TOJIBKO TOTAa, KOTJa €€ KOHeUHas 4acTh ( ) spsercss 70 -rpymmoii (cM. [6]).
[ToaToMy B Ka4ecTBE CIICICTBYSI U3 TEOPEMBI 2 MOJTydaeM CICAYIONIee YTBEPKICHHUE.

CnenctBue. [lycms G_ €600600H0€ npousgedenue  * -annpoKCUMUPYeMbIX SPYNn A,B. yenmpano-
HbIMU 00bEOUHEHHBIMU NOOZPYRNAMU H ., K, He co8nadarwumu ¢ 2pynnamu Ay B coomsememsenno.

Ecnu cpynnbl A u B AGIAIONCA KOHEYHO nOpOOfcaeHHblMu HUJIbNOMEHMHbIMU ecpynnamu, mo cpynna G

mo2oa u MonbKo moz20a — *-annpoKcumupyema, Ko2oa 2pynnol AlH u B/K F” -annpoKcumMupyemsi,

mo20a u MmoIbKo mo2od, K020d KOHEYHble YACTU 2PYNN AlH u B/K aenaomes 70 -epynnamu.
YacTHBIM CITydaeM ITOTO yTBEpIKIEHHs sBisieTcs Teopema 4.10 u3 [7], mokazaHHas jis MHOXKecTBa /¢

COCTOSIIEr0 U3 OAHOTO MPOCTOrO YKCIIa p .
Jli1st mokaszaTenbCcTBa TEOPEMBI 2 HaM ITOHATO0UTCS PST BCIIOMOTATEIBHBIX YTBEPKICHHUI.

2. BcnomoraresibHbIE YTBep:KAeHHS
B pa6ore [1, nemma 4] HamMu OBUT MMOTYYECH CICTYIONINA PE3yIbTaT.

Jlemma 1. Ilycmo G_ HUNLNOMEHMHAs 2PYNna KoOHeuHo2o panea. Ecau epynna G Aensemca pacuiupe-
HUeM KOHeuHOll SPYNnvl ¢ NOMOWBIO QUHUTNHO ANNPOKCUMUPYEMOU 2pYynnbl, Mo 2pynna G Gunumno an-
NPOKCUMUDYEMA.

Bepno OyneT v aHamOTHYHOE YTBEPKACHHUE I 7 -alIIPOKCUMHUPYEMOCTH TPYIITIBI G .

Jlemma 2. Ilycmo G_ HUIbNOMEHMHAsA epYNna KOHeuHo2o paned. Ecau epynna G A6715emcs pacuupe-

Huem Komeunoii U -2pynnel ¢ NOMOWDBIO T -GNNPOKCUMUPYEMOL 2PYRRbL, MO 2pYyRnd G -
annpoKcuMupyema.
HoxkazatensctBo. IlycTh H _ xoneunas HOpManbHast 70 -HOATpyINNa IpyTIbl G u (axTop-rpymnmna

G/H 7 -anmpokcumupyema. [lokaxkem, uTo Tpymma G 7 -anmpoKcUMupyma. s 3Toro paccMoTpum
TIPOM3BOJIBHBIN HEeTUHUIHBIN 3JIEMEHT 9 u3 G M yKa)XKeM ISl HETO TOMOMOP(HU3M TPYTIITHI G Ha KOHEY-
Hyio 70 -rpymmy, iepeBosImii 9 B 3JIEMEHT, OTJIUYHBIHN OT 1.

[Ipeanonoxum cHavana, 4To g¢ H . Hycts € :G—>G/H _ ectecTBeHHBII ToMoMop¢du3M. Torma

ge #1

. O1crona u U3 T0ro, 4To G/H F’f -amIpPOKCUMHUpPYEMa CIIEIyeT, UTO CYIIECTBYET TOMOMOPGHI3M p
TPYTIIBI G/H HA KOHEuHyI0 /¢ -rpyIIny TaKkoH, uTo gep # 1. [oaTomy &P _ uexomiit roMoMopdu3zMm.

Tenepb MPEIIOIOKUM, YTO geH . B cuny nmemmbt 1 rpymnma G ¢uHHUTHO anmpokcumupyema. OTcrona
W U3 TOTO, YTO €€ MOArPYIIa H , KOHEYHa CIIe/IyeT, YTO CYIIECTBYET TOMOMOP(HU3M P TPYIIITBI G a me-
KOTOPYIO KOHEUHYIO TPYIIITY F , MTHBEKTUBHBIA Ha H . Xoporo u3BecTHO (cM., Hamp., [2, . 17.1.4]), gro
mo0asi KOHeYHas! HUJIBIIOTEHTHAS TPYIINA PACKIabIBACTCA B MPSIMOE MPOU3BEACHNUE CBOUX CHIJIOBCKUX ' -

NOATrpPYIIIL. HO3TOMy F PaCKIIaAbIBACTCA B MIPAMOC IIPOU3BCACHUC BUIA

F=PxT,
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Hoc P

rae P _ nanbomsmas 7 -TIOArpyINa TPYTIIbI F. OueBuHO, 4TO . Paccmotpum npoekimio O

TPYTITIBI F haee MO PYTIITY P. Torma PO _ TOMOMOP(HU3M TPYIIITBI G Ha KoHeuHyio 7 -rpymny P , UHb-

extuBHEri Ha H . IToatomy 9po # 1. Takum 06pazom, PO _ yckomsiit romomopduzm. Jlemma nokazana.
[lycts G_ cBOOOJHOE MPOHU3BEICHHUE TPYIII AyuB. 00bEMHEHHBIMA OTHOCHUTEIBEHO M30MOp(H3Ma
2 MOArPYIIIaMH HuK. X0poI1o U3BECTHO, YTO TPYTIIIBI A i B ecrecrrennnv 00pa3oM BIIOXXHMBI B
rpyImiy G . [ToaTOMy MOHO CUMTaTh, YTO A u B_ MOJrPYIIIBI TPYIIIBI G . Torna AnB=H=K .
Jlanee B HEKOTOPBIX CIIydasX I TPYIIIbI G OyzneM HCIoNb30BaTh Oosiee KOMIIAKTHOE O003HAYCHHE

G=(A*B;H)

noﬁH.

1 Ha3bIBaATb €€ CBO60,Z[HBIM MPOU3BCACHUCM T'PYIIIL A n B C 06’BC,Z[HHCHHOﬁ noarpym-

G=(A*BH) F

Jlemma 3. Ilycmo — noocpynna epynnul G, MPUBUATLHO nepecekaiowas 6ce

noozpynnvl epynnvl G, CONPSIJICEHHbIE C H . 70000 F packnaovisaemcs 8 c60000HOe NPoU3sedeHuUe He-

-1 -1
KOMOpot c60000HOU NOO2PYNNbL U NOOZPYNN 8Udd X "AXNF u X BxnF (X < G) . B uacmnocmu,

ecau nooepynna F MPUBUATLHO NEPeceKkaen 6ce NOOSPYNNbL 2PYNNbl G , CONPSICEHHbLE C A,B , MO OHa
€c60000Ha.
Jloka3zaTensCTBO 3TOTO YTBEPKIACHUS, IpUHAIeKamero X. Heitman, MoxHo Haiity B [3, mpemt. 11.22].

G=(A*B;H) M , N

Jlemma 4. Ilycmo — HOpMAbHbIe NOOSPYNNbL ePYNN A u B coomsemem-

6EeHHO makue, 4Ymo MAH=NnH . Toz0a ecmecmeennble 20MOMOPPUIMBL A— AIM u

B—B/N Moz2ym 6blmb NPOOOJIICEHbL 00 20MOMOpPuzMa P epynnul G Ha c60000HOe npoussederiie

G epynn AIM 4, BIN ¢ oveounenno nooepynnotl H, =HM/M =HN/N _

JTO yTBEpXKACHUE XOPOIIO N3BECTHO U JIETKO TIpoBepsieTcs (cMm. [5]).

MN

Jlemma 5. Ilpouseonvhas c60600uas 2pynna — = -annpokcumupyema ons mobozo muoxcecmea v npo-
CMBIX Yucer.

F

DTOT pe3ysbTaT HEMOCPEICTBEHHO CIIEAYET U3 P -alMpOKCUMUPYEMOCTH CBOOOIHBIX TPYIIIT TS JTFOOBIX

MIPOCTHIX P (cwm. [3, mpem. 4.8]).
Jemma 6. ITycmos 70 — mnoocecmeo npocmuix uucen. Ceoboonoe npoussedenue 106020 cemeticmea — = -

ANNPOKCUMUPYEMBIX SPYRN AGIAEMC 7 -anNpPOKCUMUPYEMOTL SPYNNOLL.
JlanHOe yTBep)KIeHHE JoKa3aHo B pabote [6] (cM. Takxe [4, c. 429)).
Jlemma 7. Ilycmo G_ c60600H0€ npoussedenue Koneunvix v -epynn A u B ¢ o6veounennvinu ommo-

cumenbHo U3oMoppusma ¢ noozpynnamu H K Eew H 4 K YeHmpabHbl 8 2PYNNAX A B coom-

BEMCMBEHHO, Mo cpynna G T -annpoKkcumupyema.

JlokazatenscTBO. Tak Kak MOATPYIIIBI H oy K LEHTpaJIbHBI B TPYIIax AyB COOTBETCTBEHHO, TO
MOKHO PaccMOTpeTh 0000IIEHHOE MPSAMOE POU3BEICHNE G rpynm AyB. 00BeAMHEHHBIMA TIOATPYTI-

mavn H u K. HanomuauM, yto rpymma G npeAcTaBisieT co0oi GakTop-rpymity OpsMOro MPOU3BEICHUS

AxB ; h(he)* . heH
X I10 €r0 HO,I[prrIHC, COCTOSAIIIEN U3 BCEBO3MOXKHBIX 3JICMCHTOB BHJa , TOC € . Oqe—

BHJHO, 4TO G _ xoHeuHas 70 -rpymma M YTO TOXKIECTBEHHBIE OTOOPAKEHHUS A—> A " B—>B MOTYT

OBITH IPOJOJDKEHBI 10 TOMOMOp(U3Ma p:G—>G . 3 moctpoenus P BHUJHO, YTO €r0 SApO F TPHUBH-

10 A. B. Po3os
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aNbHO TIEpeceKaeT MOATPYIIITEI A,B , @ TaKKe BCE COIPSDKEHUS K HUM B TPYIITIE G , OTKy/Ia B CHITy JIEM-

MBI 3 TIOJTydaeM, 9To F_ CBOOOTHAS TPYTMIIIA.
Takum oOpa3zom, rpyra G ABJIACTCS PaCUIMPEHHEM 7 -aMMPOKCUMUPYEMON TPYIIIBI F (cMm. memmy
5) ¢ ToMoOIIBI0 KOHeuHO# 7 -rpymmsl G . XOpOIII0 U3BECTHO U JIETKO MPOBEPSIETCA, UTO TAKOE PaCIIMPEHUE
7 -anmpoKkcuMupyemo. Jlemma noxazaHa.
Jlemma 8. Ilycmo G _ Cc80000HOe npoussedenue = -annpoKCUMUPYEMbIX ePYNA A 4 B ¢ xoneunoi

00be0UneHHOU NOOSPYRNoL H. gew H YeHmpanbHa 6 2epYynnax Ay B, mo epynna G -
annpoKcuMupyema.

JokazatenscTBO. Tak Kak rpymmna A 7 -aNMPOKCUMHPYEMa U €€ TOJIrPyTIa H KOHEYHa, TO B A cy-
LIECTBYET HOpMabHAsl MOArPyIa M xoneunoro 7 -MHJEKCa TakKas, 4To MnH=1 AHanoru4Ho, B
rpyImmne B CyILIECTBYET HOpMaJbHasl MOATPYIIA N KoHeuHoro 70 -MHJEKca TaKas, uTo NAH :1. Ilo

1eMMe 4 €CTeCTBCHHBIC FOMOMOp(l)I/ISMBI A - A/ M n B - B/ N MOKHO IPOAOJIKUTHL 10 TOMOMOp-

G—oG,, =(A/IM=*B/N;H

¢duzma Pw MN ) . OgeBHHO, YTO P MHBEKTUBEH Ha H.
B cunmy nemmer 7 rpynma — MN 7 7 -afmmpokcuMupyema. OTcrozia U U3 TOTo, 4To €€ moArpynma  MN ko-
HEYHa CIIEAYET, YTO CYLIECTBYET TOMOMOP(PH3M 4 rpynnsl — MN Ha koHeunyto 77 -rpymmy G , HHBEKTHUB-

Helii Ha ~ MN | Torma romomMopdusm Py WHBEKTUBEH Ha MOJTPYIIIE H , ¥ TIO3TOMY €ro SApPO R nepe-

cexaercs ¢ H TpUBHAIBHO. B crity nmemwmsl 3 rpymnma R packianbiBaeTca B CBOOOAHOE MPOU3BE/ICHUE He-

KOTOpOil CcBOOOAHOW MOATPYMIIBI F u cemeiicrea MOATrpYNIT BHAA X AXNR u X“BXN R, rie
xeG, 3aMeTHM, 4YTO MOATpYIa F 7 -aMIIPOKCUMUpYEMa IO JIeMME 5, a OCTajbHble CBOOOAHBIE CO-
MHOXHTEIU U3 PA3JIOKEHUS T'PYIIIBI R 7 -aNIIPOKCUMHUPYEMBI BCJIEICTBUE 7 -alllIPOKCUMUPYEMOCTU
rpynmn AuB. [ToaTomy U3 1eMMBI 6 clieyeT, 4YTo U rpymnmna R 7 -aIIPOKCUMUPYEMA.

Taxum oOpaszom, rpymnmna G SIBJIAETCS PACUIMPEHUEM 7 -alllIPOKCUMUPYEMOW IpyMIIBI R MOMOIIIBIO
KoHeuHo#t 7 -rpymmb G . [loatomy G cama 7 -amnpokcuMmupyema. Jlemma nokazaHa.

HaHOMHI/IM, 4YTO NOATpYyIina H Tpynmnbl G Ha3bIBACTCA ”-OTHCHHMOﬁ, CCJIIN U KaXXKI0ro 3JICMCHTa

X TPYIIBI G , HE TIPUHAIIKAIIETO H , CYIIECTBYET TOMOMOpP(HU3M ¢ TPYTITBI G Ha KoHeuHyio 7 -

TPYHIy TaKOM, YTO Xp ¢ H(D. XOopoIIo U3BECTHA U JIETKO MPOBEPSETCS CIEAYIOMAs CBSI3b MEXIy MOHS-
TASAMHU 7 -alIIPOKCUMHUPYEMOH TPYIIIBI U 7 -OTACIUMOM MOTPYIIITHL.
Jlemma 9. Ilycmo G._ epynna, H _ce HopmanvHas nooepynna. Ilooepynna H " omoenuna o epyn-

ne G mo2oa u MmoIbKo mo2oa, Koeoa pakxmop-epynna G/H F’f -annpoxkcumupyema.

3. loka3zaTeabCTBO TEOPEMBbI 2

[lycts G _ CBOOOJHOE MPOW3BEACHUE 7 -alIPOKCHUMHUPYEMBIX TPYIII AuB. LEHTpaIbHON 00be-

I[HHCHHOfI no;[rpynnoﬁ H , HC COBHa}.‘[a}OH_Ieﬁ C rpyInmnamMu A n B .U myCThb A u B — HHUJIBIIOTCHTHBIC
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TPYMIIBI KOHEYHOTO paHra. [lokaxkeM, 4To rpymnmna G 7 -aIMPOKCUMHUpPyEeMa TOT/Ia M TOJIBKO TOTJa, KOTaa
(hakTOp-TPyIIIBI A/H u B/H Fﬂ -anIpPOKCUMHUPYEMBI.

[lycth dakTop-rpymmbt AlH u B/H Fﬁ -annpoKCUMUpYEMBL. JoKaxeM, 4To TrpyIa G Fﬂ-
anmpoxkcumupyema. st 3Toro 10CTaTOYHO AJIS KaXKI0T0 HEETUHUYHOTO 3JIEMEHTA 9 u3 G yKa3aTh TOMO-
MOp(H3M TPYIITHI G Ha 7 -alIPOKCUMUPYEMYIO TPYIITY, TPH KOTOpOM 00pa3 9 Oyznet oTiu4eH ot 1.

PaccmoTpum cHavana ciyuai, Kkoraa g¢ H . Hycts € :G—>G/H _ €CTECTBEHHBIN TOMOMOP(U3M.

ge#1

Torma [pu stoM dakrop-rpymma G/H SBIISETCS. CBOOOJHBIM TPOW3BEACHHEM 7 -

ANMPOKCUMUPYEMBIX TPYIIT AlH " B/H , ¥ TIO3TOMY cama 7 -anmpokcumupyema. Takum oGpasom, &
— UCKOMBIF TOMOMOP(HU3M.

. eH .
Temeps paccMOTpUM CITyJaid, KOTIa 9 . Tak xak rpymma H 7 -aIIIIPOKCUMUpPYEMa, TO B HEH Cy-
H_ICCTByeT HO,I[prHHa N KOHCYHOI'O T -MHJICKCa, HC conepmamaﬂ SJICMCHT g . HpI/I 3TOM N HopMaana B

rpymme G , IOCKOJIBKY COACPIKUTCA B €€ LCHTPC. PaCCMOTpI/IM €CTCCTBCHHBIN FOMOMOp(l)I/BM

£:G—>G/N=(A/N*B/N:H/N)
3aMeTuM, 9TO TPYIIIIBI AIN u B/N ABJISIOTCS PACIIUPEHUSIMU KOHEUHOH 70 -rpyTimsl H/N ¢ To-
MOIIIBI0 7 -aNMIPOKCHUMHUPYEMBIX TPYIIIT AlH u B/H cooTBeTcTBeHHO. OTCIO/IAa M M3 TOTO, UTO AIN
u B/N _ HWIBIIOTEHTHBIE TPYNIBl KOHEYHOTO paHra, Mo JiemMMe 2 CleayeT, 4YTr0 OHH  7-
anmpokcumupyemsl. Takum ob6paszom, rpymnma G/N SBIISIETCS CBOOOJHBIM TIPOW3BEIEHHEM 7 -
anPOKCUMUPYEMBIX TPYII A/N u B/N C KOHCYHOHW IICHTPAIBHOW OOBEIUHECHHOW MOATPYIION
H/N . IlosToMy U3 IeMMEI 8 MOdy4YaeM, 4To Tpynmna G/N Fﬂ -anmnpokcumupyema. OcTaeTcst OTMETUT,
9TO ge#1 1410 € — HCKOMBIH rOMOMOP(hU3M.

Jlokaxkem Tereps HEOOXOaUMOCTh B TeopeMme 2. Ilycts rpymma G 7 -annpokcuMupyema. Ilokaxem,

YTO TPYIIIIBI AlH u B/H Fﬂ -aNmpOKCUMHPYEMBI. B criry eMmbl 9 U1 3TOTO IOCTaTOYHO 0KAa3aTh
7 -OTACTUMOCTD TIOTPYTIITBI H g rpymmax AyuB.

[Ipeanonoxum, 4To mOArpymnmna H pe 7 -QTHENMMa B TPYIIE A Torga B rpymme A CYILIECTBYET
saeMeHt A, He MPUHAAJICKAIINI H u TaKoH, YTO JUIS KaXKIIOro rToMoMopdu3ma 2 TPYIIIBI A a xomeu-
uyto 7% -rpymnmy age H¢. 3adukcupyem dreMeHT b TPYTITBI B , HEe TIpUHAJIeKAITUi H , I paccMoT-
PUM KOMMYTaTop C snementos & u b , TO €CTh DJIEMEHT BHUIa

c=[a,b]=a"b™ab.
Snement C umeer B rpymme G HECOKPATUMYIO 3alHCh JUIMHBI 4 1 To3TOMY OTin4eH oT 1. Otciona u u3

TOTO, YTO G 7 -alIPOKCUMHUPYEMA, CIIEIyeT, YTO CYNeCTByeT ToOMOMOpHU3M 4 TPYNIIIBI G Ha KOHEY-

cy #1

nyio 77 -rpynmy Taxoi, 4ro . I3 cienannoro BhIIE NPEANIONI0KEHHS 3aKII0YaEM, YTO ay e H 4 ,
TO €CThb aV/ - h l// AJI1 HCKOTOPOIo 2JICMCHTA h Tpynnbl H . HCHOJ‘IBBy&I HOCHTPAJIbHOCTD MOATPYIIIBI H

B IpymIe B , TTOITyJaem:

cy =[a,bly =[ay,by]=[hy,by]=[hbly =1y =1.

12 A. B. Po3os
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cy =1

JTHAKO BEIIIE OBIIIO CKa3aHO, UT . Taxum M, TIOATPYIIII -OTAEeIMMa B IPYIIII
OnmnHako € OBLIO CKa3aHo, YTO Ta o0paso (o) aH 7 -OTHE a eA

. AHaIOTUYHO TOKa3bIBACTCA 7 -OTIACIUMOCTD MOATPYIIIEI H rpyIme B. Teopema mokazana.
ABTop BBIpaxkaeT 6marogapaocts JI. H. A3apoBy 3a moMoIIb Mpy HAITMCAHUH JTaHHOH CTaThH.
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	УДК 512.543
	А. В. Розов
	Об аппроксимируемости конечными  -группами свободных произведений нильпотентных групп конечного ранга с центральными объединенными подгруппами
	A. V. Rozov
	On the Residual /-Finiteness of Free Products of Nilpotent Groups of the Finite Rank  with Central Amalgamated Subgroups
	1. Введение
	Перейдем теперь к свободным произведениям с объединенными подгруппами. Пусть   и   – произвольные группы,   и   – подгруппы групп   и   соответственно,   – изоморфизм подгруппы   на подгруппу  . И пусть
	– свободное произведение групп   и   с подгруппами   и  , объединенными относительно изоморфизма  . Напомним, что группа   порождается всеми порождающими групп   и   и определяется всеми определяющими соотношениями этих групп, а также соотношениями ви...
	Очевидным необходимым условием финитной аппроксимируемости ( -аппроксимируемости) группы   является финитная аппроксимируемость ( -аппроксимируемость) групп   и  . Несложные примеры показывают, что этих условий недостаточно.
	Наиболее распространенный подход к изучению финитной аппроксимируемости ( -аппроксимируемости) группы   состоит в том, что на свободные множители   и  , помимо условия финитной аппроксимируемости ( -аппроксимируемости), накладываются еще некоторые доп...
	Одним из обобщений понятия полициклической группы является понятие разрешимой группы конечного ранга. Напомним, что группа   называется группой конечного ранга, если существует целое положительное число   такое, что любая конечно порожденная подгруппа...
	Теорема 1. Пусть   – свободное произведение финитно аппроксимируемых групп   и   с нормальными объединенными подгруппами   и  , не совпадающими с группами   и   соответственно. Если группы   и   являются разрешимыми группами конечного ранга, то группа...
	Заметим, что теорема 1 не может быть распространена с финитной аппроксимируемости на  -аппроксимируемость, поскольку даже в случае, когда множество   состоит из одного простого числа  , свободное произведение двух конечных  -групп с нормальными объеди...
	Теорема 2. Пусть   – свободное произведение  -аппроксимируемых групп   и   с центральными объединенными подгруппами   и  , не совпадающими с группами   и   соответственно. Если группы   и   являются нильпотентными группами конечного ранга, то группа  ...
	Заметим, что необходимость в этой теореме имеет место даже в более общей ситуации: из  -аппроксимируемости свободного произведения   произвольных групп   и   с собственными центральными объединенными подгруппами   и   следует  -аппроксимируемость груп...
	Хорошо известно и легко проверяется, что конечно порожденная нильпотентная группа  -аппроксимируема тогда и только тогда, когда ее конечная часть   является  -группой (см. [6]). Поэтому в качестве следствия из теоремы 2 получаем следующее утверждение.
	Следствие. Пусть   – свободное произведение  -аппроксимируемых групп   и   с центральными объединенными подгруппами   и  , не совпадающими с группами   и   соответственно. Если группы   и   являются конечно порожденными нильпотентными группами, то гру...
	Частным случаем этого утверждения является теорема 4.10 из [7], доказанная для множества  , состоящего из одного простого числа  .
	Для доказательства теоремы 2 нам понадобится ряд вспомогательных утверждений.
	2. Вспомогательные утверждения
	В работе [1, лемма 4] нами был получен следующий результат.
	Лемма 1. Пусть   – нильпотентная группа конечного ранга. Если группа   является расширением конечной группы с помощью финитно аппроксимируемой группы, то группа   финитно аппроксимируема.
	Верно будет и аналогичное утверждение для  -аппроксимируемости группы  .
	Лемма 2. Пусть   – нильпотентная группа конечного ранга. Если группа   является расширением конечной  -группы с помощью  -аппроксимируемой группы, то группа    -аппроксимируема.
	Доказательство. Пусть   – конечная нормальная  -подгруппа группы   и фактор-группа    -аппроксимируема. Покажем, что группа    -аппроксимирума. Для этого рассмотрим произвольный неединичный элемент   из   и укажем для него гомоморфизм группы   на коне...
	Предположим сначала, что  . Пусть   – естественный гомоморфизм. Тогда  . Отсюда и из того, что    -аппроксимируема следует, что существует гомоморфизм   группы   на конечную  -группу такой, что  . Поэтому   – искомый гомоморфизм.
	Теперь предположим, что  . В силу леммы 1 группа   финитно аппроксимируема. Отсюда и из того, что ее подгруппа  , конечна следует, что существует гомоморфизм   группы   на некоторую конечную группу  , инъективный на  . Хорошо известно (см., напр., [2,...
	где   – наибольшая  -подгруппа группы  . Очевидно, что  . Рассмотрим проекцию   группы   на ее подгруппу  . Тогда   – гомоморфизм группы   на конечную  -группу  , инъективный на  . Поэтому  . Таким образом,   – искомый гомоморфизм. Лемма доказана.
	Пусть   – свободное произведение групп   и   с объединенными относительно изоморфизма   подгруппами   и  . Хорошо известно, что группы   и   естественным образом вложимы в группу  . Поэтому можно считать, что   и   – подгруппы группы  . Тогда  . Далее...
	Лемма 3. Пусть   и   – подгруппа группы  , тривиально пересекающая все подгруппы группы  , сопряженные с  . Тогда   раскладывается в свободное произведение некоторой свободной подгруппы и подгрупп вида   и    . В частности, если подгруппа   тривиально...
	Доказательство этого утверждения, принадлежащего Х. Нейман, можно найти в [3, предл. 11.22].
	Лемма 4. Пусть  ,   и   – нормальные подгруппы групп   и   соответственно такие, что  . Тогда естественные гомоморфизмы   и   могут быть продолжены до гомоморфизма   группы   на свободное произведение   групп   и   с объединенной подгруппой  .
	Это утверждение хорошо известно и легко проверяется (см. [5]).
	Лемма 5. Произвольная свободная группа  -аппроксимируема для любого множества   простых чисел.
	Этот результат непосредственно следует из  -аппроксимируемости свободных групп для любых простых   (см. [3, предл. 4.8]).
	Лемма 6. Пусть   – множество простых чисел. Свободное произведение любого семейства  -аппроксимируемых групп является  -аппроксимируемой группой.
	Данное утверждение доказано в работе [6] (см. также [4, с. 429]).
	Лемма 7. Пусть   – свободное произведение конечных  -групп   и   с объединенными относительно изоморфизма   подгруппами   и  . Если   и   центральны в группах   и   соответственно, то группа    -аппроксимируема.
	Доказательство. Так как подгруппы   и   центральны в группах   и   соответственно, то можно рассмотреть обобщенное прямое произведение   групп   и   с объединенными подгруппами   и  . Напомним, что группа   представляет собой фактор-группу прямого про...
	Таким образом, группа   является расширением  -аппроксимируемой группы   (см. лемму 5) с помощью конечной  -группы  . Хорошо известно и легко проверяется, что такое расширение  -аппроксимируемо. Лемма доказана.
	Лемма 8. Пусть   – свободное произведение  -аппроксимируемых групп   и   с конечной объединенной подгруппой  . Если   центральна в группах   и  , то группа    -аппроксимируема.
	Доказательство. Так как группа    -аппроксимируема и ее подгруппа   конечна, то в   существует нормальная подгруппа   конечного  -индекса такая, что  . Аналогично, в группе   существует нормальная подгруппа   конечного  -индекса такая, что  . По лемме...
	В силу леммы 7 группа    -аппроксимируема. Отсюда и из того, что ее подгруппа   конечна следует, что существует гомоморфизм   группы   на конечную  -группу  , инъективный на  . Тогда гомоморфизм   инъективен на подгруппе  , и поэтому его ядро   пересе...
	Таким образом, группа   является расширением  -аппроксимируемой группы   с помощью конечной  -группы  . Поэтому   сама  -аппроксимируема. Лемма доказана.
	Напомним, что подгруппа   группы   называется  -отделимой, если для каждого элемента   группы  , не принадлежащего  , существует гомоморфизм   группы   на конечную  -группу такой, что  . Хорошо известна и легко проверяется следующая связь между поняти...
	Лемма 9. Пусть   – группа,   – ее нормальная подгруппа. Подгруппа    -отделима в группе   тогда и только тогда, когда фактор-группа    -аппроксимируема.
	3. Доказательство теоремы 2
	Пусть   – свободное произведение  -аппроксимируемых групп   и   с центральной объединенной подгруппой  , не совпадающей с группами   и  . И пусть   и   – нильпотентные группы конечного ранга. Докажем, что группа    -аппроксимируема тогда и только тогд...
	Пусть фактор-группы   и    -аппроксимируемы. Докажем, что группа    -аппроксимируема. Для этого достаточно для каждого неединичного элемента   из   указать гомоморфизм группы   на  -аппроксимируемую группу, при котором образ   будет отличен от 1.
	Рассмотрим сначала случай, когда  . Пусть   – естественный гомоморфизм. Тогда  . При этом фактор-группа   является свободным произведением  -аппроксимируемых групп   и  , и поэтому сама  -аппроксимируема. Таким образом,   – искомый гомоморфизм.
	Теперь рассмотрим случай, когда  . Так как группа    -аппроксимируема, то в ней существует подгруппа   конечного  -индекса, не содержащая элемент  . При этом   нормальна в группе  , поскольку содержится в ее центре. Рассмотрим естественный гомоморфизм
	.
	Заметим, что группы   и   являются расширениями конечной  -группы   с помощью  -аппроксимируемых групп   и   соответственно. Отсюда и из того, что   и   – нильпотентные группы конечного ранга, по лемме 2 следует, что они  -аппроксимируемы. Таким образ...
	Докажем теперь необходимость в теореме 2. Пусть группа    -аппроксимируема. Покажем, что группы   и    -аппроксимируемы. В силу леммы 9 для этого достаточно доказать  -отделимость подгруппы   в группах   и  .
	Предположим, что подгруппа   не  -отделима в группе  . Тогда в группе   существует элемент  , не принадлежащий   и такой, что для каждого гомоморфизма   группы   на конечную  -группу  . Зафиксируем элемент   группы  , не принадлежащий  , и рассмотрим ...
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