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В  Н ЕК О ТО РЫ Х  О БО БЩ ЕН Н Ы Х  С В О БО Д Н Ы Х  ПРО И ЗВ ЕД ЕН И Я Х  
ГРУ ПП 

 
П о л учено  о бо бщ ение ря да известны х резул ьтато в  о  финитной отдел имости 
ц икл ических подгрупп в  сво бодном про изведении с о бъединенной под-
группо й. Устано в л ено , в  частности, что  сво бодно е про изведение двух о г-
раниченны х разрешимы х групп с ц икл ическими ил и ко нечно  по рожден-
ны ми но рмал ьны ми о бъединя емы ми подгруппами я в л я ется  πc-группо й.   
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Напомним [3], что  по дгруппа F группы  G назы вается  финитно  о тдел и-

мой (в  G ), есл и дл я  вся ко го  эл емента g ∈ G \ F сущ ествует гомомо рфизм ψ 
группы  G на некото рую ко нечную группу такой, что  gψ ∉ Fψ. Группу, все ц ик-
л ические по дгруппы  кото ро й финитно  о тдел имы , назы вают πc-группо й. 

П усть G = (A ∗ B; H = K, ϕ) — сво бо дно е про изв едение групп A и B с по д-
группами H и K, о бъединенны ми о тносител ьно  изомо рфизма ϕ. Обо значим 
через ∆A и ∆B семейства всех ц икл ических по дгрупп групп A и B, со ответст-
в енно , не я в л я ющ ихся  финитно  о тдел имы ми в  этих группах. 

Очевидно , что  л юбая  ц икл ическая  по дгруппа группы  G, со пря женная  с 
некото ро й по дгруппо й из семейства ∆A ∪ ∆B, также не будет финитно  о тдел и-
мой. М ы  будем искать усл о в ия , гарантирующ ие справедл ив о сть о братно го  ут-
в ерждения :   

П роизвольн а я  циклическа я  подгруппа  группы G, н е сопря ж ен н а я  
н и с ка кой подгруппой из ∆A ∪ ∆B, фин итн о отделима . (∗)
  

П режде, чем привести по л ученны е в  этом направ л ении резул ьтаты , на-
помним, что  по дгруппы  R ≤ A и S ≤ B назы ваются  (H, K, ϕ)-со вместимы ми, есл и 
(R ∩ H)ϕ = S ∩ K, и о бо значим через Ω семейство  всех пар но рмал ьны х (H, K, ϕ)-
со вместимы х по дгрупп ко нечно го  индекса групп A и B.   

Теорема 1. П усть группы A и B фин итн о а ппроксимируемы, подгруппы 
H и K фин итн о отделимы в  сомн ож ителя х и для  любых двух н орма льн ых под-
групп кон ечн ого ин декса  M ≤ A и N ≤ B н а йдется  та ка я  па ра  подгрупп (R, S) ∈ Ω, 
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что R ≤ M и S ≤ N. Тогда  группа  G удовлетворя ет  условию  (∗). В  ча стн ости, 
если A и B я вля ются  πc-группа ми, то G та кж е πc-группа .   

С фо рмул иро ванная  тео рема бы л а ано нсиро вана в  [4] и я в л я ется  о бо б-
щ ением анал о гично го  резул ьтата, по л ученно го  Г. Кимом [2] дл я  сл учая , ко гда 
A и B я в л я ются  πc-группами. Е е до казател ьство  испо л ьзует тот же стандартны й 
метод, что  и статья  Кима, и будет о публ ико вано  в  друго й работе. 

И з тео ремы  1 л егко  по л учается    
Теорема 2. П усть группы A и B фин итн о а ппроксимируемы, подгруппы 

H и K кон ечн о порож ден ы и вместе со всеми своими подгруппа ми кон ечн ого 
ин декса  фин итн о отделимы в  сомн ож ителя х. Если в  H существует  подгруппа  
U кон ечн ого ин декса , н орма льн а я  в  A и та ка я , что подгруппа  V = Uϕ н орма льн а  
в  B, то группа  G удовлетворя ет  условию  (∗).   

Дока за тельство. П усть M и N — про изв о л ьны е но рмал ьны е по дгруппы  
ко нечно го  индекса групп A и B, со ответственно . П о л ьзуясь ко нечно й по рож-
денностью по дгруппы  U, в ы берем в  ее по дгруппе ко нечно го  индекса 
(M ∩ U) ∩ (N ∩ V)ϕ−1 характеристическую по дгруппу E, также имеющ ую ко неч-
ны й индекс в  U. То гда по дгруппы  E и F = Eϕ но рмал ьны  и финитно  о тдел имы  в  
группах A и B. П о этому факто р-группы  A /E и B/F финитно  аппро ксимируемы  
и, сл едо вател ьно , о бл адают но рмал ьны ми по дгруппами ко нечно го  индекса R /E 
и S/F, тривиал ьно  пересекающ имися  с H/E и K /F, со ответственно . Очевидно , 
что  в  этом сл учае по дгруппы  M ∩ R и N ∩ S я в л я ются  (H, K, ϕ)-со вместимы ми. 
Таким о бразом, все усл о в ия  тео ремы  1 о казы ваются  в ы по л ненны ми. 

Ч астны м сл учаем тео ремы  2 я в л я ется  сл едующ ее хо рошо  изв естно е ут-
в ерждение (см., напр., [1]):   

С ледствие 1. П усть подгруппы H и K кон ечн ы. Если группы A и B фи-
н итн о а ппроксимируемы, то группа  G удовлетворя ет  условию  (∗).   

С ледствие 2. П усть группы A и B предста вля ют  собой кон ечн ые ра с-
ширен ия  свободн ых или огра н ичен н ых ра зрешимых групп, подгруппы H и K 
кон ечн о порож ден ы и н орма льн ы в  A и B, соответствен н о. Тогда  G я вля ется  
πc-группой.   

Напомним, что  абел ева группа X назы вается  о граниченно й в  смы сл е 
А . И . М ал ьц ева, есл и все примарны е компо ненты  ее перио дической части F 
ко нечны , а факто р-группа X /F имеет ко нечны й ранг и удо в л етв о ря ет сл едую-
щ ему усл о в ию: дл я  вся ко го  эл емента a ∈ X /F и дл я  вся ко й по дгруппы  Y ≤ X /F, 
не содержащ ей a, сравнение x n ≡ a (mod Y   ) при каждом фиксиро ванном p раз-
решимо  л ишь дл я  ко нечно го  множества p-чисел  n. Разрешимая  группа назы ва-
ется  о граниченно й, есл и о на о бл адает хотя  бы  о дним ко нечны м но рмал ьны м 
ря дом с абел ев ы ми о граниченны ми факто рами. Оба этих о предел ения  в в едены  
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М ал ьц ев ы м в  [3]. Там же устано в л ено , что  все по дгруппы  о граниченно й раз-
решимой группы  финитно  о тдел имы . 

С л едствие 2 по л учается  теперь из о бщ его  замечания  о  том, что  в  ко неч-
ном расширении группы  с финитно  отдел имы ми ко нечно  по рожденны ми под-
группами все ко нечно  по рожденны е подгруппы  финитно  отдел имы  [1]. 

Другим примером испо л ьзо вания  тео ремы  1 сл ужит   
Теорема 3. П усть группа  A предста вля ет  собой кон ечн ое ра сширен ие 

огра н ичен н ой ра зрешимой группы, B —  πc-группа , H и K —  бескон ечн ые цикли-
ческие подгруппы. Тогда  G я вля ется  πc-группой.   

Дока за тельство. П усть группа A я в л я ется  ко нечны м расширением о г-
раниченно й разрешимой группы  C, 1 = C  (n) ≤ … ≤ C  ′ ≤ C — ря д коммутанто в  C. 
П усть дал ее h и k — по рождающ ие по дгрупп H и K, i — максимал ьно е числ о , 
тако е что  H ∩ C  (i) ≠ 1, и m — по ря до к эл емента h по  модул ю C  (i). П о кажем что  
дл я  вся ко го  ц ел о го  числ а v, бо л ьшего  нул я , найдется  но рмал ьная  по дгруппа 
ко нечно го  индекса R группы  A такая , что  R ∩ H = H  mv. 

Не о граничивая  о бщ ности рассуждений (переходя , есл и нео бходимо , к 
факто р-группе (A /C  (i+1))/τ(C  (i)/C  (i+1))), можем считать, что  i = n − 1 и по дгруппа 
C  (i) не имеет кручения . 

А бел ева группа C  (n−1) я в л я ется  о граниченно й, по этому уравнение 
x  y = (h1)v, где h1 = hm, разрешимо  в  ней л ишь дл я  ко нечно го  множества v-чисел  y. 
П усть w — максимал ьно е тако е v-числ о . То гда по ря до к эл емента h1 по  модул ю 
по дгруппы  D = (C  (n−1))w равен v. П ри этом по дгруппа D я в л я ется  характеристи-
ческой в  C и, сл едо вател ьно , но рмал ьно й в  A. Очев идно  также, что  по ря до к 
эл емента h по  модул ю это й по дгруппы  равен mv. 

Так как по дгруппа D финитно  о тдел има в  A, факто р-группа A /D финит-
но  аппро ксимируема. П о этому сущ ествует но рмал ьная  по дгруппа ко нечно го  
индекса R /D группы  A /D, не содержащ ая  эл ементо в  hD, …, hmv−1D. Я сно , что  в  
этом сл учае по дгруппа R я в л я ется  искомой. 

П усть теперь M и N — про изв о л ьны е но рмал ьны е по дгруппы  ко нечно го  
индекса групп A и B, со ответственно , и пусть (M ∩ H  )ϕ ∩ (N ∩ K ) ∩ K  m = K mu, 
u > 0. П о дгруппа K  mu финитно  о тдел има в  B, сл едо вател ьно , найдется  но рмал ь-
ная  по дгруппа ко нечно го  индекса S группы  B такая , что  k, …, k mu−1∉ K  muS. 
Очевидно , что  S ∩ K ≤ K  mu. 

В  сил у до казанно го  в ы ше сущ ествует такая  по дгруппа ко нечно го  индек-
са R группы  A, что  (R ∩ H  )ϕ = S ∩ K. То гда по дгруппы  R ∩ M и S ∩ N л ежат в  M и 
N и я в л я ются  (H, K, ϕ)-со вместимы ми, таким о бразом, в ы по л нены  все усл о в ия  
тео ремы  1. 

П о ско л ьку вся кая  по л иц икл ическая  группа я в л я ется , о чев идно , о грани-
ченно й разрешимой, сл едствие 2 и тео рема 3 о бо бщ ают резул ьтаты  Р. Ол л енби 
и Р. Грего рака [1, тео ремы  5 и 6]. 
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